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摘 要

本文是「门的继续
.

在本文中
,

我们研究了旋转充液腔体定常解的分布情况
,

确定 了 每一定

常解的稳定性并给出了相应的稳定与不稳定区域
,

此外
.

对旋转充液腔体的受扰运动作出了金 面

的定性分析
.

一
、

基 本 公 式

为方便计
,

我们将〔1 」中的几个有关公式与结论重写如下 (公式编号与〔1 〕同)
.
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一腔体与液体沿 0 %艾双式各袖的惯性主短
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万
: ,

M
,

—腔体与液体的质量

人
; ,
厅

2

—
腔体与液体的重心沿O琪轴到O 点的距离

刀-

一重力加速度
r 。-

一旋转坐标系O气凡凡绕。君
3

轴转动的角速度
、

它是一常数
,

并表示旅转布液腔体的

某一定常解

gl
: , 夕, : ,

头
。

—
扰动坐标系O州暇 二找它表示旋转充液腔体受扰动后的位置)中的 O川

轴对定坐标系O氛占括
。

三轴的方向余弦
,

因而它满足

夕幸
。
+ g 么 + g 套

。
二 1 (4

.

1 )
‘,

纽 1 )川的几何意义为 一单位球面
,

而U 即为定义在此球面上的函数
.

在以 后 的讨论中
,

我
’

们称此球面为K
,

并称ga 3 > O为上半球面
,

gs : < o为下半球面
,

ga
3
二0为赤道

.

作变换

。, 3
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此时 (4
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,
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.

3 )
’‘’

并由此得

一
瓮一

2。: 3

〔(一。)一
。+ 。〕十 2 。

器一
(卜

。; 。) (。一。)s : n Z。
(4

.

8 )
‘”

令U 二 O
,
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“ ,
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’
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粤
十理卑
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口劣J d 万‘
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, 7 = 1 , 2 , 3 ) (2
.

2 )“’

v , , v : , v 3

—
浪体沿O 气二声

3

各轴的绝对速度

在「1 」中已证明
,

只有对于充液腔体的定常解
,

亦即只有对于腔休与液体一起以某一匀

角速度绕定轴作整体转动时
,

才有 R 三 0
.

据此
,

并由 (3
.

2 1)“
J ,

可得

R ) 0但并。 当充液腔体不处于定常解

R 二 o 当充液腔体处于定常解
(1

.

4 )

4
.

扰动总能量函数

犷 = T + U (3
.

2 2 )‘几,

在〔1 」中已证明

d 厂 一
一 - 不

、

= 一民
a 了

(3
.

2 3) ‘
’J

据此
,

并由 (1
.

4 )
,

可得

等
、唯、 当充液腔休不处二定常解

等
二。 当充液腔体处于定常解 { (1

.

5 )

下面研究充液腔体定常解的分布
,

并利用上述有关公式与结论
,

确定每一定常解的稳定

性并给出其相应的稳定与不稳定区域
,

同时
,

对充液腔体的受扰运动
,

进行 全 面 的 定性分

析
.

上面已指出
,

所谓充液腔体的定常解
,

是指这样一种运动状态
,

即液体与腔体一起以某

一匀角速度绕定轴作整体转动
.

因此
,

在求充液腔体的定常解时
,

我们将把液体与腔体视为

一个刚体
.

如果
,

设此刚体的质量为M
,

沿 O x’l 川川 各轴 的惯性主矩为A
,

B
,

C
,

其重心

O
产

洽O 二二轴到固定点O 之距为h
,

于是显然有

M 二M
:
+ M

:

A = A
, + A

Z ,

B = B
: + B

: ,
C = C

: + C :

(1
.

6 )

(1
.

7 )

M
1 9 22 , + M

Zg h
:

M
(1

.

8 )

而且
,

由(3
.

17 )
’‘’知

。一冬M g h

乙

(1
.

9 )

从而。
与h同号

,

并且h= O时有c = 0
.

以下分别讨论两种情况
,

即L a g r a n g e 一
P o is s o n 情况与E u le r 一

Po in s o t情况
.

二
、

L a g ra n g e 一

P o isso n 情况

此时腔体与液体的重心O
产

不与固定点O重合 (图2)
.

如腔体与液体绕固定点O 转 动的灼

速度矢量洽 O川川码 各轴的投影分别为夕
, q

, , ,

则共Eul o r动力学方程为
‘2 ’
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《了认
B飞

七 泊 p q

(2
。

1)

此时 (2
.

1) 的定常解为

g : , = g : 。
= 0 ,

P = q = 0 , r == , 。
== 常数

正如仁l 〕所指出
,

实际上它对应于两个定常解集合

(2
.

2 )

(2
.

3 )
、.‘、Jrr

一一一一
图 2

g a3
= 十 1

9 5 :
= 一 1

它们都表示绕O川轴的匀角速转动
,

不过前者表示 O川 轴为铅直向上 (此时 O
产

在O之上)
,

后者表示O川 轴为铅直向下 (此时O, 在O之下)
.

为便于说明
,

我们称前一定常解集合为
: 吉

,

后一定常解集合为
r 万

.

以下讨论各种可能情况
。

1
.

a > b> c > 0

这一情况在〔1 」中的第四节已讨论过
.

这时由 (4
.

6)
「”所得出的U 的极值曲终 U

‘
川 位于

K 的上半球面内 (图 3)
,

而且
.
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u夕白
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,

由 (4
.
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,

由 (竣
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5 ) “ ’
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因此
,

如沿任一0方向将球面K 切开
,

则得U 沿头
3

的 变化情况如图 4 所示
.

应注意
,

图 3 与图 4 均是球面K 的展开图
,

其中头
3
- 一 1实质上是一个点

.

如 将 球面K

比作地球
,

那么头
3
= + 1相当其北极

,

珑
3
= 一 1相当其南极

.

根据图 3 与图 4 所示的清况
,

并注意到 (2
.

1)
,

(3
.

2 2 )
「‘’,

(3
.

2 3 )
【‘’

及 (1
.

5 )诸式所表示

的性质
,

然后利用【1 」中定理 1 的同样证明方法
,

可得

定理 1 如a > b> c> O
,

则
:

川 卿械摊鄙
。

、 (U m 二)m In

一
(卜含) (b一 c )时

,

如 。。;:
) ,

。(。 ) 。厂
, 一

则

当 t , 。时
,

充液腔体的受扰运动将渐近趋于
r吉

,

如 (珑旦
, ,

口‘0)) 〔厂
,

充液腔体的受扰运动将

渐近趋于
, 言;

( : ) 如初始扰动能量 厂
。

> (u m 。 二

)m , 。

= (
1一冬、(b 一c)

,

则当, 。co 时
,

充 液腔体的受
、 “ / 产曰 ’

刀 声只 F 。

叨
口‘

~
‘ “

/ 、一 山 ‘ 几 / 川 ’”

、
二

b ,
、一 “ 了 ’ 大灿门

’ -

一
H ” ’ 夕

“认肛附
目 J

凡

夕二 汀

扰运动或者渐近趋于
: 吉

,

或者渐近趋于 r 百
.

据此定理可知
,

此时 心 与
:
万均相当于一稳定

结点
.

2
.

a > c > b> 0

此时U 在头
。
~ + 1 邻 域内为变号函数

,

其零值

曲线U
‘“’

由(1
.

2 )确定
.

令

e o s 2
0 =

e 一 b
a 一 b (2

.

6 )

一口份

万军

图 5

由于假定 。> c > 。> 。
,

故 。<
一

至二冬< 1
,

因 ,衍满
囚

J ‘
队~

一 / ’ / 一 z “ ’

队
U 一 a 一 b \

二 ’ ‘几习 ‘”J ‘,,

足上式之解尹是存在的
.

事实上它共 有 4 个 值
,

叩

士0劳与二士尹
.

由(1
.

2) 不难算出

一 1< g韶
, < 1

夕二孚
,
= 1

垅g
, > 1

当一“‘< “< “‘
, “一“’< “< “ + “’

}
当。一士。, ,

“一二士“’ }
当尹< 8< 二一 o气 二 + 0签 < 口< 2 二一 0关 }

(2
.

7 )

由于 9 33 不可能大于 1
,

故U 的零值曲线U ‘“
’

只有在 二 角 域一尹( 0( 尹与二一尹( 口镇二十尹内

有实分支
.

此二分支对0= O与0 = 二轴对称
,

并在0 = O , 二 时买g
’

达到极值
,

其值为

I C \
g 言兰

,

= 2 叹二 ,一 1
、 U ,

(2
.

8 )

U
‘。,

曲线在图 5 中绘出
.

在图 5 中
,

U
斗

代表U > O之区域
,

U
一

代表U < O之区域
。

同样
,

由U之极值曲线方程 (4
.

6)
’‘ ’

可得

o < 。羞梦
,

< z 当一口” < 白< 口气 二一口, < 口< 二 + 口‘ )
夕会尹

’
= (2

.

9 )

口。梦
,

> 1

当0= 士口气 口= 二 士口关

当尹< 8< 兀一尹
,
二 + 口关< 0< 2 二一尹

据此可知
,

极值曲线U
‘价 ’

也只有在二角域一尹 ( 0( 口芳与二一尹《口( 二 + 夕内 有实分支
、

它
一

也

对小
二 O

,
口= 二轴对称

,

并在口~ O
, 二 时达到极值

,

其值为
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c一a
一一

仍习
.、

习

夕

由于在角域 一尹( e《尹与二一尹《0 ( 二 + 尹内有

“簇下石益
恋

雨自

由此可得

一一只一一下》 2

—
抓全

- ~ 一 一 1

ta 一 D ) c o s “口+ 口
- 一

(a一 O) c o s‘U + O

亦即

故极值曲线U
‘饥’

必位于域U
+

之内
,

由 (4
.

5) 容易算出

l < 0

弱驴) 弱分
,

正如图 5 所示那样
。

在厂域内

在U
‘仍 )

上

在厂域外

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1)

(2
.

12 )

(2
.

13 )

(2 14 )

3 汀
,

厄一

八Vn
甘

=>

口U

口9 0 3

兀一2
一一

八刀

与因此
,

如在二角域一尹< 0< 尹与尹 < 口< 二一尹 内任一夕方向
,

例如沿 0 = 0
,
二

将球面K 切开
,

则得U 之变化情况如图 6 与图 7 所示
.

一 1 0

一 4 C

一 一一一一 一
.

中~

一一一一 - -

图 8 图 了

据此
,

并利用与证明定理 l 同样的方法
,

可得

定理 2 如a > c > b> O
,

则
:

( 1) 如初始扰动能量厂
。

《O
,

则当t , , 时充液腔体的受扰运动将渐近趋千
, 。一 ,

( 2 ) 如初始扰动能量 犷
。

> 0
,

则当t , , 时充液腔体的受扰运动或者进入厂域内并在此

域 内渐近趋干
; 言

,

或者离开厂域而渐近趋于
, 万

.

据此定理可知
,

此时心相当于鞍点
, , 石相当于稳定结点

。

3
.

c > a > b > 0

此时
,

图 5 中的 U
小

域消失
,

U 除在gs
,
二 十 1处等于零外

,

其余均为负值
.

又在整个球面

上均有
刁U

口g : :

一

> O
,

故沿压何夕方向切开球面
,

J 之变化清兄均类以于图了
.

据此得
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定理 3 如 c > a > b> O
,

则当t , “时
,

充液腔体的受扰运动均将离开
r言而渐近趋于

。石
。

由此定理可知
,

此时r 吉相当于不稳定结点
, r言相当于稳定结点

。

综上所述
,

可得表 1 :

表 1

一
一点点点

吓结结结条 件

a > b> e > O

a > c > b> O

亡> 。> b> 0

r

吉

稳 定 结 点

鞍 点

不稳定结点

稳定

稳定

稳定

三
、

E u le r 一

P o in so t情况

此时液体与腔体重心O
尸

与固定点O重合
,

从而&一 0 ,

在此情况下其动力学方程为

,

斋
一‘”一 C , qr

B

令
一 (c 一‘, ·”

c

令
一 ‘“一“,。

它共有 6 个定常解集合

(3
.

1)

..产、‘t‘.J
L

ee
飞

P = 口= 0
, r = r o ,

r = P= 0 , q = q o -

夕韶 ~ + l

9 3 3
= 一 ]

9 3 。
~ 0

,

口=

g “ = O
,

召-
(3

.

2 )

。一 r一 。
,

一 {
q 3。= 0 , 口 兀

二二

一2

q ss = 0
, 口=

-

旦匹
2

我们分别称为 心
, r ; , 时

,

石
;

风
,

风

注意
,

由 (1
.

9 )知
,

当h = 0时也有c = 0
,

从 而 (4
.

3)“ ’,

(4
.

5 ) ‘”
,

(1
.

2 )
,

(4
.

6 )『
, ’此时

化为

U 二 (1一 g凳
3

)「(a 一 b)e o s名0 + b ] (3
.

3 )

、、夕.‘J、.J

左�尸O八O

⋯
八jC口nJ了.、‘了‘了.、

= 一 2夕3 3〔(。一 b ) e o s 乙口+ b ]
U一儿d一认

川经
’

~ 士1

夕查梦
’= 0

在以下的讨论中
,

我们假定

C琦B > A

在此情况下
,

我们有

对于
; 。

( 3
.

7 )
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a 二二二 李(c 一川 > O

么

且a > b

{
(3

.

8

对于q0

。一孕(c 一“,列

即 a > b> O

一手
‘B 一 c , < ”

。一

乎
(”一A) >0

即 b> 0 > a

(3
.

9 )

对于P0

畏肚 (A 一B ) < O
乙

P孟

夕石
, ,

。
、

/ 八

叹
一
气直一

气一 ) <、 U
乙

且 a > b (3
.

1 0 )
b ~

即 O> a > b

关于P
。 ,

q 。 ,

‘在球面K 上的位置
,

见图 8
.

口二 O

\\\\\///

图 9

下面我们研究定常解集合
: 。的性质

,

与此同时
,

定常解集合口
。

与P
。

的性质也一齐被得出
.

上面已指出
,

对于定常解集合
; 。 ,

我们有
a > b> 0

.

据此
,

不难由 (3
.

3)
,

(3
.

封算出
:

一

{
0

(U m a x

)m
‘二

= a

当9 3 3
= 1

当9 5 :
= 0 ,

当 9 3 :
二 0

,

0二0 , 汀

(U , 。 x

) m , 。 = b 0= 二 3兀

2

(3
.

1 1)

四
_

{
‘9 3 “

i

< O

~ O

夕0

当 g 。。= 一 1

当0 < g : ,
( 1

当9 3 3
= 0

当一 1簇9
5 : < 0

(3
.

1 2 、
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据此
,

如沿任一0方向将球面切开
,

则得U 的变化情况如图9
.

据此
,

并注意对P吉
,

P了有U 一 a
与对时

,

石有U = b
,

于是得

定理 4 如 a > b> 0, 则
:

(l) 初始扰动能量犷
。

( b时
,

当 (眺呈, ,

0 (0) )位于上半球面
,

充液腔休的受扰运动当 t , oo

时将渐近趋于r言
,

当(眺且
, ,

O‘
“’

)位于下半球面
,

充液腔体的受扰运动将渐近趋于
r 万;

( 2 ) 初始扰动能量 b< 犷
。

(
a ,

充液腔体的受扰运动或者渐近趋于
。吉

,

或者渐近趋于心
,

或者沿赤道gs
。
= 0离开 P吉

,

P了而渐近趋于 时 或 石
;

( 3) 初始扰动能量犷
。

> a ,

充液腔体的受扰运动或者渐近趋于
, 吉

,

或者渐近趋于 心
,

或者落于赤道珑
:
= O上并沿赤道离开P吉

,

P万而渐近趋于界
,

毓
.

据此定理可知
,

此时, 吉
, r 万相当于稳定结点

,

时
, q 石相当于鞍点

,

川
,

巧相当于不稳定

结点
.

据此
,

并由(3
.

8 )
,

(3
.

9 )
,

(3
.

10 )可得表2 :

表 2

!
一条 件

a > b > O

b> 0 > a

0 > a > b

对应定常解 类 型

r

吉
. r石

口吉
.

口石

P百
,

P石

稳 定 结 点

鞍 点

不稳定结点
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,
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