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无限大板包含任意排列多个椭圆孔洞的应力

集中和多裂纹的应力强度因子计算
’
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(大连工学院工程力学研究所
.

1 9 83年 3 月28 日收到)

摘 要

对于无限平面上任意排列的多个椭圆孔的应力集中
,

采用复变函数方法
,

直按构 造 能够反映

各孔相互影响的应力函数
,

通过依次映射方法来满足各孔的边界条件
.

再利用围线 积 分方法化为

线性代数方程求解
.

对于裂纹情况
,

将裂纹化为相应的椭圆
,

通过 应力集中系数近似求得应力强

度因子值
.

文中给出若干计算结果
.

一生止 山 , - 〕一

一
、

月lJ 舀

被多个孔洞削弱的无限大板的强度分析是有实际工程意义的
.

多年来
,

许多学者作了许

多工作
.

最先是用双极坐标来计算两个等圆孔的应力集中
〔‘’,

和用应力函数的一般表达式通

过交替迭加的概念来计算相邻孔的彼此影响
‘“’.

当复变函数理论引入弹性理论中后
,

给孔洞

问题的强度研究带来了强有力的手段
,

给出了许多研 究 成 果
〔“’, 〔‘’.

我国学者曾用复变函数

方法直接构造应力函数
,

成功地解决了任意排列多个不等圆孔的应力集中问题
〔“’.

在近些年

的研究中
,

除有限单元法和实验研究外
,

在理论方面还多是采用复变函数方法
.

对于任意排

列的多裂纹的强度分析
,

’

一种有效的方法是直接在物理平面上将应力函数展开为级数而后用

摄动法求解的数值方法
‘川

,

这种方法给出了许多有用的结果
,

但公式和计算都十分繁杂
.

另

一种方法是用复变函数方法导出一组积分方程组求解之
〔’2 ’,

这种 方 法 在理论上是完整的
,

但具体求解却很困难
.

本文是在论文 〔51 ~ 【10 」的基础上
,

研究了多个任意排列椭圆孔
.

洞的应力集中问题
,

圆

孔洞仅是它的特殊情况
.

采用复变函数方法
,

直接构造能够反映孔洞相互影响的应力函数
,

采用依次映射方法满足各个孔边的边界条件
,

并通过围线积分将求解方程组化为线性代数方

程组
.

对于孔洞中的单裂纹和多裂纹的应力强度因子计算是通过计算依次变扁的椭圆孔的应

力集中来逼近
,

从而给出近似值
.

本文的处理方法可用于任意形状孔洞的情况
,

编排了计算程序进行计算
,

文中给出了几

个计算例子
,

并与已有结果进行了比较
.

对多个圆孔进行了光弹性实验分析
,

同时用木文公

份 庸立民推荐
.
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式计算
,

结果与实验值吻合较好
.

二
、

理 论 公 式

1
.

应力函数

在无限大平板上任意排列
n
个椭圆孔 (如图 1所

在无穷远处作用均匀拉应力
.

取应力函数 (在映射后的数学平面上) 为
:
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第一项是对 J 号孔的罗朗级数
,

第二项是 除 夕

号孔外各孔对 j号孔的影响项
.

它们都是对各自的

局部坐标写的
,

所以上面的写法仅是形式上的
.

第

三项是无穷远处外力作用项
,

其中 r 一 答
- ,

厂
产

一粤
一

。 一 ‘2
二 为了满足各孔边的 边 界条

乙 乙

件
,

例如先满足 j 号孔的边界条件
,

需要将 (2
.
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·
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、
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:
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,

对于圆孔情况
,
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:
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,

并利用 j号孔的映射函 数
;

: 。一可‘, 十 沙 )得到在数学平面 “
, )

、 S J ,
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上相对于 j号孔局部坐标系的应力函数表达式
:
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边界方程

第 j号孔的边界方程为
:
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在 j号孔 a , = ex p 〔泪, 〕
,

对于 自由孔边 F (a力= F (a户 = o ,
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个孔时

,
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n 一 1 个 常数

c , ,

但可将它们去掉
,

同时把 ( 2
.

6 ) 式左端外力项 (含有 厂
,

厂
‘

的项 ) 中
,

由于 坐 标 平 移
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,

因为由左右两边常数项相等恰可 解 得
c , ,

而 c ,
不 公
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。
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:
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这样就将边界方程化为线性代数方程组
,

以利于求解
.

具体作法是
‘6 ’, ‘“’: 将 (2
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右端项各个矩阵阶次皆为 户二 0 , 1 ,

⋯
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co 为方便不再写出
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p , “
= -
飞一

’

p , 刀, 。
= (p + l)0 , + 珍。 + 刀、.

刀1。= (P + 1 )口, + . ; + 刀。一 a ,

4,
.几

6PP

4P
N

一
4

一一6p

对 (2
.

7) 式作如上同样的处理
,

就得到另外两组方程
,

这样 就得到了满足 j号孔边界条件的

‘刁x 的 个线性方程组
.

当有 。
个孔时

,

将各个孔依次取作 j号孔
,

可 以 得 到 4动 个 线性方

程
,

未知系数共 4nk 个
:

魂
‘a 犷

, ’a g
,

⋯
, ’a ;

, ’a 盆
, ’a ;

,

⋯
, ‘a 孟

, ‘
b厂

, ’
b ;

,

⋯
, ’

b二
, ‘

b宝
, ’

b ;
,

⋯
, ’

b夏
,

么a护
, Za g

,

⋯
, “a ;

, 么a 主
, Z a 妄

,

⋯
, “a 二

, “
b厂

, “
b夕

,

⋯
, 忍

b二
, “

b ;
, “

b 孟
,

⋯
, Z

b孟
,

一
,

”a :
, “a g

,

⋯
, ” a二

, ”a 主
, ” a 二

,
⋯

, ” a二
, ”

b ;
, ”

白宜
,

⋯
, “

b二
, ”

b i
, ”

b玉
,

⋯
, ”

b二少,

3
.

应力计算
:

根据已求出的应力函数中(豹
,

劝(约
,

a 。+ a ,
= 4 R e甲,

(雪)

扩 (劲及 。(0 代入下面公式中
:

(2
.

9 )
a e一 a 户

+ 1 Z T 尸 e =
2乙

2

p 名。,

(雪)

〔
、

。
,

、: , + ,
,

(: , 。

}
就可求出应力 。 , , a , ,

。 。值
。

可以编制程序
,

计算各孔边或其它点的应力值
。

4
,

裂纹的强度因子计算
:

对 于裂纹的强度因子计算
,

可以 借助于椭圆孔根部应力集中系数的结果按下式求出
‘“’:

。 1
,

一二
,

一
几 一= 了 V 兀 毛im V P

石 P
, , , O

a m a l

其中 。一

答
,

是切 口根部的曲率半径
, a ,

。是椭圆长
、

短半轴
.

对单椭圆孔的计算考

察表明
,

对于 。大的 : 况
,

按 K 、一

合
、而

·

。 m
: 二

计算
,

而后插值得 K , ,

能得至。很好的精

度
.

插值曲线对 (b 十 Za) /以万有很好的线性性质
,

如下表 1 和图 2 所示
。
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表 1

2
.

9 } 2
.

8 2 6 2
.

5

a 一 1 探 一 l

2
·

‘

」
2

·

3

(b一 0
.

9 ) } (b = 0
.

8 ) (乙一。
.

6 )
’

(b 一。
.

5)
,

(l, 一。
.

4 ) { (b 一。
.

3 )

2a
一“妇澎

3
.

2 2 2

2
.

5 7 0

3
.

50 0

2 4 8 1

⋯
(

令
2

.

3 9 3

4
.

3 3 3

2 3 0 4

云
.

0 00

2
.

2 1 5

6
.

0 0 0

2
‘

12 7

了
.

6 6 6

2
.

0 3 8�
K ; 值可由线性外插公式给出

:

K ; 一 “ 2

(勺五二
C
送丝玉沁士2交吐‘勺

一

)厂 (K 迩
一

工-

c Z
一 C I

( 2
.

1 0)

其中 几 > c , ,

(K {)
:

> (K {)
: .

(K ; ) 为第 1 点的 (b + Za) /斌万和K ;值
,

(K i )
:

为第 2 点的 (b + 2a ) / 心
a 和人 i值

.

对上表的数值
,

按插值公式 (2
.

1 0) 计算得

,,
、9白

CC

2
·

5
}

-

一一一
。 。 } . _ -

一
-

气二
v

l
,

一~ 洲尸
乃 r「

一一月

b 十Z a

2
.

0 2
.

2 2
.

4 2
.

6 2
.

8 3
.

0 材一石

图 2

K : = 1
.

77
,

理论值为尤 , ~ 心而J
·

N 二 1
.

77
.

当裂纹周围有多个孔洞时
,

可把此裂纹换

成相应的椭圆
,

并改变 b值求出相应的K 奋值
,

而后插值得到该裂纹的 K J 值
.

也 就是说
,

将

孑L之间的相互影响反映在应力集中系数土
,

问

接地求K , 值
.

计算表明
,

b 值不必取得很小
,

只要作出二
、

三个点就可得到较好的精度
.

对

于多个裂纹情况
,

欲求某裂纹 的 K , 值
,

可将

其余裂纹换成较扁的椭圆孔
,

再用上面方法以

求得近似 K ; 值
。

三
、

讨 算 实 例

例 1
.

如图 3 , 连
,

5 , 6所示

( a )

表 2

一 旦- 卜一i上
-

{ 5
.

3 1 2

2 2
.

5 4 5
.

1
.

0 52

⋯一 6 ?
.

5
“

2
.

6 2 9

9 0
。

1 12
.

5

泣二匡三亘⋯西州
一

三经
竺一⋯

一 ‘

叮一卜翌里一卜一竺
」 1刀 8 3 】 2

·

5 3 2 】 3
·

13 ,

图 3

孔边
: J

,

一
: ; 。
一 0
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(K 釜)
,

周 承 芳 关 长 文

= 2
.

7 7吐
,

(K 戈)
。
二 2

.

9 3 5

(b )

表 3

少少
”

’

义义
55555

} : {
N 二 1

图 4

卜幸二⋯川
孔边

: a
,

二 : , 。
、 0

(K 奋)
,

~ 2
.

6 5连
,

(K ; )
。
二 2

.

5 3 4
.

(e )

N ~ 1

1

夕夕
“

义义
55555

ooo { 。
。。。

4 5
。。

而而而 { 3
.

8 5555
}}}}}}}

00000 6了
.

5
““

9 0
““

饰饰饰 一 0
.

5 8 777 一 1
.

0 2 111 一 0
.

5 3444

召召召 13 5
““

25 7
.

5
‘

iii1 18 0
““

}}}}}}} 2
·

6 7。 」」
{{{

33333
.

6 5 777

图 5

孔边
:

( d )

J
,

= 了 , e 之 O

(K f) , = 2
.

5 9 2 ,

(K ; ) , 二 2
.

7 3 3
.

由插值公式 (2
.

10 )得
:

(K , ) 通
= 1

.

8 6 ,

(K
: ) 。

= 1
.

92
.

与 〔14 」中给出的结果比较
:

0
.

2 ,

a/ d 二 0
.

25
,

K
。
= N

·

斌丽
,

一一
”

义义
55555

a = 1
,

K
。
一 1

.

77 2 由 图 表 查 出

取 R/
c 二

若 N 二 l ,

K I

,

了
。

一

1
.

0 2 (月 点) 丛
一

式
。

N = 1

图 6

二 1
.

8 1 ,

(K , )。= 1
.

1
.

0 3 (B 点 )
,

得 (K ; )
,

8 3
-
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例 2
.

如图 7
,

s
,

9
,

10 所示
:

表 5

000 一 丙丙

((()
““

2
.

20 888

333 0
““

0
.

40 333

666 0
““

一 1
.

10 888

999 0
。。

一 0
.

7 0 666

1112 0
。。

1
.

2 0 444

1115 0
““

2
.

6 5 333

1118 0
““

2
.

17 888

万

图 了

孔边
: a

,

=
: , 。* 0

(K 下)
,
二 1

.

0 3
,

(K 畜)
。

= 1
.

9 5 7
.

表 6

刀刀刀 U 介介

nnn
...

夕 久7穷穷

JJJ口
---

U
.

咨3 bbb

6660
...

一 1
.

1 2666

⋯一
:二一⋯一上竺

一

二
}
一

~

尘
竺一{一里卫些一一

1 1 8U { 2
·

3 4 0

孔边
:

{ }
N = 1

图

口
,

一
T , ,
一 O

(K ; )
,

=
.

8 6 6 (K f)
,

-
.

8 9 3
。

表 了

孔边 :

l }
N , 1

图

口
,

= r , e亡 0

刀刀刀 外外

OOO
””

2
.

5 7 999

3330
““

0
.

2 4 666

6660
...

一 1
.

1 4 555

9990
...

一0
.

7 1 222

111 20
。。

一0
.

9 1 999

111 50
。。

2
、

7 5 444

111 80
。。

2
.

5 4 3



一一

关卜周 承 芳

(K i) , 二 1
.

8 0 3 ,

(K (

长 文

.

8 2 8
。

( d )

入入入
戈戈戈聋聋}}}}}
汾汾
丫丫)))

图 1 0

{ {
N ~ 1

图 1 1

由公式 (2
.

1 0) 得
:

(K : )
,

= 1
.

2 9
,

(K I )。~ 1
.

3 1
.

例 3
.

5个等圆孔的情况
:

如图 11 所示
.

用本文方法计算
,

同时进行光 弹 实 验“ “’,

并

进行比较
.

各孔均布
,

与中心孔距离 为 4
.

7 3 /

R
,

(R = 1)
.

比较中央孔边 A
,

B
,

C 三 点 的

口, 值
,

由表 8 可见符合较好
.

\\\
、

\孔 边边 A 点点 B 点点 C 点点

计计算值值 2
.

86 666 1
.

0 5 222 一 0
.

9 0 999

一一一一一一一一一一一一一一一0
.

9 444实实验值值 2
.

8 222 1
.

0 1 33333

本文得到孙焕纯副教授
,

周承调
、

唐立民教授等同志的帮助指导
,

表示衷心感谢
.
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