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摘 要

太文讨论了形为 全= f(t
, 二 ,

心 的系统的最 优控制的存在性问领
,

厂(t
,

x ,

的 是比较一般的非线

性函数
,

控制类普遍到足以包含 一般工程上常见 的控制函数 还讨论了由属于一定雨数类的 控 制

函数序列去逼近最优控制的问题
,

举出了与文 〔l] 结论相矛盾的反例
,

并导出这问题的正确结论
.

一
、

引 言

本文讨论了由常微分方程
:

宁一
, (才

,
! , 。) “ R

l , · ‘R

一
‘R 二

所描述的系统在控制受限情况下最优控制的存在性定理
,

文献〔1〕
、

广2 ,

给出了此问题的一些

很好的结果
,

但这些结果都有一定的局限比
.

例如当允许控制函数类为可测函数时
,

f (t
, 二 ,

动 关于
“ 必须是线性的

,

而当 f( t , 二 , 。) 是一般的非线性函数时
,

允许控制函数类又要满足

LI Ps ch it z 条件
.

这样
,

对于 f( t
, 二 ,

u) 关于 “ 非线性
,

同时最优控制又是 Ban g
一

B an g 控制的

这样一类普通的最优控制问题
,

也不能由以土的结呆来处理
.

木文讨论了 f( t , 二 ,

u) 为比较一

般的非线性函数
,

而控制类又普遍到足以包含一 般工程上常见的控制函数的情况
.

我们还讨论了由属于一定函数类的函数去逼近最优控制的问题
.

在这 一 问 题 土
,

文献

【1〕所 得出的结论是错误的
,

本文举出了与此结论相矛盾的反例
,

并且证明了
:

选取适当的

允许控制函数关
,

则可以得到这问题的正确结论
.

二
、

问题的叔述及存在性定理

设受控系统由常微分方程
:

d %

习才 = J 妙 ,

肠 “) (2
.

1 )

来描述
,

其中 二 〔R
”

是状态变量
, 。 〔R

,

是对系统的控制
,

f (t
, 戈 ,

u) 及 口厂(,
, 、 , “

)都是 J X “
”

O 人

铃

秦元勋推荐
.
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x 口 上的连续函数
,

其中 I = 【T
。, : :

〕是 t 轴上长度有限但不为零的闭区间
,

口 是 R 执 中的非

空列紧集
。

定义 1
.

取值于 口 的可测函数 u( t)
,

t0 ( t( t : (几( t0 ( t ,

( : l

)
,

若其相应的 状 态 变量

双t)
,

t。《t( t l ,

满足
:

以t0) = 二 。,

双t l ) 任G (t
;

)
,

则称为允许控制
.

上面的二。
〔R

”

是一给定

的初始点
,

G (t)
,
介簇 t( : : ,

是R
”

空间中运动着的 目标集合
,

丫t 〔〔:
。 , : ,

〕
,

‘(t) 都是R
”

空

间中的非空列紧集
,

并且在集合的 H au s dor ff 空间的意义下
,

G (t) 关于 t 是连续的
.

全体允

许控制构成的函数类称为允许控制类
,

记为刁
.

注
.

两自列紧集合X
,

Y 的 H au sd o rf f 距离 d ~ d (X
,

y )
.

是那种使Y 包含于 X 的 d 一邻域中
.

同时Y

又包含于 X 的 d 一邻域中的实数 d 中最小的实数
.

与允许控制 u( t) 相应的 二(t ) 称为允许轨线
,

(。
,

对初
、

为允许对
.

对于袱t) 〔刀及相应的

允许轨线 双t)
,

引入价值泛函
:

C 〔·〕、
买

。

f
。

(‘
, 二 (‘,

, ·“, , d ‘ (2
.

2 )

其中 f0
:
I x R

”
x 口、R

‘

是实连续函数
.

定义 2
.

设刁
产

是 刁中的一个子类
,

若存在尹 〔J
产,

使

C [“%」= in f C 〔“」
“〔刁

,

则称 尹 是 刀
,

中的最优控制
,

相应的轨线 x 关 称为最优轨线
,

(沪
, 、勺 称为最优对

.

利用定义
:

(2
.

3 )

r
“(t

。

)
, r 。《 t( ‘。

‘(‘)垒 }
“ (‘)

‘

, ‘。《‘簇“
、 u (t

l

)
, t,

( t簇了,

(2
.

4 )

可 以将 u( t) 的定义 区间扩张到 〔几
, 二 ,

〕上
,

相应的轨线 双t) (在一定条件下 ) 也可以在

控制 川t) 下延展到区间 〔
: 。 , T ,

〕上
,

下边在不会引起混淆的场合下
,

仍将 以t) 以及相应的延

展轨线记为
u (t)和二 (r)

.

显然 V u (t) 〔刀有“ (t) 任L
,

[ r
。 , : ;

〕和。(t) 〔L
Z

E:
。, r ;

〕
,

此处L
:

[ 二
。, : :

〕

和 L
:

乙
: 。 , : ‘」的范数取为

(2
.

5 )

此处

11
。
一

,

垒仁
’

r
。(, )一J才

,

}1
。
}}
:

垒 ({
” 一二 (‘) :

Z
J ,

)
“ ,

1
u
l垒乙 }

。J
I

,

1x l垒乙 I二
‘

}

定理
.

令 Z 是 L
l

〔:
。 , T l

」内的列紧集合
L关’ ,

刁 (2 ) = J n 2
.

且设
:

( i ) 刁 (Z )非空 ;

(ii ) 存在正数 B
,

使对所有的允许对 (u
,

劝
, “ 〔刀 (Z )

,

都有

.二 (t) I簇B
, ; 0

簇 t簇 : :

(2
.

6 )

则 J (Z 、中存在最优控制
.

证明
.

由 〔:
。 , : 1

〕是有限长度的时间区间
,

口列紧
,

以及 了 (Z )中的允许轨线一致有界
.

可见 m 垒 i‘一 [u 」< 十 co
。

当刁 (Z )为有限集合时定理显然成立
,

故以下仅需证明当刀 口
“〔刀(Z )

为褚
。
南

木文
,

我们称一个集Z 是列紧集
,

是指
,

对任一序列 {u( 幻圣〔2
.

存在{u 内圣的一个子序列
.

仍记

和
u 苦七Z 使在 L :

[
二。, : :

j内 u ‘为, , u 件
.
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为无限集合的情况下定理成立即可
.

此时存在序列 咬u ‘
“’

(t) 于仁刀 (Z )
,

使

lim C [ u (无, 〕二 m (2
.

7 )
k分沉 ,

今取 { u ‘
介,

(t)}
,

t0(“ , ( t( t荟“, ,

的一子序列 (仍记作 福u ‘
七, })

,

使

t0(“
’

。 t言
, t厂

“’。rr

其中 峪
,

烤〔【r
。 , : 1

〕
.

由于 u ‘哟
,

t0( “’( t成 t厂“’
,

在〔
: 。 , : ,

〕上的扩张属于 L
‘

〔:
。, : :

〕中的列

紧集合Z
,

从而存在 {u ‘
殆, (t)} 的一子列

.

仍记为 {u ‘舌, (t) }
,

及 u 补 (t) 〔Z
,

使

lim }}
u ‘舌, (t)一 u 斧(t)}1

1
二 lim

ko co k今OO

f丁
,

}
_ 一

}u
气‘ ,

(t)一“介 (t) }d t = 0
J ‘0

我们以下分五个步骤来证明
:

尹 (t) 烤( t( 月就是刀 (z) 中的最优控制
.

(一) 由于在 L
,

[ :
。 , r ,

〕内
u ‘无, 收敛于

u气 故灌“‘
含 , }也在 [ r

。 , : ;

〕上按测度收敛于
u气 (参

见 〔3〕
,

下册 p 3 1 )
,

从而存在{“‘
七 , 圣的一个子列 (以下仍记为 {u ‘k , 卜) 它在 [ :

。 , : ;

」上几乎处

处收敛于
u气 (参见仁3 〕

,

上册
,

p 1 3 9 )
。

又由于 u ‘舌 ,

(t) 任口
,

丫t 〔〔r
。 , : :

〕
,

k “ 1 , 2
,

⋯
,

以及

口是 R “ 中的列紧集
,

从而知 尹 (t) 任口
, a

.

e
.

于〔:
。 , T ,

」
.

不妨在仁
r 。 , T ;

」的一零测度集合上改

变 u 书 (t)的值
,

使 u 苦 (t) 〔口
,

丫 t 〔[ r
。 , : ,

〕
.

(二) 记 x 关 (t)为满足

d 戈
, .

、
.
、 、

一了了= J Lt
, 劣 , “‘ Lt ) ) (2

.

8 )

劣关 (t言) = 义。

的解
,

且设与 不u ‘
舌,

(t) }
,

t0(自’

【蜡
,

代〕上一致收敛于 二
气 t)

.

}
( t( 才沂

“’相应的允许轨线为 谧妙幻 (t)}
,

则可证明
: % ‘“,

(t) 在

显然
,

, 关 (t)
, % ‘k ,

(t)分别满足

二·‘t ,

一{:
:

一‘才,

一{:
、

f (:
, 二关 (: )

, u 关 (s ))d ; 二。( t《 : , (2
.

9 )

f (:
, 二 ‘k ,

(s )
, u ‘k , (; ) )d ; r 。《 t( : , (2

.

10 )

从而
,

对 r〔[ t言
, t了〕有

一二
(: ) (, ) 一二· (, ) }、 {

‘ I, (
: , 二 (一 (: )

, 。‘一 (; ))一 , (:
, 二· (: )

, 。·(: )) ,、
·

“

t言

}, (
。 , 、 ( , )

(。)
, 。(一 (。))、、。 {、{

‘ }, (
。 , 二 (一 (。)

, “ ‘。) (。))

付言

�

l
.

J

+

一, (
一

(·,
,

一 (·, , ,“一{:
。,“
一

‘·,
,

一 ‘·, , 一“
一

‘·,
,

二‘
·, , ,“

·

!, (

一
(·,

,

一 (·, , .d
·

}
“‘,

。》 + “
‘ ) + ‘;

(2
.

1 1 )l
‘倪

+I

此处 I f“, ,

刀

I l(

分别是上面式中的第一
、

二和第三项
,

我们有

一

{:
: ,‘(

一
‘·,

,

一 (·, , 一‘(
一

(·,
,

一 ‘·, , ,“
·

一

{:
:
!哥

(

一
‘·,

,

一 ‘·, ,
·

‘一 ‘·,
一

‘·, ,

{
“·
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、 K
l

丁:
: ,一 ‘·,

一
‘·, ,“· ‘〔〔‘“

, ‘, ,
(2

.

12 )

其中灭
‘无, (: )为

x ‘k , (s )与 、关 (s )的中值
,

显然 }女 ‘舌,

(s) !镇B
,

、
!

、 S
一
{{斋

(

一
)

{卜
‘:

一
」

,

}· }、B
, · ‘“

)
由于 “‘抢’(t)在 [ :

。 , : ,

〕上几乎处处收敛于
u苦 (t)

,

所以 f (s
,
二关 (s)

, u ‘k ’(s))在「二
。 , : ,

〕上也

几乎处处收敛于 f (
: , *
气s)

,

广 (s) )
,

从而根据 L e b e s g u e 控制收敛定理
,

右 边第二项 积 分

I 玄
九’

收敛于零
.

即 V 。> 0 ,

存在正整数 N
, ,

当 k > N
,

时

rt
. , . , 、 * 、 、 、 , 、 , 、 . , _

己
_

_ , _
_

_ _

I歹
“’一 }

才: If (‘
, ‘’ (“)

, “‘” (“))一f (
“ , ‘’ (“)

, “‘ (“) !““ < 言
‘〔〔‘才

,

‘竿〕 (2
,

’3)

又由于 】戈‘必
,

(s ) !( B
,

且t0(“
’

、比故I爹“
’

、 0
.

u ‘沦 , (。) 〔口
,

口 列 紧
,

且 f (:
, x , u ) 是 ! x R

”
x 口 上 的 连 续 函 数

,

即丫 : > 0
,

存在 N
:
(正整数 )

,

当 k > N
:

时
:

’

!, (·
, % (一 (·)

,

一 (·) ) !、·

阵量
才。〔才:

,
, : 」

(2
.

1 4 )

介

!一一
了‘3了丈

这样
,

令 N = m a x 考N
l ,

N
Z

}
,

从 (2
.

1 1 )一 (2
.

1 4 )即见当 k > N 时

,一 (‘,

一
(‘, ,( “

* ) + ‘歹
介) + “

左) 簇K
I

J{
: ‘一 (·,

一
(·, ,“·+ ·

“ 〔‘“
,

‘,

于是
,

根据 B el lm an 不等式
,

即得对 左> N 有

}% ‘
无’

(t) 一 、潇 (t) !簇。e x p〔K
I

(t一 t言)〕( 。e x p 〔K
:

(:
:
一 : 。)」 t 任〔t言

, t贯〕

从而 币二 ‘k ’

(t)卜在 「t言
, t璧] 上一致收敛于 x 关 (t)

.

同样方法可证
:

{、
‘“ ’

(t) 于在 〔:
。 , : 1

」上一致收敛于 尹 (O
。

(三 ) 现证 二气片) 任G 时)
.

在

}二
‘k ,

(t沂
“’)一 二关 (t贯) }( }二

‘全, (t犷“’)一 * 关 (t厂
“’) {+ !二

关(t荟
“’)一二签 (,t甲) !

中
,

由于 二 ‘“’

(t) 在【:
。 , 丫 L

〕上一致收敛于 、
气t)

,

故上式右端第一项收敛于零
; 又由于 二

气t)

的连续性知第二项也收敛于零
,

从而

lim (t{
‘, , 、 ‘, , (t ;

舌, )) = (t犷
, 二开 (t护))

寿。 0 0

另方面
,

又因对任意的 t 〔〔:
。 , 二 ,

」
,

G (t) 都是 R
”

中的有界闭集
,

及 G (t) 关于 t 连续知
,

G [ :
。 , 二 ,

」垒 {(t
, % ) }t 任[

r 。 , : ,

〕
, 二 〔G (t)卜

为 R
‘ x R

”

中的闭集
,

从而由 (t犷
孟’ , 二‘七 ,

(t犷“
’

)) , (t贯
, 二关 (t贯)) 知 (t贯

, x 关 (t贯)) 任G [ :
。 , : 、〕

,

只p
劣件 (t贯) 〔G (t贯)

(四 ) 从步骤 (一)
,

(二)
,

(三)即推得 (尹
,

户)是允许对及 尹 〔才 (Z )
.

(五 ) 最后
,

易证沪 是在 刁 (Z )中的最优控制
.

事实上
,

由 L eb esg ue 积分控制收敛定理

即知

州应
in f 。

, , , .

「t厂
‘, , , , , ‘ 、 , . 、 , ‘ 、 , : 、 、 , .

。(。‘z , 七 L u J =
,

11m !“
。) J Lr 一 戈”

’

Lr ) , u
‘

” Lr ) ) a r
尺一》 OQ J ‘ o

一

{:;
“‘, ·’“,

, ·’“, ’“‘一 c 〔·”
<证毕>

推论1
.

令
z : 刁垒、。(, ){一

。(,
2

) 一 “(,
,

)一( , !,
2
一 , 、一

,

丫矛
; ,

,
2
。[丫

。 , : : 〕
,

且
u
(t) 任口

, t 〔[ r 。
, : : 〕} (2

.

1 5 )
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此处A 是给定的正数
.

若 刀 〔Z
; ,

」垒刁 门Z
L ,

非空
,

所有的对应于
u 〔刀〔Z

: ,

」的允许轨线均

匀有界
,

则在 刀〔Z
: ,

」中存在最优控制
.

证明
:

只需证明 Z : ,

是 L
‘

叶
。 , T ,

」中的列紧集即可
.

由于 Z 石 ,

中的函数在〔
: 。 , 二 ,

」上等度

连续
,

一致有界
,

故根据 A z ela 定理
,

Z
L ,

中的任意一序列 {u ‘幻 } 中存在子序列
,

仍记为

{u ‘k
,

}
, ‘

已一致收敛于某函数
u气 故笼

u ‘而’}显然也在 L
l

[二
。 , 二 1

〕中收敛于
u气 u 关 任L

:

〔:
。 , r ,

]
.

现

往证 沪 (t) 任Z : , .

由考u ‘
专 ’

(t) }是 〔T
。 , : 1

」上的一致收敛的连续函数列知 “
气t) 是 〔:

。 , : :

〕上的

连续函数
,

且 沪 (t) 任口
,

t 〔〔T
。 , T ,

〕
.

这时对丫: > 0
,

存在正整数 N
,

当 k> 百 时
,

, ‘ 、 ,
.

、 , , 、 . _

召
_

一
, ,

j“
‘“ ’

咬t) 一 “一叱t ) l 戈 牙
一

t 七 L丁。 , 了 ,
」

从而 丫才、 , 才: 〔r:
。 , : t

〕
,

当 k> 阿 时

卜
开

(t
Z

)一 u 斧 (t
:

) }( }u
‘卜

(t
Z

)一 u ‘七’(t
Z

) I+ iu
‘“’

(t
Z

)一 u ‘无) (t
;

) }+ }
u ‘奋, (t

:

)一 u签
(t

;

) }

一 巴

毛
、

一
~ 2

+
一

;
一

十A }t
Z
一‘

1

}一“月
一

A }‘
2
一‘: l

令
。 , O 即有

}
u 苦(r

:

)一 u 关 (t
l

) l( 月 1t
Z
一 t : } t l , t: 〔[ r

。 , : 1

]

从而 沪 (t) 任Z
L , .

由此知 Z : ,

是 L
;

仁:
。, : ;

」中的列紧集
.

从而由定理知
,

则在 刁【Z : , 〕中必

存在最优控制
.

<证毕>

注
.

推论 1 相当于文献 〔11 中的定理 2
.

l 公1

推论 2
.

记 Z
v ,

垒扭(t) 丫 (u
‘

(t))( A
, ‘二 1

, 2 ,

⋯
, 。 }

了。

(2
.

1 6 )

此处 A > o 是给定的正数
, u (t) = (u

,

(t)
, u Z

(t)
,

⋯
, u ‘ (t)) 〔口

, t 〔[ :
。 , : 1

」
,

若 刁 (Z
; ,

) 桑

刀 n Z
。 ,

非空
,

则 刀 (Z
; ,

)中必存在最优控制
.

证明
:

如我们曾在 引理 1 中所做的那样
,

我们往证 Z
犷 ,

是 L
t

仁:
。 , : 。

」中的列紧集
.

由于

Z
F ,

中的函数在 「
: 。 , T *

」上一致有界
,

且是全变差函数
,

从而根据 H山 y 选择定理 (参见仁3 ]

上册
,

p
.

24 1)
,

Z
v ,

中的任意一序列 谧“
‘无’
卜中必存在一子列 (仍记为褚。 ‘

无)

卜)
,

它在 〔:
。 , : ,

」上

收敛于一有界变差函数
“
气t)

,

显然 “
气t) 〔口

,
t 〔〔r

。, : ,

」
,

并且根据 L eb es g u e 积 分控制收

敛定理知
,

序列{“
舌
}在 L

,

〔:
。 , : :

〕中也收敛于 沪
.

以下证明沪 任Z ; , .

为叙述简便起见
,

设控

制城t) 为一维的
,

即 m = 1
.

令

}
一‘矛, “

合[身
‘一‘“, ,

一
‘才,〕

r o

( t( 二 , ; k = 1 , 2 ,
⋯) (2

.

17 )

。 ( , )

(, )、
凌[吞

(一‘“, ’一 “‘“’

T 。

(‘)」

则 u ‘今 ,

(t) = P ‘k ,

(t)一 n ‘无、 (t) (k = 1 , 2 ⋯ )

且 P‘舌, (t)与
, ‘k ’(t)都是 〔

: 。 , : ,

〕上的单调不减函数
.

T I 了1

丫 (P
‘七,

(t))( 且
,

丫 (n ‘. , (t))( A

了。 r o

(寿= l
,

2 ,

⋯) (2
.

1 8 )

且 {p ‘I’) (t) 企和 佃 ‘“,

(t )少一 致有界
,

从而根据 H( 1l(j y 选择定理
,

存在此两个序列的两个子
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列
,

仍记为 {P
‘“’

(t) } 和 孑n ‘
七’

(t)于
,

及有界变差函数 夕气 t)
, n 关 (t)

,

lim P
‘“’

(t )= P关 (r)
,

k咔 + co

1im n ‘k ,

(t)= n 关 (t)
k , + oo

使

r 任〔二
。 , 二 ,

] (2
.

19 )

显然
,

P斧(t)
, n 关 (t)都是 仁r

。 , r ,

〕上的单调不减函数
.

令 ‘苦 (t)垒P关 (t)一 n 才卜(t) 则 通n
‘“

(t)全在

[ r
。, r ,

j上处处收敛于 尹 (t)
,

即

‘芳 (t) ~ lim (P ‘七,

(t)一 n ‘. ,

(t) ) = lim u ‘无’

(t) = u 关 (t)
,

t 任 : 二。 , 二 :

」
左令 + oo k分。

此时

了1 r l r l

V (u 铸 (t)( V (P签 (t)) + V (n 关 (t)) = P器 (:
1

)一 P关 (:
。

) + n 关(:
1

) 一 n 解(:
。

)
丁。 丁‘ T 。

= 11」n (P 厂抢、 (:
,

左、 十的

叭�几一户‘, 、 ( :
。

) + , ( , ) ( :
:
) 一。 ‘“ )

(二
。

) ) 一冬 , im

k净 + oo〔(
(。‘

“)

“, , + 。 ( “)

(二
1

) 一 u (一 (·
。

)
)

T l

V (u ‘舌,

( t) ) 一u ‘舌’( :
,

) + u ‘“,

丁。

r l

lim Z V ( u ‘
“ , ( t) ) ( A

左峥 + OO 丁 。

1一2
一一

, ...J、.少
尹

‘

、
了

�“T
了.、

从而 。气 t) C Z
F , ,

故 Z
; ,

是 L
、

【T
。, 二‘〕中的列紧集

.

因此
,

从木节的定理得知J (Z
二 ,

)中存在

最优控制
。

<证毕>

注 l 当 。 ~ 1 时
,

很明显从Z F A
和 Z L A 的定义

,

显然可见
,

对 V 月 1

> 。
,

日儿> 0 使 Z 。
七。Z L A :

.

事实
_

匕 取 月 2 ~ A l
(
二 : 一 r

o) 得上证
.

对高维情形
,

类似的结论也是成立的
‘

注 2 将 Z L 』 与 Z F A 比较可见
,

Z L A 的条件很强
,

特别地它不能包含任何类型的 B o n g 一B a n g 控制函

数类
.

推论 3
.

对于一给定的正数 A > O
,

定义

r 丁生

Z
; ,

垒考:‘lu 〔口
,

丫t 〔[二
。 , : ,

j
,

1 lu (r + : ) 一 u (t ) !d t< 刀 ! : !
。

一二了 : 了 + 。 }

则若J (Z * , ) 垒刀 门Z , ,
非空

,

一 T 。

在J (Z
; , ) 中必存在最优控制

,

此处
。 (‘十 司 的意义为

:

u ( t + r )
,

当 t +
二
e 〔:

。 , r l

」时

u ( :
1

)
,

当: ) 0
, t + : > : :

时 ( 2
.

2 0 )

u( 几 )
,

当: < 0 , t + : < r0 时

zlr..es‘

一一
、.声

丁+
三
.

‘2.、

“

证明
.

只需证明Z RA 在L
l

【T
。 , : ;

」中列紧即可
.

显然
, “ 〔Z 。 , ,

则 u 〔L
:

【:
。, : ;

] 并且
,

Z
* ,

在 L
:

〔
: 。 , T I

」中是一致有界的
,

另一方面
,

当 u 任Z
* ,

时
,

{
!· ( , + ·)一 ( , ) 一d ,、K

l
其中 K = 2 s u p {u }

.

从而
,

V 。> o ,

日6> 0 ,

“〔g

r 1

I
u (t + : ) 一 u (t ) td t( K A I

:
I

T 。

对 V u 〔Z : ,

和当 }川 < d
,

有

}{
u ( t + : ) 一 u ( t) }1

:
< 。

根据 比 es e 定理 ( 参见 〔4〕
.

p
.

71 )
,

对 Z : ,

中的任意 序 列 佃
‘和 }

,

存在
一

子序列
,

仍记为

亏:“
布
件 及 u 矢 6 L

2

[ :
。 , : 飞

」
, 考u ‘抢,

} 在 L
:

[ :
。 , : :

」中收敛于 u气 注意到

丁
}二 (矛) ,J才、 (·

,

一
。

。‘(丁
T ! _

、

{u , (‘) l
‘

d ‘)

从而知
之
产 ( t) 〔L , [二

。, : :
〕

.

又由
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{
T 1

, , T , 、

去
= 生 ,

二
_ 、 ~

}u ‘
“ ,

(‘) 一u , (‘) Id ‘( (r
‘
一 T 。)

“

又} I“
‘, ’

(‘) 一 u , (‘) .
‘d ‘)

一 丁。T 。

即知u ‘无’(t)在 L
、

〔:
。 , : L

l中也收敛于
u芳 (t)

.

现往证 尹 (t) 〔Z
: , .

首先
,

由于 。‘七, (t)在 L
:

[ ;
。 , : ;

」中收敛于 u 关 (t)
.

从而褚u ‘奋
,

(t)卜在 〔:
。 , r ,

〕上也按测度收

敛于 u 关 (t) (参见 [ 3 ]
,

下册 p
.

3 1)
,

故存在 {u ‘
k , (t)}的一 子列

,

仍记为魂
u ‘k , (t)卜

,

它在 [ ;
。, ; 、

」

上几乎处处收敛于 尹 (t)
.

又由于习是有界闭集
,

从而知 沪 (t) 〔口 a . e .

【T
。 , : ;

〕; 因习是一闭

集
,

我们可在 〔
: 。 , T ,

〕的一零测度上改变
“气t) 的值

,

使其处处取值于口
.

其次
,

我们有

r几 厂几

j
_

!u 关 (‘+ r )一 u苦 (‘) }J‘(
‘

}
_

!““
、

(‘+ 了)一 u 苦 (‘+ r ) !d ‘
一 丁。 T 。

丁1

!一 (‘+ ·)

一
(才) !“, +

{
T l

}u
‘无 ’

(t)一 u 开 (t) }d t

T 。 丁。
!
口

+

从而
,

丫。> O
,

日N > O
,

当 k> N 时
,

有

丁
T }

!。芳 (才、一 , 一
。· (‘, !“‘、 ;

十

;
+ “ }

·
!

丁 〔

令
: 、0

,

即得

{
丁 !

!u 共 (r + : )一 u 带 (t) Id f( 月 Ir { (2
.

2 2、

丁。

由此知 沪 〔Z : 月 .

从而 Z
。 ,

是 L
,

〔
T 。 , T :

〕中的列紧集
.

故从木节定理即知
,

刀 (Z
: ,

)中必存在

最优控制
.

<证毕>

注 1
.

对 v A ,

> 。
,

可以找到一个鸿> 。
,

使 Z * , :

. 2 。 A , .

事 实 上
.

若
。 〔Z F A : ,

则令夕(t )多

, ..‘J
、.产书右了.、.舀

U+

才

V (
: : f
(t))

T 了j

。 ,
(, )。
告【

t

V (
u ‘
(t) )一

。‘

T O

二 1
.

⋯
,

阴耳孔

二 P‘(t) + ”‘(亡)
,

并且P‘(亡)
. 介,

(亡)是单调不降函数

才
,

这时
u ‘
(t) = p ‘(才)一

。‘
(t)

,

V (
“‘
(犷)夕

r O

当
二
> O时

,

l
T l

!一(, + ·
)一(, ) }、,、{

T 1

},
‘
(才+

·
)一 , ‘

(, ) }d ‘+ l
T 1

!n
‘
(t +

:
)一 n ‘(t)」d t

丁 0 T O T O

T 1

(P
‘
(才+

r
)一 户

‘
(t)) d t +

r O

T I一 r

(
”‘
(r 斗

二 )一 n ,

(t))d t

目

1�UTT产、
‘

、

T ]

(P‘
( t +

二
) + 称‘( t +

二
) ) d z一 ( P‘

(t) + n ‘( t) ) d Z+ / 户‘(
r l

) 斗
, ‘( 二 1

)卜
T 0

lr、、、侧

内U‘lTT

户、、、、口龟尸‘、、�.

一一一一

一

}
T 1

(户
‘
( t ) + ”‘( t) ) d t + (P‘

(
二1 ) + n ‘(

r l

) )
:

r 。+ T

(,
,
( , ) 、一 (‘) ) J , 一

l
r O

r r 。十朴
一 (p

‘
(
丁 ‘

) + ”‘ (
r l
) )

‘ 一3
T 。

(

州
+ ”‘(‘) )“‘簇2 ( p

’

(
丁1
) + ”’

( , ! ) ) ‘

了1

二 Z V ( u 了( t) )
二
《ZA : r

T O

这样
,

从 !
。
(‘) }些习 }u ‘(‘) {

,

我们有
. 一 1
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二 ,

二
‘

、 、 【 ,

启c 丁
:

⋯
、 、 . _

/
、 ,

, “ 气‘+ 公 )一 “ “ ) J以 ‘二
山 } l“

’

又‘一 下 ’一 “ LT 川 “ ‘

浪
乙 了“ ·“ ‘

T 。 二 l 万。

(2
_

2 3)

我们对
:

< O的情形可用同样的方法处理

注 2 集合 Z 左月 可以看做是满足平均 Li p sch itz 条件的集合
,

并且 Z 、 ,
显 然 可 以包含很多类 哪勺

Ba n g 一Ba n g 控制

推论 4
.

若 Z 是 L
l

〔T
。 , : ,

〕中的集合
,

满足以下条件
:

<1 > 刀 门Z 非空
,

且所有的对应于 u 任刁 门Z 的容许轨线都一致有界 ;

<2> “(t) 任口
, “ 任Z

,
t 任 [ :

。 , : ,

〕;

当的

9白

<3> lim
万

今 0丁
丁’ !。 (t + : ) 一。

州 dt 一 。
.

对于 。

“ 一致地成 立
,

即 丫。> 0
,

存在
《

卜。
,

r 。

!引 < d 和 丫u 任Z 时有

{ !u (t + : ) 一 u (t) !d t<
。

丈4) Z 是 L 找
二 。 , 二 ;

」中的闭集 ;

则在刀 n Z 中存在最优控制
.

证明
.

只需证 明 Z 走 L
l

〔乙
, , 二 ,

〕中的列紧集即可 由条件<2 )
、

<3 >知

I lu (t+ : )一 u (t) !
么
d t( l( 1:‘(t 千 : ) 一 u (才) !d r

其 中 K 叠 Z S u p }川
.

r 。 一 丁 。

这样
,

知 Z 是 L
:

仁:
。 , : ;

」中的相对列紧集
〔关 ) ,

从而对于Z 中的任一序列

扭
吸. ,
卜

,

都存在一子序列
,

仍记为 子u
‘“ ,

卜
,

它在 L
:

〔
T 。 , : ,

」中收敛
.

又由

{
, ; 、 , 八 . ,

_
、

丫 产
. ‘, 、 , , 、 ‘ ; 、 , 八 , , ,

八

I“”
‘

叱不) 一“ “
’

L不) !a 万、 飞丁‘一
了“j

一 ‘

气} !“
’ 一

L去’一 u
’ ‘

气不, }
一 以 ‘

)

知 健u
‘抢,

} 在 L
、

厂:
。 . T 〕」中也收敛

,

故 Z 是 L
,

仁:
。 , : 、

〕中的相对列紧集
.

又囚杀亡找4)
,

从而知

Z 是 L
飞

〔:
。 , 二 ,

」中的列紧集
.

最后
,

从本节的定理即得知在刀 门Z 中存在最优控制
.

推论 5
.

令

Z
e ,

垒福u (r) !u (t) 〔口
, 才〔〔T

。 , : :

」
, u (t)为逐段常值

,

且间断点个数币 多为 户卜

此处 P 是给定的整数
,

若刀(Z
。 ,

)垒刀 n Z
。 ,

非空和所有对应于
“ 任刀 自Z

。 ,

的 吝许轨线一致有

界
.

则 刁 (Z
。 ,

)中存在最优控制
.

证明
.

只需证明 Zc
,

为 L
:

〔T
。 , : ,

J中的 列紧集即可
.

很明显
,

存在正数月
,

使 之
。 ,

c 乙
· , ,

口
_

)于 Z
。刁

是 L
I

〔r
。 , T 」中的列紧集

,

故对 Z
。 ,

中的任何一序列 考。
‘“’

}都存在它 的一子序列
.

仍

记为 之。 ‘“’卜及 尹 C乙
,

仁:
。 , : ,

」
, 褚u(

“’

}在 L
;

〔
二。 , : 」中收敛于 u’x

,

现在往证 广 〔Z
。 , .

设 。 ‘“
‘

的间

比斤点为 t ‘

乍
’

(i= 1
,

2 ,

⋯
,

p )
, 二 0

《 t ‘

令
、

( t
‘

今
’

( ⋯ ( 才
‘

乏’簇; t ,

记 a ‘k ,

垒 (t ‘今
’ ,

才‘毛’
,

⋯
,
t ‘
份
’

)
,

儿二 1
,

2
, ·

⋯ 显然 谧少
“,
卜是 R

”

空间中的 P 维
“

方体
”

贬
: 。 , T ;

J
”

中的一个点列
,

因此此点列必

有子序列仍记为 考a ‘七’十及点 护二 (t 了
,

跨
,

⋯
,

烤 ) 〔f:
. : 、j”

,

使

〔
*
]本文称一 个堆 Z 是空间 L

;

t
二。, T l

」中的相刘 列紧集是指
:

对任一序列谧即
“,
}〔Z

,

其中存在于空间
石*

〔
: 。

,
二 ,

」内收敛的子序夕U
.
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lim a ‘无 ,
= a 潇 即

8 17

(2
.

2 5 )
k分 + co

lim t

寿。 十。

一片 题i一 1
,

2
,

⋯
,

P)

显然烤( 烤( ⋯ ( 代
,

及 尹 (t) 在〔:
。 ,

片)
,

(t 芍
,

蜡)
,

⋯
,

(代
, : 1

]上为常数 因此可见 尹 (t) 是间断

点数小于 P 的段段为常数的函数
,

从而可以在一零测度集上修改 沪 (t) 的值
,

使 。气t) 在上述

子区 间上分别为常数
,

且 沪 (t) 任口
,
才任【:

。 , : ,

」
.

故 沪 (t) 任Zc
, .

从而 Z
。 ,

为列紧集
.

最后
,

由本节定理我们即得 Z
。 ,

中存在最优控制
.

<证毕>

三
、

最优控制的可逼近性

在文献 〔1] 中曾讨论过的一个问题是
:

我们能否使在 J 中的最优控制由在 J
,

仁 J (P =

1
, 2 ,

⋯)中的最优控制来逼近 ? 可在文献仁1」的定理 2 的推论中见到此问题的 一个结论
,

但这

个结果是错误的
,

本节举出了此推论的一个反例
,

并且指出了
:

只耍适当地选 择 允 许 控制

类
,

就可得到正确结果
.

为方便起见我们摘录文献 厂1〕中定理 2的推论于下
:

文献 「1〕定理 2 推论
.

设对每一个 LI Ps ch it z 常数 力= 1
,

2
,

3. 二 ,

有满足定理 2 假设 (相

当于本文推论 1 假设) 的控制类刀Z : , ,

且令衅 (t) (t
‘

言
’

( t( t ‘雯’) 为 刁Z
L ,

中的最优控制
,

另外还假设
:

1) 目标 G (t)
,

几 ( t( : ; ,

是一固定的点 G ;

2 ) 对每一个 。> 。
,

存在刀中的可测控 制 u 二

(t) (t ‘急
’

( t ( t ‘1’ )
,

使得 C (ue )( m + s,

其中 饥一 inf C 〔川
,

及对于某一与
￡无关的 。> 0 有 t , ‘; ’ ( : 1

一心
“
七了 7

3 ) J 中的每 一 个允许控制所产生的响应 以t) 都一致的满足 !以 t) !< B < + co ;

4 ) 对每一个
。> 0

,

存在 G 的一邻域N
,

使N 中的每一点
,

都可以通过一个给定的初始

时刻为 t。< T ,
一 : 的 C

’

类控制转移到 G 上
,

其经历时间不大于
。 ,

指标不大于
: ,

lim C 仁u忿1 = m = in f C 〔u :

户分 co
u
(刀

下面我们举出一个满足此推论的条件
,

但与此推论的结论相矛盾的反例
.

例
。

取

女= u , % (t
。

) = 0

此处
二 和 “ 是一维向量

.

G (t) 三 G = 一 1
,

叶
。 , : , J = 〔一 1 , 3 」

,

口 = 谧一 1 ,

封
。

(3
.

1 )

C [ u 〕= J不 (t)u (t)d t (3
.

2 )

此处 W (t) = {
t ,

当 一 1( t( 1 时

2 一 t
,

当 1毛 t 毛 2 时

0
,

当 2 ( 才毛 3 时

(3
.

3)

显然刀非空
.

事实上
,

u( t) 二 一 1
,

t0 《 t( t。 + 1 ,

一 1( 八‘2
,

就是一个允许控 制
,

并 且 也

属于J (Z
L ,

)
,

力= 1 , 2 ,

⋯
,

故刀 (Z : ,

) 也非空
.

以下我们将指出此例满足 〔1j 定理 2 的推论中

的假设 1 )一 4 )
.

显然满足条件 1)
:

因为 G (t) 二 一 1 就是 尸 中的一固定点
.

满足条件 2)
:

事实上刀中的

最优控制显然是
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1
,

一 1( t( 0

陈 祖 浩

u关 (t) = (3
.

4 )
L
一 1 , 0 ( t( 2

从而此最优控制满足关于
u ,

(t) 的条件
,

(此处取
。= 1 )

.

满足条件3 )
:

事实上
,

对于J 中的

任何一个控制 u( t)
,

其相应的允许轨线 以 t) 都满足 】以t) }簇 3
.

满 足 条 件 4 )
:

事实上
,

对

_
、

_
.

~
. , _ , ,

、

、

{ s _ , 5 1
丫 s> 0

,

及 t
n

(一 1 = ‘毛九毛
T 、
一。= 2 )

,

可选 G 的一邻域 N 一 {一 1 + r ,

一妥
一

簇 r
( 于卜 (设

:
v 一 z “ ’

~
’ ” 、 ‘ 一 ”

又
’ ”
丫

一 ’ - 一
’ J

~
一 卜 “ ”

’

叮
、 一

l
一

2 ~ ~ 2
_

!
、

一
-

< 1 )
,

则当 又。
〔N (或无

。
~ 一 1 + r) 时

,

选取 u( t) 三 一 s魂n : ,
t。( t( t。十 {: 】一 t , ,

则在此控制之

下满足初始条件
二 (t

。

) = 1 + : 的系统的解洲 t) 在时刻 t ,
“ t。 + }川上具有

: 二 (t
1

) ~ “。+ 。 (t
,
一 t。)

~ (一 1十 : ) + (一 s ig n r)
.

lr ! = 一 1 + r 一 r - 一 l二G
.

显然
“(t) 是 Cl 类控制

,

且 此时的指

标为
:

C 〔·“一

{
r。 + }r }

砰 (t)(一s ig n r )d t

to
(3

.

5 )

显然 !。〔。 : }< }, !<
一

奋
·

总上所述可见
,

此例满足文献 「1] 的推论所给的所有条件
,

但容易证明
,

此例不满足推

论所得的结论
.

事实上
,

刀 (Z
: ,

)中的唯一的最优控制是 “盆三 一 l
,

。
.

5簇 t簇 1
.

5 , P ~ 土, 2 ,
⋯

,

但在 刀 中的妓优控制为

。关 (t)= 子
‘

’

当一 ‘镇‘簇 ”时

L

一 1 ,

当 0( t( 2 时

及C [ u贾1 = 一 0
.

7 5
,

P = 1
,

2 , 3
,

⋯
,

C [ u 关〕= 一 1
.

5
,

从而 lim C仁u言」年 C [ u 井〕= in f C [ u〕
.

这
户

一

、 oo
,

咬刁

说明推论是错误的
.

下面的推论 6 表明
,

只要选择适当的允许控制类
,

就可得出这问题的正确结果
。

推论 6
.

设

1) 目标集合 G (t) 是 R
”

空间的一个固定点 G
.

2 ) 了非空
,

且对某个
。> 0

,

都对每一个
s> 0 ,

存在
u ,

(t) 〔刀
, t ‘孟’《 t( t ‘1’

,

致使t ‘互’ (
: 、
一 。 ,

且 C [ u
:

〕( in f C 〔u 〕+ s 。

Zj(刀

3) 丫s ) G
,

及 几(
: 、
一: ,

存在 G 的邻域 N
二 ,

使对 丫灵
。
〔N

, ,

都存在全变差有界的控

制到约
,

了。镇 t( 于
: ,

了:
一了

。

( 。 ,

且使相应的 初 始 条 件 为刘t0) = j 。

的响应满足 以了
l

)二 G
,

且 }C〔叮(t)」1( ￡ .

4) 存在B > O ,

使所有的对应于刀中的可测控制的允许轨线 以t)
,

都有 }以t) !( B
,

则

1
’

存在正整数 M
,

使对丫P 二M
,

M + 1
,

⋯
,

都有 刀 (Z 。)非空
.

2
’

没 武 为刁 (Z
; ,

)中的最优控制

= in f C [ u j
.

u (刁

证明
.

对每个
: > O,

由假设知存在

(由本文引理 2 知此最优控制存在)
,

则有 h m C「时」
P, OO

u 。

(t) 〔J
,
t (百) ( t( t (孟)

是 [ t ‘丢’
, t ‘百, 3 上的有界可测函数

,

有 lim u ‘

{
’

(t)二 u :

(t)
.

由叶
·

戈洛夫
Z
se 争 沉

!

二
。

c 〔,
( : )

, , (、) :
,

使 m o s 百 , 、
争

故存在逐段常值函数列 币“ ({’

,

使满足条件 2 )
.

由于 。 :

(t)

(t)}
,

它在 〔t ‘孟’
,

t ‘;
’

」上

(八
.

中
.

E ro Po
B ) 定理

,

对 丫舟= 1 , 2 ,

⋯
,

存在可测集

,

且在 〔t丢
8 , , tl

s , 3\E
。有 lim u ‘{’ (t) = 。:

(t)
,

令
Z令。。
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F *垒 U E ‘,

则

m e s F 。( 乙 m e s E
‘

( 乙 乒
一、

声
月 不u ‘:

’

卜在 [ t ‘急’
, t ‘孟, ]\F

。

上一致收敛于 { :
,

(t)卜
.

取谧u ‘: ’(t) }的子列 (不妨仍记为了
u ‘{’ (t)下)

.

使在 [ , ‘

。
, ,

,
‘

、, 〕\二
。上 I

。 ‘: , (才)一 “。

(才) }( 一

六
一 ,

丫,》、
.

注意到 。 ‘: , (, ) (,一 1 , 2 ⋯)是分段
‘

常值函数
,

即存在有限个满足1 1门月 = 必 (i笋 j) 的 区间1 1
,

i = 1
,

2
,

⋯ k
‘,

使
k
‘

U l{
感留 1

= [ t ;
“ , , t ;

子 ,

月 。二
‘,

在月上为常值函数 成
,

对丫‘二 1 , 2
,

⋯
,

k : ,

l= 1 , 2
, ·

⋯ 以下构造函数列柯户(t) 少
,

满足
:

在I :上
,
。二

‘, (t) = 厅l
, i = 1 , 2 ,

⋯
,

k
: ,

。0 ,

当 I lc F : 时
,

(其 中 u o

其中《取值如下
:

是习 中的任定的一点)
.

u ‘: ’ (月)
,

当八不全在F
:

之中时
,

(其中 州是满足 州 〔八
,

叮荟F
‘

的任定的一点)
.

f
之

ee
一一

一C

以下证明
:

对任一个k
,

谧a ‘: ’ (t) }在 [ t ‘孟’
, t ‘1’」\F

。

一致收敛于 u ,

(t)
.

事实上
,

当 t 〔[ t ‘言’
,

‘

;
、

叭F
、 , _

段 l》友时
,

存在一区间1 1
,

‘〔{ 1
, 2 ,
⋯

,

九: }
,

使 兮〔1 1
.

从而 几 不全在 F , 之中
,

故存在以上选出的 拐 〔八
,

使 反 ‘; ’ (t) = 酬 = u ‘: ’ (月)
,

因此
,

。二(t)一
u 。

(t) l( l。喜
‘, (t)一 。互

‘, (t ;) l+ la丢
‘, (tl)一

u .

(tl) I

+ ,
。·

“‘, 一“
‘) “, , + ‘。“

‘) “, 一。·

(‘, !、 Z x

乒

故此干。二
‘, 手在 「亡;

“ , .
t ;

S , 」\F
。

上一致收敛于 u 。

(t)
,

且以
‘,

(t)是逐段常值函数
,
。二

‘, (t) 〔口

t 〔〔t百
8 , , t ;

“,
J

.

设几
‘, 满足

,

x
二
‘,

= f (t
, 二
二
‘’ ,

。丢
‘’

(t轰
S , ) ~ 二。 } (3

.

6 )

则利用与本文定理证明中的相同方法可证得
:

允许控制 u 。

(t) 的允许规线 二 。

(t)
,

并且

{二
‘

{’ (t)卜在 [ t ‘石
’ , t ‘; ’ ]上一致收敛于相应于

夕‘胜50
J毛�日、J

.

‘二口.

产

lee
J

,

lim
l

~ 一卜
汉

】

f
。

(t
, 二二

‘’

( r)
,
。二

‘’

(t ) ) d t = C〔。
。

〕 ( 3
.

7 )

另一方而对于
。> 0 及 “ ; ’按定理的假定存在 G 的邻域N

。 ,

使丫又
。
〔N

: ,

都存在一全变

差有界的控制 以t)
, t ‘;

’

( t ( 了
、,

牙
:
一 t ‘;

’

< : 满足条件 3 )
.

现选取正整数 l
,

使

以
‘,

( t )的相应轨线从
‘’

( t )满足码
‘, (t ‘

;

t ‘复
’

f
。

( t
, 二二! ) ( t)

,
、

。 ! ) ( t ) )J t 一C [二 ]

t ( 急
’

任刀
a

< s ( 3
.

8 )
广..,J

.

.

O

则可进而作一控制创t) ;
’

粗t簇 t ; ,

使相应的响应满足 又 (t
‘

复
’

) = 二 ‘

: ) ( t ‘夏 灵 (了
:

) ~ G
,
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且 {C L‘」}簇5 .

显然控希,}

。言
‘’(t)

, t ;
‘’簇 t ( r;

“ ,

叮(t)
,
t ;

习 ,

成 t成了
、

r

l
沙

、..几

垒
(肠

为刀中的允许控制及为全变差有界函数
,

并且

叮

C〔‘〕一

{
才

f
o

(t
,
众(t)

,

分(t))d t( C Iu
,

l+ ? s雀 In f C [ u 」+ 35

由此知
,

V 气 > O ,

存在 P (正整数 )
,

使刀 (Z
; ,

)非空
,

月
.

时

足
:

沉该〔刀

(在 刀演
。 ,

) 中的最优控制) 满

C [ u 贯J簇 in f C [ u 〕+ 。 ,

(3
。

9 }
“〔

一

刁

又由于 {C仁“贯〕} 是 P 的单调降数列
,

由此知

lim C [ “重」= in f C [ u ]
户今OO

“〔刁

<证毕>
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