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摘 要

本文对 N av ie r
一

St 。城
s
问烦加罚变分形成有限元解给出了热扼梯度算法和分 块 迭 代 算

法
,

由于共扼梯度算法 中
,

求解单变量极小值问题得到简化
,

使得计算时间大为节约
.

本文还给出了计算实例
.

一
、

引 言

控制粘性不可压缩流体的 N av ie r 一
S to k e s 方程的有限元描叙可分为五类

:

(1) 原始变量

方法 (或称为速度
一

压力方法) ; (2 ) 罚 函数方法 ; (3、 流函数方法 ; (4 ) 流函数
一

涡 度 方 法

以及 (5 ) 最优控制方法
.

这些方法各有自己的优点和缺点
.

它们的主要区别在于
,

不可压缩

条件以怎样的形式出现在公式中
.

在罚函数方法中
,

不可压缩条件由于在原始的极小化泛函中附加一项正定的
“

罚泛 函
”

而近似地得到满足
。

这个方法的优点是压力不出现在原始变分形式中
,

因而减少了每个元素

的自由度数
.

它的计算简单
,

以及对高
、

低雷诺数流动有好的精度
,

显示出这个方法有竞争

能力
.

而最优控制方法
,

由于引入了状态向量
—

它是一个 S to k es 问题的解—
把问题转

化为极小化
“

能量泛函
” .

不可压缩条件可以被处理为强加的
,

也可引入罚函数来消除
.

本文对三维 N av ie r 一

St o
ke

s 方程的混合边值问题
,

给出了加罚变分形式的共扼梯度法和

分块迭代法
。

一 , △u + (u
·
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这里 口 是 尸 中具有Li p s o hi tz 连续边界的有界域
.

我们引入S o[) ol o v

空间X = 扩H
’
(月 ))

“ ,

X
。
一 (万 台(口 ))

“ ,

犷 ~ {u 任X
,

ul : ;
= 毋而 尤

。

任厂C 尤
.

此外
,

让 厂
。
一谧川 u 〔犷

,

di
v 。 ~ O卜

.

钱伟长推荐
.
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再引进如下的双线性与三线性泛函
:

a 。(u
, v )一 , (V u ,

V v )
,

G (u
, v )二 (d iv u ,

d iv v V u , v 任犷

。:

(。
; v , w )一 ((。

·

: ) , , w )
,

(g
,

f)一

仃丁
g

a (u ; v , w )= a :

(u
; v , w ) + a l

(v ; u , w )

。。

(。
, , )一

。

(。
, , )+
誓

G (。
, , )

乙 f
‘夕‘d 二 V u , v , w 〔犷

<F
, ·>一 ‘,

, 丫 , + <g
, ·>一

{丁{
, 二 d X +

仃
g 一 d ·

曰 几

则问题 (1
.

1) 的加罚变分形式可表为

才仰 邵
,

使得

L a 。(u
, v ) + a :

(u
; u , v )= <F

, v>

(1
.

2 )
V v 〔犷

问题 (1
.

1) 的原始变分形式可表为

才求
“ 〔气

,

使得

! a 。

(u
, v ) + a ,

(u ; u , v ) = <F
, v)

(1
.

3 )

V v 〔犷

众所周知
,

三线性泛函 a ,

(
·

;
· , ·

)在 厂 又 厂 又 犷上是连续的
.

取 N 为
a :

的范数
:

N = su P
u

,
v

.

w 〔F

}
a l

(u
: v , w ) {

1
u l

,

卜}
:

}w l
、

! a
,

(u
: v

.

w ) }( N 1u l
,

1v l
;

lw }
;

分 u , v ,
w 任犷 (1

.

4 )

关于 (1
.

3) 的存在性问题的存在性定理
,

已有如下结果 〔‘“’: 当

半
、}F、}

· < I F 任厂
‘

t1
.

5 )

时
,

问题 (1
.

3) 有唯一的解
u 满足

}u 关 1
,

( 2 }}F11
。
/

,

此外
,

由于 m es 厂
:
= O 问题 (1

.

3) 有解且满足

}
u 井

}
,

《 }IFll
,
/

,

这里 {{
·

{{* 表示 厂 的对偶空间 厂
/

的范数
。

而且
,

在条件

(1
.

6 )

(1
.

7 )

令
,,F”

· < ‘

它也满足条件 (1
.

7 )

F 任厂
,

(1
.

8 )

下
,

(1
.

3 )有唯一解
,

类似地
,

我们有

定理 1
.

设 口 是 R
”

中具有 Li p sc hi tz 连续边界 日口 = 厂
、

U 厂
:

的有界开域
,

(1
.

5) 下问题 (1
.

1) 在集合

K = 福。}u 任厂
,

}u l
;

簇 2 {!F}1
*
/

, }

内存在唯 一解
.

证明
:

我们考虑辅助问题

C (u
; w , v)二 a 。

(w
, u ) + a 、(u

; w
, v ) = <F

, v> V v C犷

显然
,

V 。 〔K
,

有

(功 C (u
;

·

, ·

少是 厂 x 厂上的连续双线性泛函

则在条件

(1
.

9 )

(1
.

10 )
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(2 ) C (u ;
·

,
·

)是 厂
一

椭圆型的

C (u
; v , v )》 ,

!
v
If/ 2 V v 〔厂 (1

.

1 2)

事实上
,

V u 〔K
.

C (u
; v , v ) = a 。

(v
, v ) + a ;

(u
: v , v )) (, 一N , u !

,

) !v !矛

由于 (1
.

9)
,

则 (1
.

1 1) 显然可得
.

根据 L ax
一

M il g ra m 定理 3
,

对任一
u 〔K

,

(1
.

10 ) 中的 w 存在唯一解
,

并且

!w }
,

簇 2 !!F !}
,
/

v

于是 w 〔K
,

因而 (1
.

10 )定义了一个 K o K 的算子 尸
:

尸U = W

我们来证明尸是一个压缩映射
.

取定 u , , u Z
〔K

, u 、今 u Z
.

w = 尸u , ,
w Z
“尸u : ,

由 (1
.

10)

并且利用
a ;

的三线性性我们得到
a 。 (w

‘
一 w : , v ) + a ,

(u
: ; w ,

一 w Z , v ) = a l

(u
Z
一 u ; ; w : , v ) 丫 v 〔厂

取 v == w ,
一 w : ,

据 (1
.

1 1) 及 u ,
〔K

,

就有
v
}w

;
一 w Z

}f/ 2《 】
a。(w

,
一 w Z ,

w ‘
一 w :

) + a :

(u
, ; w

、

一 w Z ,
w :
一 w Z

) !

= l
a ,

(u
Z
一 u , ; w : ,

w *
一 w :

}( N }u
Z
一 u ;

1
:

}w
2
1

,

}w
‘
一 w :

}
:

注意到 w 。
〔K

,

我们有

Iw
l
一 w :

i( 4N !}F }}
, }u

l
一 u :

, / v Z

依据 (1
.

5)
,

便知 尸是压缩映射
。

由于 厂 是 Ban ac h 空间且 K 是 厂 的 闭子集
,

我们肯定 尸在

K 中有一个不动点
.

证毕
。

定理 2
.

设口是R
”

(n ( 4) 中具有 Li p s o hit z连续边界厂的有界开域
,

则存在正常数
a ,

刀使
v 一 c ,

刀/ 2》
a > 0 (一 xZ )

这里
c ,

是 S o b o le v
嵌入常数

.

!l
u
l}
。 , 一

( e ,

}u }
!

V u 〔厂

并且假定

N llF}l
,
/ a Z

< 1 (1
.

1 3 )

则对充分小的
,

使得

、

/万
l}F [1

·
( 刀

, 4 “

(1
.

14 )

成立的罚参数
。> O

,

在集合

K
,
= { u }u 任厂川d iv u

}}
。

( 刀
,

lu }
:

( }{F l】
,
/

a }

中
,

(1
.

3 )存在唯一的解
.

证明
:

首先
,

不等式

}
a ,

(u
; v , v ) !( e :

卜 l犷{}d 1v u 11
。

是成立的
.

事实上

(1
.

1 5 )

16 )

一 (。
;
一 w , + 一 ‘。

; W , , )一

J
。一
益

(, , w , d %

一{
。 (, ,

w )d ‘二 d %

因而
,

由 (1
.

1 6 ) 即得

!a
,

(u ; v , v ) !( 0
.

5 !I
v
l{苦

, ;

Ild i
v u

}}
。

此时
,

问题 (1
.

1 0) 也定义了一个从 K
,

到 K
:

的算子 尸
,

这是因为
,

由 妞
.

12 ) 就有
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e (。
; , , , )一

v }: +

七l}d‘
V ,

}}: 十
一

a 、

(。
; 、 , , )

) (v 一 cl 刀/ 2 ) !川 r》司 v 】了 V , 任厂

此外
,

如果 w = 尸u , u 〔K
, ,

则 (1
.

10 )得出
v
1w l孟+ {{d iv w ll丢/

。一 e ,

1w lr/ 2
·

}}d iv u
!}
。

簇{IF I{
* lw l

;

(1
.

1 7 )

即是
a }w }: + }ld i

v w l}孟/
。簇 }IF{!

*
!w }

,

利用 ab ( 二扩 + b
Z

/4 a (a > 的
,

我们有

}!d i
v w {{名/

。 + (a 一。)Iw }r簇 {{Fll异/ 4 a

令 a = a 即得

r!d i、 , 一l
。

、l‘。}}
, 、

/万, 4 仗

(1
.

1 8 )

将 (1
.

14 )代入 (1
.

18 ) 而得

}}d i
v w }1

。

( 刀

因而 尸
:

K
、一

) K
l .

尸 的压缩性的证明与定理 1 类似
.

证毕
.

设 (。
, ,

p
,

)是 (1
.

2 )的解
,

(u
, p )是 (2

.

3 )的解
,

贝iJ下面的 估计式成立 “ 3 ’:

{u 一 u 。

}
: + }}P一 P

。

{{
。

簇 e Z :

这里
c :

是与 (u
,

P) 和 (u
: ,

P
。

)无关的常数
。

二
、

最优控制方法与共扼梯度算法

引入泛函

J (v ) = a。 (v 一亏
, v一互)/ 2

其中 互= 互(, ) 是下面变分问题的解
:

七〔厂
, a 。

(互
,

n ) = (F
,

n ) 一 a ,

(v
; v ,

n ) V n 〔犷

显然
,

七通过 (2
.

2 )依赖于 v ,

当 u 是 (1
.

2 )的解时
,

由(2
.

2 )及 互、u ) ~ u ,

下的极值 问题

求 u 〔厂
,

使得J (u ) = m in J (v )
v (V

显然
,

(2
.

2 )
,

(2
.

3 )具有最优控制问题结构
,

其中v
是控制变量

,

是状态方程
,

(2
.

1) 是估值函数
.

求解 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )可用下述的共扼梯度算法
:

(1) 取 u 。
,

g
。

分别为下列问题的解
a 。

(u
。 ,

w ) ~ <F
,
w > V w 〔犷

a 。

(g
。 ,

w )一 (J
‘

(u
。

)
, w 夕 学 w 任厂

这里仃
/

(u 。)
,
w >是泛函 J在 u

n

处沿 w 方向的 G at ea u x 导数
:

(2
.

1)

(2
.

2 )

故 J (u) ~ O
,

考察如

(2
.

3 )

云是状态变量
,

(2
.

2 )

<J
,

(u )
, w > ~ a 。

(u 一互
,
w ) + a (u

; v , u 一七)

让 乙
。
一 g

。,

丫n > 0
,

设 u 。 ,

g
, ,

乙
,

为已知
, u 。 * 、 ,

g
二 + : ,

(2 ) 之
。

= a r g m in J (u
。

一从
。

)
.

u 二 十 ,
= u ,

一之
,

乙
,

几( R

(幻 由下面问题的解求 g
。 十 L :

V u
, v 〔厂

乙
。 , ,

的计算可按如下步骤进行
:
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a 。

(g
。 + ; , w )= <J

‘

(u
。 + 上

少
,

w
\

丫w 〔犷

夕, + l
= “·

(g
。 , , ,

g
。 +

一 g
。

)/
a 。

(g
, ,

g
。

)

L
, 、 ,

= g
, ; ‘+ 夕。 * ,

乙
。

n = n + 1 重返 (2 )
,

直到收敛
.

容易证明
,

对任一固定的 v 〔厂
,

<F
,

n >一 a ,

(v
; v ,

n )

是犷上的线性有界泛函
,

所以存在 g (v ) 〔厂
‘

使得

(g (v )
,

n > = (F
,

n ) 一 a :

(v
; v ,

n ) V n 〔犷

那么
,

(2
.

2 ) 可以改为

求 七〔犷
, a 。

(仁
,

n )= <g (v )
,

n ) V n 〔厂 (2
.

4 )

因为
a 。

(
·

,
·

) 是 犷 x 厂上对称强制双线性泛函
,

由 L ax
一

M ilg ra m 定理
,

V , 〔矿
,

(2
.

4) 存在

唯一的解 七且

(2
.

5

由 (2
.

4) 确定一个 犷、F 的映射
:

! : }
1

、
一

手}19 1}
*

v、七(v )
,

记

亏(v ) = T v

那么
a 。

(T v ,
n ) = < g (v )

,

n> V 月任犷

由 (1
.

4 )有

}19 11
, = S u P

刀( V

!<F
,

n >一 a ,

(v
; v ,

n ) 1

In l
; 簇 1}F{}

二 + N 卜 !全 (2
.

6 )

由 (2
.

5 )得

! :
v .

:

、
:

(!}。1!
二 + 、 ,v ! : )

V v 〔V (2
.

7 )

如果 F 〔(L
4 ’ 3

(口))
” , 丫 任夕

’ ,

则 g (v ) 〔 (L
4

一

“〔习 ))
” ,

并且

}19 (v ) 11
。 , 。/ : , 。

( }}F }{
。 , 咯 3 , 。 + c

{}
v
11{

, 。

万
’

(习)叭L
4 又招 )

(2
.

8 )

实际上
,

当 丫 〔环
, n ( 4 时

,

功 ’

会 }
““

d X

)
谷“、 ,,却”,

。, 4

,‘
· : 、

‘,
。 , 2

( ·
,‘功”,

1

,,
· , ·

,,
。 , 2rlJ曰Z‘.、

故 }}(w
·

V )v
}{
。, 4 , 3 , 。

( c 卜1
, , 。

1w l
; , 。

由椭圆边值问题正则性定理
,

T v e (万
“ ,
““

(口))
” ,

且

11T
v
l{

: , 4 , 3 , 。 ( c
}}g }}

。, ‘, 3 , 。簇 e ({}F }{
。, 。, 3 , 。牛 }v ! l

, 。

)

即 T
: v片 T v

是 犷、 (H
Z , ‘ /3 (口))

”

的映射
.

引理 1
.

设口 任R
”

是具有Li p s
ch itz 连续边界的有界开集

, 、簇 4
,

那么爪

的连续映射
:

(2
.

9 )

(2
.

10 )

v片T v是 犷。厂

! :
, 1
一 : , 2

!
t

、
粤

(卜
:

}
1+ ! , 2

}
1

) }, ;

一
:

.
1

V v ; , v :
〔犷 (2

.

1 1 )

当 F 〔(L
‘/3 (口))

”

时
,

也是 犷、 (H
“ , ‘

,s( 口 ))
”

的连续映射
:

}}T
v

一了
’

v Z

}{
2 , ‘, :

簇 c (}v }
」+ }v

:

!
:

) Iv
、
一 v :

}
,

证明
: a 。

(T v ;
一 T v : ,

月)二 a ,

(v
: ; , : ,

刀)一 a ,

(v ; ; v ; ,

刀)

V v ; , vZ

任犷 (2
.

12 )
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~ a ,

(v
:
一 v , ; v : ,

n ) + a ,

(v
; ; v :

一 v : ,

n )

令 n = T v ,
一T v Z ,

并注意
a 。

(
·

,
·

) 的正定性及 a ,

(
·

;
· , ·

) 的连续性
,

不难得到 (
、

2
.

1 1 )
,

故 T

在 犷的任一点上是连续的
,

在 犷的任一有界集上为 Li p sc hi tz 连续
.

又因

a 。

(T v ;
一T v Z ,

n )= a l

(v
Z
一 v ; ; v Z ,

n ) + a :

(v
: ; vZ

一 v l ,

n ) V n 〔夕
’

由椭圆算子正则性定理
,

我们有

}IT
v :
一T v

川
2 , ‘ / 。

《 C
S U P

刀〔(L 4 (口))
”

!a
l

(v
Z
一 v , : v Z ,

刀) + a l

(v
l ; v 。一 v l ,

n )I

}{n 11
。 , ‘

这里L4 (口)是户
产“

(口)的对偶空间
,

由 a :

的连续性立即得到 (2
.

1 2 )
。

证毕
.

推论1
.

算子T 是 厂。犷的列紧算子
。

证明
:

对于 犷中任一有界集
,

根据 (2
.

1 2 )
,

T 将厂中的有界集映射为 (H
“ ,
““

(习))
”

中的

有界集
,

由于H
“, 4 / “

(口)写 V 嵌入算子是列紧的
,

故 T 也是列紧的
.

证毕
.

引理2
.

算子 T 在厂 中是 G at ea u x 可导的
:

V u 〔厂

a 。

(T
‘

(u )w
, v ) = 一 a ,

(u ; w , v )一 a ,

(w
; u , v ) V v , w 〔厂 (2

.

1 3 )

且 T
,

(u ) 在 厂中 L ip se h it z 连续
:

}{T
,

(u
;

)一T
,

(u
:

)!}( ZN }u
;
一 u Z

}
:

/ v 丫 u , , u Z
任厂 (2

.

1 /l )

证明
:

(2
.

1 3 ) 容易得到验证
.

为证明 (2
.

1 4 )
,

注意到

a。 ((T
,

(u
,

)一T
,

(u
Z

))w , v ) = a ,

(u
:
一 u , ; w

, v ) + a ,

(w
; u :
一 u , , v )

因而
,

由 L a x 一

M ilg r a m 定理
,

有

}IT
,

(u
;

)一 T
‘

(u
:

)}1=
s u p

切 (F

}[ T
‘

(u
,

)二里丝竺: )
_

〕丝上
.

}w }
,

】
a ,

(u
:
一 u : ; w , v ) + a l

(w ; u Z
一 u : , v ) !

lw 】
,

】v }
, ( ZN !u

:
一 u ,

1
:

/
v

p犷su峡
1

一
v

哎

口( F

推论2
.

设 T (u + tw )是相应于 u + tw 的状态向量
,

则

T (u + tw ) = T (u ) + T
,

(u )w t + T
,

(w )w t Z

/ 2

证明
: 由

a 。

(T (u + rw ) 一T u , v) = 一 r(
a ,

(u ; w , v ) + a ,

(w
: u , v ))一 tZa ,

(w
; w

,
v)

(2
.

1 5 )

即得 (2
.

1 5 )

注记 l : 容易证明 互二 T (u )
,

互
,
= T

‘

(u )w ,

互
2
= T

,

(w )w / 2

a 。

(七
,

n ) = <F
,

n > 一 a :

(u
; u ,

n )

a 。

(仁
, ,

n ) = 一 a ,

(u
; w ,

n )一 a :

(w
; u ,

n )

a 。

(互
: ,

n ) = 一 a ;

(w
; w ,

1 )

可改写为

T (u + tw ) = 七+ 互
It+ 仁

: tZ

分别是下列方程的解
,

V n 〔犷 (2
.

1 6 )

于是 (2
.

1 5 )

(2
.

17

然而
,

估值函数 J (u) 也可改写成

J (u ) = {
一

。·

‘u 一T “ , “一 T “ ,

并且 T u = 七是相应于
。 的状态向量

.

J (u) 的 G at ea u x 导数 G ra d J (u) 可表示为

<G r a dJ (u )
,
w 》= a ,

(w 一 T
,

(u )w
,

T u 一 u )

二 a 。

(w
,
T u 一 u )一 a : (u ; w

,

T u 一 u ) 一a , (w ; u ,

T u 一 u )
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根据 (2
.

1 7 )
,

J (u + 细 )是一个四阶多项式
,

事实上

ZJ (u + 才w ) = a 。

(u + tw 一 T (u + rw )
,
u + rw 一 T (u + rw ))

= a 。

〔u 一仁+ tfw 一 仁
.

)一 tZ互
: , u 一互+ (w 一互

:

)r一七
。t 2

1

二 a 。

(u 一仁
, u 一互) + Z a ,

(u 一互
,
w 一互

;

)t + [一 Z a ,

(u 一云
,

互
2

)

+ a 。

(w 一 亏
; ,

w 一 互
,

)」t
Z
一 Z a 。

(w 一互
: ,

互
2

)2
3 十 a 。

〔互
: ,

互
2

)r4

即是

J (u + tw )二 Zf (*) = 2 {a
。+ a ; t + a ZrZ + a 3 t3 + a ‘t 4

}

这里

82 7

(2
.

1 8 )

a 。
二 a 。

(u 一T u , u 一 T u ) = a 。

(u 一七
, u 一七)

a ; == Za ,

(u 一 T u ,
w 一 7

’
‘

(u )w )= Z a 。

(u 一亏
,
w 一互

L

)

a Z
= a 。

(w 一 T
‘

(u ) w
,
w 一T

,

(u )w )一 a 。

(u 一 T u ,

T
,

(w ) w )

= a 。

(w 一仁
, ,

w 一仁
,

)一 Z a 。

(u 一亏
,

互
2

)

a 。= 一 a 。

[ w 一T
‘

(u )w ,

T
‘

(w ) w 」= 一 Z a 。

(w 一仁
: ,

互
:

)

(2
.

19 )

1
a ‘

= 丁
“· (T

,

(u )w
,

T
,

(u )w ) = a 。

(七
: ,

仁
:

)

定理 3
.

丫 u ,
w 〔犷

,

单变量的极小值问题

t‘二 a r g m io J (u + tw )
t( R

品 , 、 。 , 一 二 。 . 二卜

。 力 ~ 一
, , , i 、

d f
人; ,

吊 、 , , 八 二
, _

J
_ 、

、
、、 ,

的解总是存在
,

并且 产 就是多项式 f’ (t) =
一

淤 的零点
,

f( 约由 (2
·

, “) 定义
·

证明
:

1) 由于 a 。

(
·

,
·

) 的强制性
,

当 互
2 专 O 时

, a ‘
二 a 。

(互
2 ,

从)> 0
,

即 f (t) 为四 次多项

式
,

无疑
,

在有限区间上
,

f (t) 必能达其最小值
.

2 ) 当 互
2
= O 时

, a ‘= 0 且
a 3

= Z a :

(w 一乞
l ,

仁
:

) = 0
,

a Z
= a :

(w 一仁
, ,

w 一互
:

) 一 2。‘
。

(w 一毛
,

云
:

)= a ,

(w 一 七
, ,

w 一七
l

)

同样
,

由于 w 一仁
、
今 O今姚> o

,

f( t) 是二次多项式
,

在有限区间上亦必达其最小值
.

3 ) 当 毛
2
二 0 , w 一仁

:
二 0今 a ‘

= a 。
~ a Z

= 0
,

此时有

a ,
= Z a 。

(u 一仁
, w 一仁

t

) = 0

故 f (t) = a 。 ,

当然
,

f (t) 也能达其最小值
.

f
,

(t)二 乙 刀
‘t‘

,

刀
。
一

令
,

口
!
一“ ! ,

厅
: _ 3 a 3

口
。
== Za ‘

根据 1)
,

2 )和 3)
,

f’ (t) 是一个奇次多项式
,

因而 f’ (t) 至少存在一个零点
,

在这里 f( t) 达到

它的最小值
.

证毕
.

定理4
.

设 口 是R
”

中具有 少 类边界的有界区域
, 。

( 4 ,

F 〔(L
4 ,3 (口))

” ,

则由(2
.

1) 所定

义的泛函 J (u) 在 犷上弱下半连续
,

且在某点处达到它的下确界
:

J (u釜 )二 in f J (u )
u( 犷

证明
:

先证 J (u )的弱下半连续性
.

设 。。、u (弱 ) 在 犷中
.

由推论 1 存在 王u耐 的子序列

友u
”, , 于使

T u、” T u (强 ) 在 犷 中

由此
.

显然有 乙。 ,
一 u 。 ,

一 T断
,

,
z “ u 一 T u ,

此外
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a 。

(2 . 一 z , 2 . 一 z )》 0冷a 。

(z 。 , z 。)》 Z a ,

(2 . , z ) 一 a :

(z
, z )

因而

lim in f J (u 。
,

)) J (u )
仇

p 一)
OO

进而
,

我们可以得到

lim in f J (u 二 )) J (u ) (2
.

2 0 )

否则
,

将存在 {u 耐 的子序列 {u 二 。卜使

J (u 。
,

) < J (u ) V 二夕 (2
.

2 1 )

此时
,

在 犷中也有
u 。 。

,
u .

当然
,

我们能够在 厂中抽出{u 。。}的子序列扣 。 ,

}使 T u 。
,

、T u ,

因而 z 。 ,

, z
并且

lim J (u 。
,

)》J (u )
,月厂一》沉

这 与 (2
.

2 1) 式相矛盾
,

从而
,

我们证实了结论 (2
.

2 0)
,

即是说
,

J 在 犷 上弱下半连续
。

另方面
,

J (u) 异O ,

丫 u 任厂
,

让 a ~ inf J (u)
,

假定通u耐是一个极小化序列
u〔犷

lim J (u 。) = a

fn , 0

由此
a 。

(z
。 , z 。)成M

因而 }
z 副

,

(
c ,

也就是说
,

干z 。 }是一致有界的
.

而且
,

由方程 (2
.

2 )
,

必然有

a 。

(u 。
, v ) + a ;

(u 。
; u 。 , v )二 <F

, v > 一 a 。

(z 。
, v ) V v 任厂 (2

.

2 2 )

特别
,

若在 (2
.

2 2 ) 中证
v = 。。 ,

我们有

(v 一 c l

}ld iv u 。
}}/ 2 ) }u 。 }

t

( }}F}}
, + 川 z 。

!
1

(2
.

2 3 )

据 (1
.

1 5)
,

当 巴足够小时将使

1}d iv u 二
1}
。

< 刀
, , 一 e ,

刀/ 2 )
a > 0

,

(参见定理 2 的证明)
,

由 (2
.

2 3 )我们确信 {嘛全是一致有界的
,

因而我们可以抽出一个 {u 耐 的

子序列 通u 。
,
} 使 u 。 , 、 u 在 犷 中并且有

lim J (u 二
,

) = in f J (v ) = a

m P、 oo , ( V

由于J (u) 在 犷上弱下半连续
,

我们有a ) J (u )
,

但由 a 的定义又有J (u )》 a
,

这说明 J (u) = a
。

证毕
.

状态方程 (2
.

2 )表明变分问题 (1
.

2 )与算子方程
u 二T u

是等价的
.

换句话说
, U
是 (1

.

2 )的解
,

当且仅 当
U 是算子 T 的不动点

.

此时

J (u )“ a ,

(u 一 T u , u 一T u )/ 2 = 0

特别地
,

我们对使

lim J (u 。) == 0

成立的极小化序列 子u衬 感兴趣
,

这里有如下结果
:

定理 5
.

设定理 4 的条件被满足
,

则使

lim J (u 。) = 0 (2
.

2 4 )
拼

- 争 0 0
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成立的 J 的极小化序列 硬u耐 强收敛到 (1
.

2 )的解
u

u 二。u 在 厂 中 (2
.

2 5 )

证明
:

在定理 4 的证明中
,

我们说明过能够抽取一个序列 不断
,

下使

U 饥 ,
一 U

。 J (u )二 in f J (v ) = 0
v (V

据推论 1
,

存在一个万u 。 ,

}的子序列 (仍表以 { u 。 ,

冲 使得

T u 。 ,

、 T u 。 (强 ) 在 厂 中

另外
,

若使
z 。= u 。一 T u 。

,

(2
.

2 4 )推出

(2
.

2 6 )

lim a 。

(z 。
, z 。) = 0 (2

.

2 7 )

即是 2 。、 0 (强)

从 (2
.

2 6 )
,

(2
.

2 7 )我们即可得到结论
u 。 ,

。 u (强 ) 在 厂 中 (2
.

2 5 )

然而状态方程可以被改写为
a 。

(u 二
, , v ) + a ;

(u 。
, ; u 。 , , v ) = <F

, v > 一a 。

(z 。
, , v、

让 。P、二
,

我们得到
a ,

(u
, v ) + a ,

(u
; u , v )= <F

, v> V v 〔犷

从而。是 (1
.

2) 的 一 个解
.

现在我们来证明 (2
.

2 5)
.

设其不真
,

则存在褚
。耐 的一个子序列 { u 。 。卜

使

lu 。
。
一 u

!
,

< 。 V 。> o (2
.

2。)

但 {u 。
。

} 也是 (2
.

24 )的 J 的极小化序列
,

依上述的讨论我们有

u 。 ,

、 u 。 (强 ) 在 V 中 (2
.

3 0 )

这里 {u 。 ,

}是 {嘛
。}的一个子序列

,

这与假设 (2
.

29 )矛盾
,

于是 (2
.

25 )成立
.

证毕
.

在实践中定理 3 和定理 4 是很重要的
.

利用它们
,

共扼梯度法的计算效率和精度得到很

大改进
.

其原因在于
,

求解极小值问题 尹 = ar g m in J (u + 元幼只须求一个三次方程的根
,

而

如果用其他方法 (例如 Fi bo 加cc i方法)
,

则它只能通过逐步缩短区间来近似求解
,

迭代次数

由精度决定
.

如把区间缩短至
斋

,

迭代次数 N 为 1 1
,

缩至下磊
一 ,

N = 2 。,

每迭代一次
目

‘

, 月浅 V ‘

~
’ 产曰 J

目 ~
‘
门 ‘ , 口 了

坦一 1 0 0
’

~
’ 、 夕 、

~
一 / J

一
’ “ ,目

一 1 0 0 0
’ 一

一
’

~ ~
’ 、 y 、

需要计算一次 J (u
。
一义

。

酥)
,

而为了计算 J
,

必须计算一次估值函数 J
,

计算一次三线性泛

函 a ,

(
·

;
·

,
·

)
,

一次双线性泛函 a 。

(
·

,
·

)及求解一个 S to ke
s 问题

.

我们知道
.

计算一次
a , ,

其

乘法运算量是计算一次
a 。

的 10 倍
,

也是解 S t o k es 问题的 10 倍
.

定理 3 和定理 4 使得极小

值在 Rl 上
.

从表 1 可以看出
,

我们的方法其乘法运算量是其他方法的 四分之一
。

表 1

区
�一二

}

—
} 泥

.

我们 !

乘法次数/ 每次

aaa t
(

· : · , ·

)))
a 。(

· , ·

)))

111222 1222

33333 000

33333 111

666 又 10 弓弓 6 K 1 0
444

解 S to k e s J’ed 题 间 } 误 差

111222 [ 一 1
,

1〕〕

22222 ( 一 oo
,

+ co )))

10 一 2

10
一 16

6 X 10 心
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三
、

分 块 迭 代 法

我们考察如下的迭代格式
:

设 u 。

为已知
, u , , ,

是

a 。

(u
。 十 : , v )二 <F

, v夕一 a ,
又u

。 ; 。。 , v ) 丫 v 任犷 (3
.

1 )

的解

定,
.

。设
睽, };

二

。

K = 褚。: }u

则由 (3
.

1) 所定义的序列 不
u 。

}

证明
:

首先
,

我们指出
,

〔犷
,

! u !
、

( 2 11F {{
,

/
, 乍

收敛到 (1
.

2) 的真解 广
.

(3
.

2 )

(3
.

3 )

当 u 二
任K 时

, u 。 、 ,
〔K

。

实际上
,

由L a x 一

M 玉飞g r o m 定理我们有

{u
。 十 ,

{
:

( S U P
v(厂

!<F
, v >一 a ,

(u
。 ; u 。 , v ) 1

}v }
,

、
:

(:iF‘一+ N ‘“
·

‘
、

二
一 }z。}{

,

(
, +

票
}、。、}

,

)、粤
一

、、F {}
·

其次
,

我们来说明 佃
,

乒是压缩的
.

事实上
a 。

(u
。 , ,
一 u 。 , v )~ a ;

(u。 一 ,
一 u , ; u , 一 , , v ) + a ;

(u
二 ; u 。一 、

一 u 。 , v)

取 “ ~ 。 , 十 ,
一 u 。 ,

上面的等式得

公

lu
, 十 澳
一 u ,

;

、、 }。一
,
一 。。

}
;

(}。一
:

!
: + }u

。

!
,

)、
一

旦
拼}、F }}

二 }。
。 一 :
一 u ,

,
L

据 了3
.

2 )
,

我们得

U
韶 + -
一 U 称

、
毕

、、。}、
, , 。

。

一 u 。 一 L

!
1

< , 。一
。
一 ,

(1
.

2 ) 减去 (3
.

2) 得

Iu
二

一 u 苦 }
:

( (Z a )
”

! u
。
一 u 关 I

;

(O< a < 0
.

5 ) 证毕
。

用有限元法将 (1
.

2) 离散化后
,

我们得到如下的代数方程组

、.声.

庄‘
.

OO
口了、、

, .宜口....J
FFF一

!...L

一一

1 ....J
UUUr.

I
J,

l}
A

I ,
A

I :

A
: ,

A
: 2

月
3 ,

A
3 2

N
, :

(U ) N
, 。

(U )

N
: :

(U ) N
: 3

(U )

N
: 2

(U ) N
s :

(U )

、.产尸勺
.

9J
廿

了.、

、...,.!l少
.

!

分块迭代法就是

月
l ,
U {

”十 ’‘ “,
= F

、
一 N {华, U f

” ,

A
2 2

U
(份 + 1 2 2 )

2
~ F

:
一N 主翌

,
U 立

” ,

一 (N f梦, + A
1 2

)U 互
” , 一 (N {彗, + A

, 3

)U ;
” ,

一 (N 立梦
, + A

Z ;

)U ;
” ,
一 (N 返彗, + A

Z :

)乙J轰
。 ’

月
。。
U 忘

” 十 “ 2 ,
~ F

:

一四劣,乙
r

奋
” ’
一 (入岁

’

+ A
: :

)U ;
” ,
一 (jV 立翌

, + 月
。2

)U 盗
” ,

U
‘. 十 ‘’

一 U
‘” + 。(U

‘” 十 ‘产“, 一U
‘” ’

)

这里 N矛 二 N
‘, (U

‘“ ,

)
,

而 U
,
二 (U 罗

,

U了
,

U爹)是流体速度的节点向量
.

显然
,

方程 (3
.

劝 的 刚度矩阵为 3 N G x 3N G 阶
,

而 (3
.

5 ) 的刚度矩阵则是 N G 只 N G

阶
,

这里 N G 表节点总数
.

分块迭代法的优点在于
,

‘

之只须较少的存贮量并且节省计算时间
.

但是在高雪诺数条件
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下收敛条件不能得到满足
.

四
、

通 用 程 序 和 数 值 试 验

根据土述两种方法
,

研制了两个通用程序
.

有限元元素均采用20 节点三维等参元
.

它可

以用来计算水泵及管道内部的三维粘性流动
,

也可计算润滑理论方面的问题
.

程序的特点是
,

自动生成元素节点的整体编码和局部编码对照表
、

每个节点的影响节点

集
、

每两个节点的相互影响节点集等有限元元素信息
,

并且对三线性型的计算做 了 专 门 处

理
。

我们对管道内部的三维流动进行了数值试验
.

流动区域被分成 5 4个元素
,

有节点37 6个
.

数值试验对低
、

高雷诺数及各种不同的罚 参数进行 (参阅图 工一劝
.

迭代次数
、

精度及在 S IE M E N S 7 7 6。计算机上所用的时间 (秒
,

CPU ) 等数据列于表

2 ,

其中 R e表雷诺数
, ￡ 表罚参数

,

N 表迭代次数
.

表 2

片一
礁

扭
分 块 迭 代 法

1 1 1 03 10 3 是0 4 104

10
一 7 1 0

一5
1 0

一7

1 了 1 7 1

2 80 4 19 2 8 0 4 1 9 2 8 0

计算表明
,

共扼梯度算法具有下列良好性质
:

对速度和压力的计算精度高
,

收 敛 速 度

快
,

计算简单
,

能够解决大雷诺数问题而不需对 N a vi e r 一

St o k o s 方程的非线性项采取任何专

门措施
.

罚参数
￡的影响依赖于雷诺数

,

在低雷诺数时可以用较大的
。 ,

但在高雷诺数下必须用

小的
。。

五
、

关 于 压 力 的 超 收 敛 性

为了考察上述方法对速度场和压力场的计算效果
,

应用我们的方法计算了一个有解析解

的例子
,

其精确解 (沪
,

P勺 和逼近解 (u
“ ,

P
而

)列于表 3一 5
.

如果直接依据公式 p
。

二 一 d iv u “/ 。或 (p
。 , q ) + (d iv u “ , q )~ o

,

V g 任M
;

来计算节点上的

压力
,

并不能得到满意的结果
,

意外 地
,

我们先计算高斯积分点上的压力
,

进而利用有限元

外插法求出节点压力
,

得到了高精度的结果 (见表 3
,

4)
.

考察表 3 、 4 、 5 ,

可以发现
,

压

力的逼近精度优于速度的逼近精度
.

厂厂厂二二111 r一一

广广广广广广
}

卜一- 一 240 m m

—

三犷
l

一叮

图 1 计异 网格 图 2 元 素
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表 3 高斯积分点上的压力误差
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表 5 节 点 上 的 速 度 误 差
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