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摘 要

太文运用有强化弹塑性平面问题的一 般渐近解 t2 三
,

以解决有强化弹塑性含圆孔的无限 大 板在

单向受拉下的应力分布间题
.

文中求得了二次近似解的应力分量的解析表达式
,

并 与 其他作者的

数值计算
〔们和实验结果

‘别进行了比较
,

结果颇为符合
.

最后
,

作者还就 N eu ber 公 式 的 正确性进

行了考查
.
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本文中凡字母右上角带

者表示与特解有关的量
.
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第一次近似的切向和径向应力

第二次近似的切向和 径向应力

“ 0 ”

的物理量
,

表示二次近似解中与齐次解有关的量
,

带
“ , ”

一
、

引 言

摄动法是解决非线性问题的一种行之有效的方法
.

早在 19 4 7 年
,

钱伟 长 教授就曾应用

釜
钱伟长推荐

.
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此法成功地解决了圆薄板大挠度问题
‘’1 .

顾求林用摄动法提供了有强化弹塑性平面问题的一

般渐近解
‘“’,

并由此解决了一个在双向等拉下的含椭圆孔无限大板问题
L “’.

在工程实际中
,

在平板圆孔附近的弹塑性应力集中是一个很重要的问题
.

木文应用前述

的一般解
,

求得一有强化弹塑性含圆孔无限大板在单向拉伸下的应力分布问题
,

并得到了应

力分量的二次近似的解析式
,

经与谢志成等的数值解“ ’和 R
.

八
.
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on 的 实 验数据
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进

行比较
,

我们发现
,

其结果颇为符合
.

二
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基 本 方 程 及 其 解

1
.
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之 ’

)

一一一

万了.、
、
口了.、‘了.、

22。‘aaaA乙,
=

A几 ~

2 7 _ _ , .

4 5 _ _ 。

27 _ _

八
一二二尸

.

之
‘

十 一丁二卜 之 -

一
一丁二- 之 一

口
石艺 l b l匕 I

3 9 3 _ _ : 5 3 一 _

八
一二尸了一 - 一

Z
一

—
之

一

口
1 6 8 吕 I

走
:
=

A性
‘
=

6 3

3 2
万斗

8 1 _ _ ,

8 7 _ _ 。

6 5 7 _ _ 。

8 1 _ _ ,

\
- 二佗丁一之

‘

一一二
二一 之 “

十 一二万一 艺 -

一二二二
~ 2 ”

3 艺 l b 衫U 艺2 4 1

3 3 15 9 _ _ , .

3 9 _ _ ‘

一

—
一

—
之

一

十

—
之

-

一
4 4 4

上丝 : 一、
4 0 1

一之
9一8

了才..、
、

a

‘

、.了
7一一2

A性
5
二 a Z了丛竺

、

\ 1 6

_ 1 1 1 _ 一 , .

2 19 _ _ ,

之 -
一二 二户

.

艺
’

十 一- 二一 之

汤艺 匕

8 l

8
万一 ‘十

4 0 5
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A
尸

A 乙
7

一凡(
一

器
一

等
万 一 ‘

)

一
:
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‘

一备
, 一 十

器
‘
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现在我们来确定齐次解中飞
,

显然它应当满足
:

V 4
巾号 = O

由 (2
.

1 5)和 (2
.

16 )式
,

可得齐次解边界条件如下
:

(2
.

3 0 )

a 立
3

O 导
,

一 a :
,

}
,

一

一 a 贯
3

1
, · ,

{ (2
.

3 1)

一 r 贯
。 ,

卜一

一 a 季
,

}
, 一 l

一 ‘
井

, ,

f
r 一 ,

(2
.

3 2 )

�
一

�队
一

��

试喃

上式等号右边的函数项可从特解中求得
,

故在已知边界条件归
,

3 1 )
,

〔2
.

3 2 )情况下
,

求解含

圆孔无限大板
,

即可确定 中苍
,

其求解方法可参见【7〕
.

在特解的应力分量表达式 ( 2
.

2 7 )
,

( 2
.

28 ) 中
,

含有多值项
,

在求齐次解时将遇到很大麻

烦
.

很明显
,

在特解中允许加入任意的解析函数作为附加的复应力函数
,

这就给我们提供了

从特解中消除多值项的可能性
.

参照 ( 2
.

2 7 )
,

( 2
.

2 8 )式
,

可以引入如下附加复应力函数

。: (二 )
一器

a Z 之 一

“n Z

( 2
.

3 3 )
!
卜.1

1

Zn
, .1

、、.声
6�之

了 1 3 5
_ , .

13 5

叭冈 = 姚气一五石一
之

’

十 一犷

相应的应力分量为

。
, . , 、

2 7
+ a 丫

,

) 加 = 4 仄 e 必 i ( z ) = 一一下一
, 6

a ?

(二
一 4

In 二 + 三
一 毛

In 万) ( 3
.

3 4 )

t
3
一 a ,

, + Z I T
共

3

)加 = 2 e 2 ‘口

〔万必丫(z ) + p ; ( 2 ) 〕

一 az
〔
一

普一 +

(
一

鲁一
万一 十

誉
一

‘十

平

ab
了.、矛.、

Z 一 6三
一 ’

), n 之

〕 (3
.

3 5 )

将 ‘:
.

27 )
,

( 3
.

28 ) 式与 ( 3
.

3 4)
,

(3
.

35 )式合并
,

得到下列单值的特解
:

‘a :
: 十 a 节

:

) 单值 = (a :
, + a 梦

,

)单值

= 乙 山了 一
。

( z
一 ‘ + 万

一‘) In ( : 三) (3
.

3 6 )
‘

一
7

一

2 7

一
a

8

(a 令
, 一 a ,

, + Z I T 节
: ,

) 单俏 = e , ‘口
( a : :

一 a 竺
,
+ 2 1‘ :

, 3

) 单值

= 乙
‘

一
7 ,’ 二

「 2 7
以奋2

’

十 a 月 一
一一二, 一Z

一L 匕

了 1 3 5
”

十 I 一 一一二一一Z

、 石

3 : 一 +

普
二一 +

平一
; 一

)
‘·恤)】

(3
。

3 7 )

式中 A 。,

A : 由方程 ( 3
.

2 9) 确定
。

如果注意到在特解的应力分量组合中
,

多值项间的内在联系
,

则容易证明
,

为了消除多
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值项
,

选取如 (3
.

3 3)式的附加复应力函数总是可能的
.

齐次解的边界条件 (2
.

3 1) 和 (2
.

3 2 )式
,

可重写成
,

(a 呈
,
+ a ;

。

) !
, - . = 一 (a ,

3

+ a 岔
,

)单值 I一
(a ;

3
一 a ;

。
+ Zir ;

, 3

)l一
二
二 一 (a 梦

3
一 a 竺

J + Zir 竺
、。

)单值卜
. 。

(“ :
:
一 iT羊

, , ) l
, · :

== 一 (a ,
3 一 “二

3

)单俏 l一
:

} (2
.

38 )

(2
.

39 )

根据这些已知边界条件
,

即可按照〔7 〕解出此弹性问题
.

设在圆孔边界沿 x
,

夕轴方向作用有面力见
,

夕
,

则由图 2 和

(2
.

3 9 )式可得

X + ‘Y

一
e ‘“

(a : 。 + ‘: ;
, 3 ) ,一

‘
二 e ‘口(一砰

。
~

. 溉{万
单值 l一

,

(2
.

凌0 )

面力复函数为
,

,
。

(·
。

)
一

‘

{
,

(见+ ‘夕, d · + 2厂一 + 户
, · :

!

(a ,
,

一 l’r 二
3

)单侧 一
l

dz
。十 2厂“ 。+ 厂

’ : ;
’

(2
.

41 )!
曰

一

图 2 式中
￡
为孔边弧长

, z 。

为
z 在孔边上的值

, 护为匡!孔周 界
,

厂 和

尸
产

分别为

厂 == 一皿 (。 :

4
’ 一 3

+ a ;
,

) }
,

一
= 土 (a :

4

3 + 衅
,

)单值卜
一 ,

(2
.

4 2 )

。
,

1
1

‘ 二二 二

一
一
厂

、

(a 毛
Z

、 一
3

一 a :
:

+ 2 1: :
, ,

) !
, - -

一界、
a :

,

一 a :
,

+ 2 1 : :
,

,

)单值 !卜
-

一 一

‘
“ 甘 J

= 工
。 一
。 。
沁 , 一 。 ,

2
、 ’

3 3

十 2i 哈
3

)妈引
,

一 (2
.

4 3 )

复应力函数为

, (习
一碳厂

丁
,

,
。

(z0) 攀
, 。: ,
一命{

,

ha 澎全
牙

d 之
。

一厂 z

d 「 l r
十 2 一 孟

一厂
一

! 二一一 一

1 /
。

(之
。

)
a 之 L 艺汀忿 J 犷

一
’

d 之
。

卫星些 了
Z n

- 之 J

{
‘2 “‘’

二尸
“

!
则二次近似的齐次解应力分量为

试
。 十 川

3

a

将特解 (2

t 3

.

3 6 )

= 4 R e必
/

(之)

+ 2 1 : 厂
‘3 = 2 e 2‘口

〔万必“ (“ ) + 功
,

(z )」
,

(2
.

3 7 )式中的 结果相继代入 (2
.

凌z)一 (2
.

4 5 )式
,

(2
.

4 5 )

可 得 武
: + 试

。 ,

和 川
3
一

川
二

+ 晰升
3 ,

再将其与 (2
·

36 )和 (2
·

3 7) 式组合
,

即得如下的二次近似的应力分量表达式

a r 3 + a t: ~ 立
。

,之 , + a ,

〔
‘

一
7 , 二

’ 黑
一

(Z
一 “ + ‘

一 “
, +

器
‘“

一 ‘

十 ‘
一 ‘

,

灯
�

69 9
, _ * _ “ 、

十
- 二二J

一

仁Z
“

十 之 ”

) 一
乃艺

( z 一 ‘

+ 万
一 ‘

) In (z 万) (2
.

4 6 )
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裸一袖

口 t3 一 a
了3 + 2 1丁 r t : =

「 16 7 9

戏
“

’

十 凡L几禧J
.

z

一
1 6 5
-

一
之

2 9 7

1 6

2

乙介

1 / 3
,

3 8 9
.

15 4 5

十
-

一丁
-

. 一 叹
一

Z 一

十 万二反 十 一一万万下二
之 之 \ 衫 1 6 V 1 1 艺

z 一 2 十
8 5 5 9

盛4一
z

一今 +
2 13 3

_

八
1面

一之 一

)

一

些
: 一‘

(1一 二一 ; ;
一 ‘

) + (一
匕

一

、

1 3 5

8
万限

一 1十 替一
‘ + 1 3 5

互
一 z
一 : 一

)
‘n (

z ; ,
〕

(2
·

‘7 ,

4
.

二次近似解结果的研究

为了考查渐近解的可靠性
,

S (10
一 , )

-
文献(4〕

一一一 厂 = 两S + 凡5 3

将其与谢志成文
‘们中的数值解和 R

.

A
.

T ho m so nt ”’的 实验

结果进行了比较
.

(1) 在谢文
L‘ ’
中

,

材料的应力强度 S 与应变强度厂

曲线 (见图 3 )
,

系由论文〔8 」中的拉伸曲线变换而来
,

其中

: = 丛
普

竺

拜
。。

二一

戎
一

乙
(2

.

4 8 )

r
、

并可近似表达为

—
一

- -

一
t - -

一只迎望 r = 刀
。
S + 刀

2
5 “

6
刀
。
= 3

.

5 ,

刀
2
= 1

.

5 x 10 6

图 3 该近似拟合曲线亦绘于图 3 中
·

将 (2
.

48 )式代入 怜
.

49 )并与 (2
.

1) 式进行比较
,

可得

(2
.

4 9 )

_ 4 。

e
。 二二二

— O 。

9
’ ‘

(1一 2 , )
3

E
3

由拉伸实验求得
, = 0

.

3 3
,

E = 0
.

7 5 x 1 0
4
k g / m m

Z

将以上数据代入前式
,

.

可以计算出沿 , 轴的切向应

力分布
,

连同谢文
【咯 ’的数值解结果 一 起

,

绘 于 图

4
。

可以看出
: 两条曲 线是颇为符合的

.

(2 ) R
.

A
.

T h o m s o n 和 M
.

M
.

F r o eh t 曾用
c e llu lo se n it r a t e 模拟铝合金

,

成功地完成 7 有强

化弹塑性含孔受拉板的实验
〔”’. 在图 5 中绘出了以

ee llu lo se n itr a te 为实验材料的 J
一
‘曲线和以 近似

口
-

.

下犷 ( 1一 Z v) (10
一 ,
)

蕊与

一一一数值解 厂二 ,
.

9 父 1犷 , (4)

-
本文解 K

。
一 2

.

玲

表达式 百 =
口

飞石万
一 十

J 3

6 6 0 0
描绘的 拟 合 曲 线

.

此

后
,

将由渐近解算得 的沿平板中心横断面的 切 向

应力分布 a , 与 T h o m s o n 的实验结果进行比较 (图

6)
,

两者也十分符合
.

~ ‘由乙二二二‘二资=

‘- ~ ~ ‘~ . 日巨‘~ ‘- . J 巨-

一
一二

2 3 4 5

图 4
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‘: z m m :

—
c ell

u
!o , e o itr a t。 〔‘〕

_ 一 一 苍二一旦
-

2 2 0

云3

十而百石

nn仓Un1.
.

⋯
甘勺品0.d,‘

尸护nU

一0

匕10

曰以川四�
。滩J沼jZ月乃Jo

.‘2111n
.
00

图 6 图 6

天
。

凡 5
.

N e u b e r 公式考查

凡从

2 3

￡ m a 二

(10
一3
)

4

H
.

N eu be r 曾证明任意非线性材料剪切型应力 集 中 与

应变集中系数的关系式为

K
,

K
.

== K 老 ( 2
.

5 0 )

式中 K
,

与 K
。

分别为应力集中与应变集中系数
,

K
。

为线性

关系下的应力集中 系数
.

然而
,

对于拉伸型
,

( 2
.

5 0) 式的可

靠性尚未得到证明
.

根据本文的 结 果
,

对 于 前 述 〔8 〕中 的 材 料
,

求得

K
,

K
。 一

几
a 二

曲线
,

并与K 双= 9) 进行比较
,

如图 7 所示
.

可

以看出
,

两者偏差较大
。

一万呀.内n‘J

三
、

结 语

以上研究表明
,

本文所求得的有强化弹塑性含圆孔受拉板的渐近解是可 靠 的
.

可 以 看

出
,

在小弹塑性变形的情况下 (本文中
,

最大应变约为弹性极限应变的二倍 )
,

即 使 只取二

次近似 ; 也能得到相当满意的结果
.

此外
,

为了简化繁杂的计算
,

在求解齐次解过程中
,

对特解中的多值函数
,

有意识地引

入某些共辆函数
,

从而消除了多值项
.

对于其它相类似的情况
,

这一想法也将是有用的
。
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