
应用数学和力学
,

第 4

A Pp lie d M a the m a t

.

卷

I C 5

第 G期 (1 3名3年 11月)
a n d M e e ha n i e s

应用数学和力学编委会编
四川人民出版社出版

两连域保角映射成环域的方法
‘

陈 宜 亨

(西安交通大学
.

198 1年12 月 8日收到)

摘 要

本文论述一种把
口

型区域保角映射成环域的方法
·

其要点是将问额转化为 D ‘·‘。h ‘et 问题
,

并证明该映像函数之实部应满足本文所示的边界条件
,

进而依据两连域上定义的训 和函数 的 单依

特性确定环域的内半径
.

映像函数的 虚 部可由Cau ch y一Ri
em an n 条件得到

,

由此产生的积分常 数

仅影响映像点的幅角
,

并可由
-

-

一对应的映像来确定 不失其一般性
,

本方法可将 由 矩形拼成的

复杂两连从保角映射成环域
.

笔者还对本方法作了电算
,

证明本方法可靠
、

经济
.

乡古果附有表格
.

一
、

解 法 的 基 本 原 理

众所周知
,

保角映像法被广泛地应用于弹性力学
.

文献「I J证明
,

不可能将多连域保角

映射成单位圆或任一其它的单连域
.

文献〔2 」还证明
,

不可能找到这样的解析函数
,

把一个

环域 (内半径
; , ,

外半径R
,
) 保角映射成另一个环域 (内半径

: 2 ,

外半径凡 )
,

除非有凡 /r
,

= R 洲
: : .

多连域的保角映射是个十分棘手的问题
.

本文先把寻找解析 函数 的问题转化为调和方程的Di ri c hl et 问题
.

方法所下
:

设、 (z )是一个解析函数
,

它将 {!习 {
射成环域

。

In 丝丛丝
.

再定义一 个 新 的 解 析 函 数
:

域保角映

卿 (z) 二

由图 1 可知函数研仕)有下列特性
:

乙
。
马

刁

!班 (z ) }= R
, : 〔L

。

}才 (z ) }=
r , z 任L

.
(1

.

1 )

式中“
1 ,

L0 为 }到
域内外边界

;
r ,

R 为环域的内

外半径
.

不失其一般性
,

可认定R 一 l
,

而: 是未知待定的
.

对Z 面上域内点Z
, ,

由多值性可知 Z 二一 Z
,

·

扩
, ‘

或

[n (Z升)一 In (Z
,

) + 2 兀 :

同样
,

对班面上环域内点厅
d ,

有附几~ 厅
,

·

梦
“‘或

(1
.

2 )

釜
钱伟长推荐

.
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In (研几) = In (沙
,
) + 2 汀i (1

.

3 )

因甲(z) 解析
,

则其实部和虚部均为调和 函数
.

由公式甲 (之)

R e {切 (z )卜“ In }W (z ) }一 In 】: !
, z 任乙

。

因为班 (: ) !:
。
= R = 1

,

则 (1
.

4 )式变成
:

R e谧叨 (z )卜“ 一 In !z }
, z 〔乙

。

同样
,

在L
,

上有
:

班 (习 }:
,
二 : ,

R e瑰切 (z )卜= In r 一In 12 !

显而易见
,

(1
.

5 )
、

(1
.

6 )是个D ir ie h le t问题
.

不仿设
:

沪 (二) = P (劣
,

夕) + iQ (%
, 刀)

K = In r

,

附 (劝
二二 二 In

-

-

一

,

不难发现
:

(1
.

6 )

(1
.

7 )

(1
.

8 )

则问题转化为求解 ⋯石)
域的 D ‘rich ‘·t问题

:

△P (%
,

夕)= 0

P(
、 ,

妇 }L
。
= 一 In (%

2 + , 2

)

(1
.

9 )

1一2

尸(二
,

。) }
:

,

一去‘ In (二
2 + y Z

) + K

这里八为L aP la c e
算子

,

式为待定常数
.

由笔者已完成的工作
’“」可知

,

求解 (1
.

9) 式是十分容易的
.

这里不妨把它分成两个问题

来求解
:

(1
.

10 )

这里
:

P (二
,

夕) = P
,

(二
, 夕) + K

·

凡 (戈
, g )

△P
.
(%

, 夕) = 0

尸
:

(二
,

。) }:
.

二 一冬l。 (二
2 + 。“)

口
’
一 , 2

、
“

尸
t

(二
, 。) {:

。

二 一劣l。 (二
‘+ 。“)

u 石

(1
.

1 1 )

一一一
a

代代
冰冰冰 戈”)

}}}
--- 一一 一 ,,

{{{!!!!!!!

}}}}}}}

}}}}}}}

一一一一

R (夕)

叮 戈

别 吸刃

⋯⋯⋯
二二

fffffff
---

一一一
‘‘‘

lllllllllll

一一一 一 」」

⋯⋯⋯⋯
}}}}}}}

}}}}}}}
1111111

要丝」
“

互—
-

户(芳 )
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l
几

了、les.少

门立�O

和 △P
:
(二

, 夕) = 0

P
:
(二

, 夕) !
: ,
“

P
:
(戈

, g ) }: 。二

( 1
.

1 2 )

由 : 。 :可知
,

把 ⋯口 }域假想分割成八个单元
, (看图 2

,

图 3 )
,

分别在分割线上设

置待定函数F (劝
,

F (功或F (劝
, F (功

.

求解F (劝和F (劝 的Fou
r i e r系数的线性代数方程组

可直接从〔3 〕文中的固定格式中得到 (看附录 )
.

由对称性
,

只需解 1
,

亚两单元即可
。

F 。

(
‘h m 笙些+ ct h m 汀 ) 一丰

二

[ln
Z a 艺

a 么 + b
Z

_ ‘_ , 、, , 。
、

竺士互兰1
Zb

艺

J

(一 1 )
” 十 ’n砰

,

+ ( 一 1) 仇
十 ” , :犷

。

n Z + ( 2 1n a
/

e )
“

oo乙问4a�解
拓赢

.

一

十
R 。

+ 兰登
汀 石二

n F
。
一 (一 1 ) “ n R

。

n Z
+ m Z

( , n 二 1 , 2
,

⋯
,

。 ) ( 1
.

】3 )

这里
。 Z f
厂 。-

一丁
一

!
C J

F (劣)
·

s i n
m 二 (% 一a )

C
d x ,

R 。 -
2 f

b 。 ,

一 l 八 火X )
‘ J a

优兀 ( %一 u)
,

S ln —
一一 l - - - 一

a X

口

a一户

l
l一a:

。

一告{
“

: (。)
·

s‘n

U J 一 口

n 二 (刀+ a )
2 0

d 刀
,

牙
。

二 砂
’

(夕)
·

s ln
n 汀 (刀+ u )

2 G
d 习

而 尸(劝 二
1

, a Z + b
,

牙
‘11 又万干歹

~

劣一 a

2 C

a Z + b
Z

2 b
2

: 、。, 一

:ln 贪::

W ( g ) 二
Z a 忍

l , Z a ‘

二 I n
~

伫不一丁- 一万
Z a 一十 y

-

F (劝 是定义 于线段五F 上的待定函数
.

同样
,

对图 3 上的问题 ( 1
.

12)
,

有

户
。

·

(
‘h卿丝旦

‘

+ e th m 汀

2
.

2 男 ( 一 z ) , + , 、
厂

= 一
~ 下
产

, 十一 少
.

—一万不
抓 -

汀
一

明
一

兀
二

n 一

十拼
-

(。 = t
.

么
·

⋯二 、 门
.

1
.

1)

这里 万 。 二
2 f

b 井
, 、

_ 1 I’ L劣 )
·

S I TI

C J
a

塑些(兰二丝dx
,

八x) 是砰上待定函数
.

在单元 I 中
,

方程 ( 1
.

的有解
:

n

1一
P ’( *

, , ) = P { (二
, 夕) + K

·

P {(二
, 夕) “ 一

( 2一) +

丫
1· 。

理飞
么

一

,

, 一 a , _ 2 a 2 ,

(% 一 a ) (习, a ) 、

, 厄云
‘’‘

了干石
2 丫 一 丽

4 a Z
b
之

n
而耳八月

厄 + K
况— Q

C

夕一Q

+ 住丝奥华二叫
+

‘ J
圣(F

·

十、
·

户
,

)圣h〔一;森
“,‘

·〕 s i n n 二 (火一 a )
C
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R
。

翅竺 (夕一 a )/ c 〕
shn 汀

n 二 (戈一 a )
C

(F
,

+ K
·

F
。

)
sh [ 称二 (b一 * )/

e ]
sh n兀

n二 (扮一 a )
5 1 11

—

闪乙一OO乙阔
十+

+ 乙 R
。

sh〔n 二 (二一 a )/
e 〕

shn 汀

n 兀(封一 a )
S in

-

一
一_ _

_
C

a
( 戈《b

a ( g 簇b
(1

.

1 5)

在单元 I 中
,

方程 (1
.

9) 有解
:

尸
蓝

钾
,

功 = 尸晋(%
, 夕) + K

·

尸晋(劣
,

梦)
1

. , 。、 戈一 a

= 一 万
一

In (Z a ‘

) + 泛万
2 a 2

a Z
+ 之

+ 兀 (
, 一丝二户、

、 ‘ /

(F
。、

K.F
·

)

瓷漂貂
.

n 二(x 一a )
5 1 n

—
一

—C

co乙祠
+

十 乙 犷
。

sh〔n 二 (, 一 a )/ Z
a 」

sh (n二c
/ Z

a )

。二(夕+ a )

2Q

+ 艺 研
,

sh [ n 二 (b一“)/ Za 」
sh (n 二 c / Za )

n 二 (夕+ a )

2 口

a
( 戈( b

一 a ( g ( a

(1
.

16 )

显然
,

F 。和F 。 可由 (1
.

1 3)
、

(1
.

14) 式分别截取有限项
,

用Se id e l迭代解 出
.

而川
, ,

尸
。 ,

V
。 .

可用辛 卜生积分法达到任何希望之精度
.

下来应该确定K 了
.

按照复变函数理论
,

定义于两连域的解析函数必须满足下列条件以保证共单值 特 性 :

q) (z) 之虚部Q (二
,

功应有

手
‘ 口Q (二

, 夕)

口s
d s = 0 (1

.

17 )

这里L为两连域中包围L
‘

的任一闭曲性
。

我们选择折线A
一
B

一
C

一
D

一
A来充当L (看图 2 , 3 )

。

又由C a u e li y
一

R ie m a n n 条件
,

(1
.

2 7 )式应与下式相同
:

6 丝笠鱼鱼 d : = 。

J ‘ 口n
(1

.

1 7 )

实际上
,

由于对称性
:

乡
: 日P (大

, 夕)

a n

d : 一 :
币一丝兰鱼贝 d ; = 。

J . 月 口n
(1

.

17 )
“

代 (1
.

15 )
、

(1
.

1 6 ) 式入 (1
.

17 )
“

可得
:

K = 一I ;
/几

可由下式计算
:

(1
.

1 8)

其中1
、 ,

l
,

是实数
,

口尸
l

(%
, g )

口刀

b
a s =

二一 In

艺C

4 a ,
b

,

(a
Z + b玄产

z一理

一
.

白

0一
.

十0]
�

一a
刁口

fl!
J
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{
厂

·△二 , h
一

器
一研

·

“
·

_

_ 工一一 )
,

男 。 【
一 , 一 n “ C r十 ‘ 几 ”

、
c L“ n 二一

5 月
-

一

一
, 刀 . 1 ‘

(一 1)
”

sh n 兀 l
2 Q

十 th
,

塑鱼

OO乙间8
+

+ 乙 F
。

(一 z)
”

e th n 汀 一 (1
,

19 )
份 . 1

{
(一 1 )

”

shn 兀 }

a尸
:

(二
, 夕) J _

_ 1 b
.

男
—一

~

二一 一
~

-

一“ 百
一

一二,
——

份
.

/

d n 艺 c {二

F
。

(一 1 )
”

月汀 ee
(一 1 )

”

shn 汀

+ th卫汀鱼
‘

(1
.

2 0 )
七月奋L

V

r‘口‘r.t

月G

了..
曰

一一
了占

这里△
,

= (l一 (一 1 )
”

] / 2
.

这样环域的内半径可由下式确定
:

r 二 e K = e 一1 1 / I :

中(二)函数之虚部也可由

(1
.

2 1)

aP aQ

口g 口戈
(1

.

2 2 、

厂�一g日一口
一一

r.尸‘一戈日一a

得到
:

Q ’(戈
, 夕) =

夕一 Q

2C
ln

Za 忍

a Z + b
Z

戈一 a ,

2 a 2
.

(二一 a )
“
一 ( g 一 a )

“

一
~ 二 ~ 一 I n

、~

尸豆下 re 了 , , 十—一—
; 至一一

—
Z C 口一 十 U 一 4 C -

4 a 2
b

2

‘n ( a ‘
+ 石平

+ K }上
丛

_

_

足 ‘

(二 一a )
“
一勿一 a )

2

c 2 }

一乙 (F
。

+ K

+ 皿 凤

.

户 、

丝L丝些些二置)全工 n汀 (戈一 a )
C 0 5 一—

—
C

e h〔n 二 (刀一 a ) / e 〕
shn 汀

n 二 ( % 一a )
C O S 一一

—
C

(F
。

+ K
·

万
。
)

e h {n 二 (b一 义 ) / c ]
s hn 万

, 二 (刀一 a )
CO S -

—一
8乙祠8

十

一乙 尸
。

c h [ n 二 ( x 一 a ) / c }
sh n 兀

n 汀 (封一 a )
C o s

-

一一—
_ _ _ + C

,

” 一 工
(

a《 x 《b

a ( 夕簇b
) (1

.

2 3 )

8训乙。! (!
, 。
卜丫

!n 石
霎
夕 + K 些二 g 十 (F 。十 K F

二

)
s h ( n 二夕/ c )
e
h ( n 二a / c )

(洲 O

.

CO S

n 兀 ( % 一a 少

C

+ 乙 附
。

e h仁n二 (b一戈) / Z
a ]

sh (n 二e
/ Z

a )
C O S

n 二 (夕一a )
2 口

+ C :

n 一 l

(
一

氮羹: ) ( 1
.

2 4 )
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这里C
‘,

C
:

为积分常数
.

由* (二)一In
一不

呷
可得

:

二 (:卜
二

·

。* (二) 一 二
·

。尸(!
, , ) + *。(

!
,

, )
(1

.

2 5)

不难发现C
: ,

C
Z

仅与 邵 (司 的幅角有关
,

可以用Z平面上的百点映射到W 面上百点 (看

图 1 ) 这对应关系求得
:

C
:

, 0

C
Z
“粼

一 ‘凡 + 凡
‘

户 、 , 卜卫些g 、
-

工到 )里
‘ ” , ‘~ 产 ’ , n 汀C

甘 5 11
——

七 - (

一
二}

{
(1

一

到此
,

问题已完满地得到解决
。

二
、

数 值 结 果 与 讨 论

本文论述的方法已被编制成电算程序
,

在西安交大计算中心的A N D R O M E D A SY g T 只M

1 1/ B
一 32 / 2 2 0微处理机上计算的数值结果被列于 表 1 , 2 , 3

.

公 式 (1
.

1 5)
、

(l
.

16) 中的 诸

无穷级数分别截取 9项或15 项或25 项
.

结果表明内径 : 之最大误差小于0
.

1 肠
,

常数C
Z

之最大误

差小于0
.

2 肠
.

这说 明本方法是可靠的
.

显而易见
,

本方法对计 算 机内存单元的要求极小
,

特别适用于微处理机运用
.

在这种 5 0 0。次/ 秒的机子上计算一组数值
,

当取 9 项时仅历时 2分

钟
.

可见
,

本方法也是十分经济的
.

为了避免错误
,

程序中还设计有回代点的过程
,

以检验 Z平面域边界上的点是 否映射到

砰平曲环域之边界上的点
.

图 4 列举了部分边界点的映像情况
,

说明本方法是准确的
。

Z (10
.

10 )

,

;
0

.

3 8 2 4 2 8

0
.

7 0 7 1 0了

0
.

6 2 5 9 2 7

0
.

6了9 0 4 5

0
.

6 9了32 9

0
.

7 03 10 8

0
.

了16 8 2 9

0
.

7 13 8 0 9

0
.

7 16 3 4 7

0
.

7 18 1 8

0
.

3 8 2 4 2 8

0
.

70 7 10 7

0
.

6 2 59 2了

0
.

6 7 9 0 4 5

0
.

6 9 7 3 2 9

0
.

7 0 3 1 0 8

0
.

7 0 32 59

0
.

7 0 03 3 5

0
.

6 97 7 3 1

0
.

6 9 58 5了

, 。

望
, g

夕
, 。

犷
曰

万
,

“ ’ ‘

娜 10, 8)
又6 , “

丫 (1 0
, 7 )二

(0
.

7 07
,
0

一

7 0口

而万对E 二毖 加万

(0
.

382 , 0
.

3 82 )

(5
,

0 ) l (1 0
, o )l x

(0
.

。峨05 3 5 , o ) (1
, 0)

图 4

冲‘nO工卜U

5109786101010拍

表 1 环 域 的 内 径
f

~~~
。/ bbb 0

.

111 0
.

222 0
.

333 0
.

444 0
.

555 0
.

666 0
.

777 0
.

888 0
.

999

入入 一~
---------------------

99999 0
.

10 8 6 5666 0
.

2 1 7 82 777 0
.

3 2 6 9 888 0 4 3 5 D6 777 0 5 4 0 8 3 555 0
.

6 4 2 9 1 666 0
.

7 4 0 2 5 333 0
.

83 2 2 7 999 0
.

9 1 8 8 3222

111555 0
.

10 8 6 0 111 0
.

2 1 7 77 000 0
.

3 2 6 9 1 111 0
.

4 3 5 0 1 444 0
.

5 4 0 7 9 000 0
.

6 4 2 8 4 555 0
.

了4 0 2 0 000 0
.

8 3 2 2 1 999 0
.

9 18 7 6444

222 555 0 10 8 5 8 666 0
.

2 1 7 75 111 0
.

3 2 6 88 999 0
.

4 3 5 00 111 0
.

5 4 0 7 7 333 0
.

6 4 2 8 3 333 0
.

了4 0 1 9 111 0
.

8 3 2 1 9 888 0
,

9 18 7 39
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积 分 常 数 C Z

仁
les

卜10

表

\\
、
_

N

而 !
’ _

f
一 U

.

1 { U
.

Z 0
.

3 0
.

8

0 14 9 20 6

0
.

14 9 12 5

0 1 49 08 8

竺
一

⋯三 ⋯立
166 52 1 } 0

.

18 6 6 4了
’

0
.

2

0
.

7 0
.

9

0
.

1 4 12 2 8

0 14 1 1 4 4

0
.
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附 录

文献〔3 ]论迷了一种调和方程D iri ch let 问题有限元方法中的一种解析模式
:

对矩形单元
,

在 通 常的双

线性模式后迭加了两个级数
,

使得最终的结果为级数型式的解析解
.
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系数的通用公式
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附 图

这里j
。 ,

份压一 “ 孟 ,
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P , , h, ,

g 八 ,

q
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r 。

是函数j(x )
,
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为调和函数在六个节点 七的数值
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r
( , ) 的F o u r ie r 系数:
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