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摘 要

木文引入载荷分布函数使复合载荷依单参数变化
.

并选取平均挠角作为单一的位移摄动参数
,

给出了在均布载荷和中心集中力联合作用下边缘固定夹紧的圆薄板大挠度问题的摄动解
.

并 讨 论

了中心点挠度为零的特殊情况
.

— 已 ! 全护
、 J 压 卜万

在 v 。。 K 巨r m 应n川提出薄板大挠度方程后
,

钱伟长教授
rZ , , ,

” 以巾心点挠度 为 摄 动 参

数
,

成功地解决了均布载荷和中心集中力作用下圆薄板的大挠度问题
.

之后
,

叶开沉
、

胡海

昌
、

潘立宙
、

林鸿荪等用摄动法解决了环形薄板
、

椭圆形薄板等一系列大挠度问题
‘“一 ? ’。

W
.

A
.

N as h 和 1
.

D
.

C o ol y 〔“’ (1 9 5的 用摄动法研究了椭圆形板的大挠度问题
。

R
.

S o hm idt

和D
.

A
.

D a D e p p o ‘’o , ‘, ’ (2 0 7 4
, 1 9 7 5) 用摄动法处理了一些膜和板的问题

,

他 们 在 比 较

了几种摄动解的结果后认为
“

仍以钱伟长的解为好
” .

胡海昌教授首先研究了圆薄板在均布载荷和中心集中力联合作用下的大挠度问题
,

他先

用载荷双参数摄动
,

作了计算
,

又采用与载荷相应的两个广义位移作为双摄动参数
,

进行了

一些分析
.

他认为载荷 参数法计算比较简单而结果较差
,

位移参数法结果较好而计算却比较

复杂
,

指明双摄动参数在计算上的困难
,

并指出了中心点挠度为零而其它点不为零的场合
,

还对此作了计算
.

木文试图解决这一困难
.

在弹性范 围内
,

对于某一复合载荷作用的结果
,

作为加载后的状态
,

可以选取特定的加载过程作为计算途径
.

据此本文引入载荷分布函数使

复合载荷按 比例依单一载荷参数变化
,

并选取加权平均挠角作为单一的位移摄动参数
,

给出

了均布载荷及中心集中力联合作用下边缘固定夹 紧的圆薄板大挠度问题的解答
.

进而讨论了

中心点挠度为零的情况
.

说明以中心点挠度作为摄动参数
,

仅当

一 0
.

6 < P / 二R
Zg < 一 0

.

0 5

时失效
,

在其它情况下都是简便
、

理想的摄动参数
.

文中还讨论了复合载荷下圆薄板的变形

形状和某些变形过程
,

并给出了不同载荷不同“值下的非线性刚度系数
.

本文与弹性膜盒受复合载荷的计算有关
,

而膜盒等弹性元件在仪表工业上有重要的实际

意义
.

中心点挠度为零正是力平衡式仪表中常见的现象
。

. 钱伟长推荐
.
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圆薄板半径为R
,

厚度为h
.

函数
,

并适合 K ‘rm 如方程
:

、

基本方程及其摄动解

设横向挠度为切
,

中面薄膜力为N
, ,

N
。 ,

它们都是半径
r的
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a r

式中
,
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,
D 二
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:
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12 (l一拼
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’
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。
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当 r二 0

d 功
_ ,

_
、 、 ,

.
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,
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,
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d 切
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.
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,

N
,

有限 }
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:
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Z
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Z

N
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3
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:
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货)
一 :

嘿
+ 。(刀

+

劲

苏
(二S ) +

合(鲁)
’
一。

, 一“+ 2二

器
边界条件化为

:

当二一 , 附一。
,

登
一 。

,

(J 一。 : + 2

尝
一 。

当X 一。 、、
豁

,

、限

(2
.

3 )

(2
.

4 )

} (2
.

5 )

在方程 ‘“
·

4 , 中
,

由于”,入载荷分布函 数
,

“十备
,

复合载荷依单参数 。变化
·

当载荷

以均布力为主时
,

可取刀二 l ,

由(2
.

3 )式
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口一
子
(, 一户

2

, 、云i两丙 “
‘ 。广E “

其物理意义是无量纲均布载荷集度
,

而
a 二 尸/ 二R

Zg ,

可视为无量纲集中力
.

当载荷以集中力

为主时
,

可取 a == !
,

则

3
, . , 、 ,

—
。 。 ,

、 ,

,
, ,

叼 = 一了气l一厂) V 3 (1 一那
‘

)“
‘

厂 / 厅月川
任

是无量纲集中力
,

而刀~ 二R
Z

打尸
,

可视为无量纲均布载荷
。

摄动参数选取加权均方根挠角
:

, 一、
知众半)zr

一 ‘
·

ZO dr
(2

.

6 )

当几= O , 。是均方根挠角 ; 当元= l , ￡ 是沿半径平均的均方根挠角
; 当 之~ 2 , :

是均方根

环向曲率
.

下面仅用这三种位移摄动参数求解
。

结果以几= 1为佳
。

令
‘2
一

专
.

!:(芸
一

)
’· ‘一

“
·

兴磊户
”

2

一
“

(2
.

7 )

载荷参数Q
,

无量纲挠度牙和中面力S,

Q ~ g ; e + q a‘吕 + ⋯

T均可用
‘

展开
:

牙 = 。 , (劣) ‘+ 切
:

(x )
。”+ ⋯

S = s : (戈)
‘2 + ⋯

T = t: (劝 ‘2 + ⋯ } (2
.

8)

将 (2
.

动式代入 (2
.

4)
、

(2
.

5) 式
.

由于等式对于任意
‘值成立

,

故可依
‘ 的 不同幂次

,

分

别相等
,

得到
:

、.尹、户
,

t.‘布皿
了.、百矛、l

,

1
�

、
.
...夕...J

券(
!

努今
一 。!

( ”
+

劲
。 ,

( 1) == 0
,

川主(l) , 0 ,

li m 斌了叫恤 ) 有限

(x s Z

)
l

二二二

一 一
以争

2

( 1一拌) s :

( l) + 2 5 生(l) = 0
, s :

(0 ) 有限

d
Z 了 d 田

。
、

丽
‘

气
“
刁犷)二

“Z w 、+ 。
。

(皿)

。 3
(l ) = 0 , 切 二( 1 ) 一O ,

1im

且 ,
2

一
:
+ 2 二

会
·

同样
,

将 (2
.

5) 式代入 ( 2
.

7) 式可得
:

{{
却 ;

2 · ’一

‘“一
‘

加
切 : · ‘一

漏
一“

(2
.

9 )

( 2
.

1 0 )
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顺序解问题 ( I )
,

(I )
,

(正)
,

即可 确 定 。 ;
(x )

, 。 ,

(x )
, 、: (二 ) 和 z: (二)

,

由 (2
.

9 )
、

(2
.

10) 式可确定常数q : , q 。,

从而得到复合载荷下圆薄板大挠度问题的摄动解
.

由问题 (1 )
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,
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,

切 :

(戈)二 口
,
I

,

伽、+ 口登I
。

。 ; (x )二 7 sJ
,

(二 ) + ; 全J
a

可 以设

(劣)

(% )

其中l
: (二)

,

J 、(x )已由 (2
.

1 1)式表出
,

问题 (l )归结为求I
:

(二)
,

J
3

(x ) :

券
一

(‘会)
一秘““’

I
:

(l)二 0 ,

J
3

(l )二 o ,
lim 斌了J

:

(戈)有限

解得

{
吕

(
‘

)
一 {“

。

(
x , + 雪

1

(‘ , )
n ‘ +

「

鬓
2

‘“) ‘n !
’ + ‘

3

‘x , ’”
“x 〕‘5‘“ 飞

J : Lx ) , L刀。 t戈) + 冲
1
(x ) In x + 刀

2
(x ) In

‘
x + 刀。(x )In

“劣 1/ 5 7 6 )

(2
.

2 2)

(2
.

12 )

(2
.

1 3)

(2
.

1 4)

(2
.

1 5 )

(2
.

r6 )

式中

言
。

(劣) ~ 〔a
。
+ a l% + a : 劣 2

+ a ox 3
+

‘; 4 x 4
+ 。。劣 乐 + a o x o

j/ 3 6 0 0



复合载荷卞圆薄板的大挠度问题 71 5
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综上所述
,

复合载荷圆薄板大挠度问题的解为
:

(2
.

2 1)

(2
.

2 2 )

(2
.

2 2)式
,

I
,

(二) 见 (2 一 工)八U

、....L了....t,.2

2共中

式
,

Q = 。: 。 + 口
: 。“

班 (x ) = g ‘I
:

(戈)‘ + [ g : I
;

(男) + q 孟I
。

(x ) l‘3

S (苏) = f
Z

(x )g 全‘“

T (戈) = 夕
:

(戈)q l‘,

口, = 2/ 斌月
一 , 母3 = (一 B / 汉)g {

,

A
,
B 见 (2

.

1 9 )
、

I
。

(x )见 (2
.

16 )式
,

f
Z

(二)见 (2
.

1 2 )式
, 夕:

(x )见 (2
.

1 4 )式
·

三
、

中心点挠度为零的情况

假定在加载和卸载时均布载荷和集中力保持固定的比例
.

首先
,

我们寻求按小挠度理论

中心点挠度保持为零的条件
.

由 (2
.

2 2 )式
,

中心点挠度为
:

研 (0 ) = 9 1
1
:

(0 )
。
+ 厂Q

s
l

,

(0 ) + 口孟I。 (0 )」
。a (3

.

2 )

由 (2
.

1 1 )式和 (2
.

3 )式
,

可知I : (0 ) = 0的条件是

P = 一二 R
Z口/ 4 (3

.

2 )

因此
,

当集中力是均布载荷总量的四分之一
,

且
.

方向相反
,

在小挠度范围内中心点挠度保持

为零
。

其次
,

讨论一下在非线性弹性变形过程中
,

中心点挠度通过零点的条件
。

由 (3
.

1) 式可

知
,

牙 (0) = 0 的条件是
‘ 2
= A

,
I

,

(0 )/ 考谨〔B l
,

(0 )一A l。(0 )〕} (3
.

3 )

今取拜二 0
.

3 ,

由 (2
.

1 5 )式求
e ,

代入 (2
.

2 1)
、

(2
.

1 5 )式求出 I: (0 )
,

I
:

(0)
,

对于之二 o , z , 2 取

(2
.

19 )
、

(2
.

20 )
、

(2
.

2 1) 三组 A
,

B值分别求出中心点挠度通过零点的
‘
值

,

如图 1 所示
.

一般 说来
,

当集中力和均布载荷方向相反时
,

圆板中心点挠度有可能等于零
.

而当单一

载荷作用或集中力和均布载荷方向相同时
,

圆板中心点挠度为零就是难以接受的了
.

以此为

原则
,

从图 l中可以看出
,

三种平均挠角中
,

以兄= l为佳
.

从摄动解看来
,

中心点挠度为零这一种情况
,

对于线性变形来说
,

是中心 点 保 持 不动

(条件是 (3
.

2 ) 式) ;
对于非线性变形来说

,

是中心点挠度从正值
,

经过零
,

变成负值
,

或

从负值
,

经过零
,

变成正值 (通过零点的
‘

值见 (3
.

3 )式)
.

这种非线性变形过程在第五节中

还将通过变形曲线的发展的具体算例 (图4) 予 以说明
。
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.
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(刀二了
’

2

图 1 中心点挠度为零的‘值

四
、

以中心点挠度作为摄动参数

如果选取中心点挠度作为摄动参数
,

则 (2
.

17) ~ (2
.

21 )各式失效
,

。 :

(0 ) = q 1
1

,

(0)二 !
. ’ .

q : 二 l/ I
,

(0 )

w 。

(o) = g :
I

,

(o) + q 11
:

(o)二 0
. ’ .

q :
二 〔一 1

3

(o)/ I
;

(o) ] g 孟

代之以下关系式
:

} (4
。

1 )

如同 (2
.

18 )式一样
,

也记 q 3
= K g 豆

,

则 K = K
。
= 一 1

3

(o)/ I
,

(o)
,

此时 (2
.

2 2) 式和 (2
.

2 1 ~

2
.

1 6) 诸式继续有效
.

如果把摄动参数仅仅看作是一个媒介
,

可令
。、
二 q : ‘,

则 (2
.

22 )式化为

口一
。、+ K ‘

甲 (x) 一‘
!

闭{
〔 1 +

【
兀十

一

分哥〕
‘ :

(4
.

2 )

、...万..了、....夕
、.tr,

S (二) 二f
:

(x )‘盆

T (刘 = g :

(x) ‘釜

(J
.

2 )式对 年种摄动参数都适用
,

在这里非线性结构进一步简化
,

选取不同的摄动参数 所得

到的摄动解
,

仅仅在常数尺的数值上有不大的差另IJ
.

今 以三种平均挠角作为 摄 动 参 数
,

由

(2
.

1 9 )
、

(2
.

2 0)
、

(2
.

21 ) 式分别求出K 值并与以中心点挠度为摄动参数求出的 K
。

对比
,

结

果如图 2 所示
。

从图 2 看出
,

平均挠角作摄动参数的K 值仅在 尸= 一二 R
Z q / 4 附近和中心点挠度作摄动参

数的K
。

值有较大偏差
.

如第三节所讨论
,

这是中心点挠度可能为零的特殊情况
,

此时中心点

挠度作为摄动参数失效
.

对元= l ,

}K / K
。
一 11 > 0

.

05 仅发生在刀二 1 ,
一0

.

56 < a < 一 0
.

07
,

在这个范围以外
,

中心点挠度是简便而又理想的摄动参数
,

从图 2 还可看出
,

在刀= 1 , a > 0
.

02 和 a = l ,

刀> 一 0
.

98 的多数情况下
,
元= 1 的K / K

。

值

在 l~ 1
.

02 5范围内
,

其刚度比用中心点浇度摄动的计算结果稍小一点
。
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图 2 不同摄动参数的K / K
。

五
、

圆薄板的大挠度变形形状和某些变形过程

图 3给出了召= 0
.

3的圆薄板在不同载荷比例下的变形形状
,

是用之= 1的平均挠角进 行摄

动计算
,

且刀= l , ‘== 0
.

5
.

从图 3可 以看出
,

当集中力与均布载荷方向相反时
,

板的中心有明显凹陷
.

图 4给出了群= 0
.

3的圆薄板
,

在夕= 1, a == 一0
.

2 4 7 2 3的载荷下的变形过程
.

当
‘
~ O

,

5时
,

中心点挠度通过零点
.

在集中力和均布载荷按比例加载的过程中
,

当
‘

< 0
.

。,

中心点挠度为

~ 唤澎
, r / R

}
、, / 。

图 3 圆薄板变形曲线 (“二口
.

3, 夕= 1 。 二 0
.

5 )



图 4 圆薄板非线性变形过程

(拌= 0
.

3
,

刀二 1
, a = 一 0

.

247 23 )

正 , 当。> 0
.

5 ,

中心点挠度为负
.

这是非线性变形特有的现象
.

表 1 (P《二R Z Q) 刀= l
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六
、

非 线 性 刚 度 系 数

表 J
、

表2给出了以 之= l 的平均挠角为摄动参数
,

不同环值在不同比例的复合载荷下的非

线性刚度系数q ; , q 。
.

再利用 ( 2
.

2 2 ) 式和 (2
.

1 1) ~ (2
.

1 5 )式
,

即可进行复合载荷下圆薄板大挠
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度的实用计算
.

本文忽视了集中力的局部剪力效应 , 故当尸今 。时
,

在板的中心点附近
,

半径 为 厚 度数

倍的小范围内
,

上述计算无效
。

感谢
: 本文所研究的问题本身以及解法

,

都是钱伟长教授提出来的
,

他还给 予 具体 指

导
,

谨表示衷心的感谢
。
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