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摘 要

R
.

5
.

S a n d h u 和E
.

L
.

W il so n 提出了弹性介质中渗流分析的有限元法 , 幻 ,

可以用来分析较复杂

的工程问题
,

本文将此方法推广到粘一弹性介质情况
.

当土骨架是粘一弹性介质时
,

应 力 与应变的关系

随时间变化
.

增加了问题的复杂性
.

本文提出了折算弹性张量的概念
.

即当有限元法计算中的时 间 间

隔 △t 预先给定时
.

在此间隔内应力增量和应变增量可以近似表示为线性关系
.

这些线性比例常数将称

为折算弹性张量
.

S a n d h u
和 W il so n 方法仅能用于弹性介质情况

.

根据折算张量概念
.

本文方法适用

范围推广到粘一弹性介质情况
.

一
、

折 算 弹 性 张 量

1
.

粘
一

弹性介质三体模型和本构关系

粘性元件的应力
一

应变关系可以写成
:

a ‘, = 刀
‘, 。“。

:

(1
.

1)

e , : 上面的点号表示对时间求导数
,

叭 , 。:
是粘滞张

量
。

类似于弹性张量 C : , 。‘,

也存在如下对称关系
:

刀‘, , :
= 刀, ‘。: = 刀‘, : 。= n。“, (1

.

2 )

将介质看作如图 1 所示的三体模型
,

采用如下两个 r

条件寻求应力
一

应变关系

二
l

_

e ‘, ” e
吕

, + e
乃

, , 口, , 二 a 奋;
,
+ a J爹

,

(1
.

3 a ,

b) 丫
首牛作分部分析

,

今有如下的逆对关系
:

,

a . , 二 C万;飞
‘e
二、

, , e
李乡

, = F 奋乡飞
‘a 。‘

(1
.

4a ,
b )

式 中
,

C吕么
:和 F 奋儿

:

各为模型弹簧 (1
.

1) 的刚性和

柔性张量
.

其次有
:

a分 = 叭林 , ‘钾
, a行

, 二 C器奏
‘。
钾

衍括,
是粘性元件的粘滞张量

,

C器弘
‘

是弹簧 (1
.

2)的刚性张量
.

山 , 二 a扮 + a理 = C ;;玉
: e
钾 + 叭 , 。: ‘W

C 妞,

止I肠了

仍蕊

刀11石刀

o 住 ,

材

C咒
.

嘴

}}}}}

}}}
‘‘

图 1 介质三体模型

(1
.

sa ,

b)

将 (1
.

5 a ,
b)式代入 (1

.

3 b)中
:

一

(
e :;、

‘
+ 。‘, 一

令)
·
钾 (1

.

6

钱伟长推荐
.
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(1
.

4b) 式可改写为
: e
纷= F 玉齐

q口奴
,

则有

(
c ;,、

: + 。
‘, , ‘

令)
。
;卜 F。

。

(
C‘、

: + 。·,一

令)。
。

(1
。

7)

将 (1
.

6)
,

(1
.

7 )两式相加
,

考虑到 (1
.

3)的第一式得
:

(
C ;,、

‘+ 。。, ·‘

令)
二 : 一a ‘, + F :、

。

(
C‘,、

2 + 。
。, · :

备)
a , ·

“, ·“, 。 + F‘协
。

(
C‘,“+ 。‘, 一箭

一

)〕
a , 。

(1
。

8 )

(1
.

5) 式即所要求的
“

本构关系
” .

其中d‘
, ,

句
。
均为K r o n e c k e r d e lta s

。

2
. “

本构关系
”

的积分和
“

折算弹性张量
”

将 (1
.

5) 式从t ,

到ta积分可得本构积分关系
:

C‘,‘
!

丁::一
(·)d

· + , ‘, 一 :一 (,
:

卜
· , : (, : )〕

一 ‘“‘
·
“, 。+ F‘协

·
C‘,“

! ,

I之
a , ·‘·)d · + F “协

。 。。, 一 「LT , 。(‘
2

)

一
(, 1

)〕 ‘,
·

。)

(f
1 ,

几)是有限元法计算的一段时间间隔
,

在这样的时间间隔△t= t: 一 t :

中仍存在应变
一

位移关

系
:

· , ,

一
‘。 , : ) 一

含(会
+

斋)
Sa n d h u和W ilo o n 在时间离散化中

,

在每一段时间间隔内假定变位
“‘ ,

时刻t的线性函数
,

在本文中仍沿用这个假定
.

今设

(1
.

1 0 )

应变自
, 和应力 汀 , ,

都是

(1
.

1 1)

则有
:

文票戮器瓷食{ }
·。‘(·)一

。‘(, ;

卜岔
‘(一

, 、)

{ (1
.

12 )

几
。 (二) == 。 , 。(t: ) +

(1
.

12 )代入 (1
.

9 )式得

△几
q

△t
(: 一 t: ) (t :簇二

( t :

)

将(1
.

1 1)
、

「 △t
(占. , d , 。 + F鑫协

。 C奋;飞
+ F踢

。 。。, 一

〕
△a , 。

(旦红
、 2

C‘,、
: + 。. , 。!

)
△。, : 一仁(“

。,
“, 。+ F ill)r

·

C荟;飞
: )a , 。

(矛
:

) 一 C万;飞
: 。。 : (i

;

)」A ,

(1
.

1 3 )

t: 作为这段时间的初始时刻
, 。, 。 (t : )和 。。‘(t , ) 都作为已知值

,

(1
.

1 3)式表示应力增量和应变

增量的线性关系
.

从 (1
.

1 3 )式可以解出形如

△a ‘, = C几
。 : △e , :

+ a二△t (1
.

1 4 )

的关系式
,

其中 C升
* :
是

“

折算弹性 张 量
” , cT几 是折算的初始应力

。

这里C岛
。 : 在时间间隔

△亡中是常数
,

所 以S a n dhu 和W n s o n 所构成的公式仍可应用
.

注意本节所求的 (1
.

1 3 ) 式虽是

近似关系
,

但是只要在△t时间段中△
e , :

和△沂J
都能近似地看成线性变化

,

则 (1
.

1 4) 式是足够

准确的
.

这正是S a n d hu 和W ils on 建议方法所需要的
.
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3
.

平面应变问题的
“

折算弹性模量
”

以下具体写出平面应变问题的
“

折算弹性模量
” .

应力
、

应变及折算弹性刚度都写成矩

阵形式
。

对各向同性问题采用两个弹性模量
:

体变弹性模最元和剪切弹性模量p
,

如图 1 所示

的三体模型
,

对于剪切有三个元件组成
,

G
,

弹簧以及并联的 G
:

弹簧和叮粘性元 件
.

一般认为

之是常数
,

而势与时间有关
,

沪可用算符形式写为
‘“’

_

鱼旦过旦
:
夕左-

(G
、
+ G

Z

) 十刀P (1
.

1 5 )

这里
:

P二 d / dt

应力
一

应变关系可形式地写为
:

{a }= 厂D 」{e 卜

这里
:

}
只+ 2功 2 0

兑 元十 2 矽 0) (1
.

16 )

r贾哥1

1
一一D

公Ue口
了..J
、l

一一
口

!
户口了臼�aa了.,J、

一一J
r诸匆

将 ( 1
.

15) 式代入 ( 1
.

1 6) 式
,

等式双方均乘以 (G
; 十 G 刃十 刀P

得
:

(
。

1
十。

:
+ 。

杀
一

)
、。

{
, (。 : + 。2

) + 2 o 1 G 2 + (“+ 2 G I
) 。

杀
_

,

_
.

d
几(行 1 + “2

, + 人刀 d 了

0

“‘G l + G Z
) + 还。

系
‘、G

l + G Z。+ ZG 飞G Z+ (“+ 2 G I )。

纂 {e
}

‘ , G Z + G -
d

口沂

( 1
.

17 )

仿照前一小节
,

将 ( 1
.

17、式从‘到红积分
,

注意当f( 约在间隔 (t
: ,

tz) 中呈线性变化时
,

有

rt
: , _ d 、

, , J ,

“
‘

11
, .

.

, ,

、
‘ ,

J
, :

又“ + “了矛
一

) ‘
“犷一 ” I L‘” “‘十气百 ”。‘十 “ )“‘ (1

.

1 8 )

这里
:
月

,

召指常数
,

而A f = f (tz ) 一f (tl )

经过简单计算可得

f
。 ,

ZG
t
G

,
+ 4 G

; 刀/ △t
l 几十

~

元几
‘

上于
一

升诀
: 万去

二
气

一

万下

l
“ ’

(G
,
+ G

Z

) + 2叮/ △,

考△a } ~ l 之 之+

L ”

ZG
,
G

:
+ 4 G

:刀/ A t

(G
:
+ G

:
) + 2叮/ △t

G
.
‘

:
+ ZG

; 刀/ △t

(G
; + G

Z

) + 2 11 / △t{
福一

2 (G
,
+ 口

:

)

(G
;
+ G Z) + 2刀/ △f

犷。 (t
l
) 乍



ZG
,
G

Z

断干否丁

(1
.

19) 式可简写为如下形式
:

魂△a } = [ D △。J{△e }一D
。

{a } + [D
。

〕{e } (1
.

2 0 )

Z G
;
G

:
+ 4 G

, 刀/ △t

(G
,
+ G

:

) + 2叮/ △t
+

,流

r...
l
....
工工
.
.

.....L

这里
:

[D
△。 ] = 几+

ZG
,
G

:
+ 4 G

;刀/ △t

(G
:
+ G

:

) + 2叮/ △t

G
,
G

:
+ 2 , / △t

(G
:
+ G

:

) + 2 叮/ △t

n Z (G
l
+ G

,

)
灯

“
= 又瓦不石刃下厄刁瓦

(1
.

2 la )

(1
.

2 1b)

1.....搜.I..we

l

、

吮�G

00刀一+(

G一
、

r1(一G
一

2‘
,

G
,

滩十
一奋布 卞

一

汾带‘

廿 1一甘 2

, n ,

2 (G
I
+ G

,

)
L刀

‘ J = 了再石刀
-

干乏刁肠
ZG

.

G
,

滩月
~

,

下 , 居 于万号二

LT z + 行 z
( 1

.

2 1e )

4
.

一维问题的

在一维情况有
:

对应于 (1
.

1 9) 式有
;

“

折算弹性模量
”

口二
= (只+ 2妇‘ ( 1

.

2 2 )

“

一 (
、十

碧罕裂湍卜一韶复撬执
。 “

!
’

竹瑟漂:黯渝(a+ 停畏叠
~

)。 (tl) ( 1
.

2 3 )

对于以上的平面问题或一维问题来讲
,

当每次时间间隔At 为常数时
,

折算刚度矩阵以) 。
。

」
,

D
,

和【D
。

」可一次算好
,

供多次使用
.

二
、

二维问题的刚度矩阵及基本联立方程

S
.

R
.

S a nd h ti 和E
.

L
.

W il so n 用变分原理建立了离散化的求解方法
,

见文献【1 1 的 ( 5 1)
、

( 3 2 ) 式
.

殷宗泽等用虚位移方法
‘“’
推导了相应的公式

.

本文用 〔1] 的方法
,

并依据本文第

一节所述的折算弹性模量
,

将位移增量币△
: 于和孔隙水压力增量 {△耐 作为独立变分量

,

建立

泛函式如下
:
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Q‘△一 “·, 一

又〔合
“ ,

’·‘“· , +

合
‘△厅, , ·‘· , +

音
‘△厅‘二‘△·,

一、p F }二、△。} + 二·△e一 , + △兀· e一! + △二·△。一 , 一

含
。· {。,一 {△二

, ‘;

一

合
。 · {△。,二{△汀

, ‘}一

合
。 ·

协。}一、汀
, 。+ 。。F , 」d犷

一

1
5 :

‘r ‘二 ‘△·, d s +

{
s , 。·。

·“二d s (2
·

1
)

这里假定于F 卜
,

{f }
,

{口}是常数矩阵
,

不随时间变化
.

应力
、

应变都看作独立变 分 量 (变

位 ) 的函数
。

{补表示有效应力矩阵
,

{△醉表示其由 t卜
,

到 t。 的时间间隔 △t 上的增量部分
。

{时表示土体的应变矩阵
,

同样 协e} 表示其增量部分
。

{“} 与 协u} 表示位移与其增量 的矩

阵
.

p 是土的总质量密度
.

p 。
是孔隙水的质量密度

.

F是体积力
.
二是孔隙水压力

.

q 是孔隙

水的渗透速度
,

可 以应用达西定律求得
.

、

如 q 二 = k二 (二
, 二

+ p 。F
二

) + k
,

以二
, ,

;

+ p 。F ,
), 但其

中渗透系数瓜
, 常认为是零

.

故实际只剩下前面一项
.

9 是在运用G ur tin 原理建立泛函式时采

用的函数g 二 1“ ’. r 是在 S
:

上规定的边界力
.

口是垂直于表面S
:

的规定孔隙水流量一 表 示

卷积符号
.

再用位移与孔隙水压力的结点值佃
。}与魂二

‘

卜来表示 (2. 1) 式中的各项
,

有 :

单元位移 {u } = [必
。

〕, 魂u 。} 及 {△u } = [功
。

〕
?

{△u。}

单元应变 谧e 蛋= [功
e

J, 琦。‘} 及 {△e }= [功
e

]
,

{△。. }

孔隙水压力 二 = 〔必〕
, 浦二‘} 及 △二 = 〔功

,

〕, {△二‘}

孔隙水压力坡降
: {二

, ‘}= [必
。] , {, ‘卜及{△二

, ‘}= [功
。1 , {△二‘}

单元体应变
e v o l= [诱

‘] , 魂。‘少 及么e vo 一= [协
△]

,

{△u ‘}

边界力 {r }= 〔功
。

〕伙r耐

边界渗流量{西}= 〔功
,

〕了{百耐

(2
.

2 )

这里的【必
。

〕
,

【功
。

〕
,

〔必
,

〕
,

【功
。〕

,

【功△〕是相应的插入函数矩阵
.

将这些式子代入 (2
.

1) 式中
,

并

引用 (1
.

1的式可得
:

。 (△一 △·卜鑫J
,

([含
、厅(,一 , ‘二〔, : :一含

D
·

‘·‘,一, ‘二“梦‘
’

+

香
、·(、一 , ‘·〔D

·

〕二〔, : 」一 、。F ,二〔, : 」
’ + 兀(‘一)·〔, : 」

·

」协
! “ ;

+ 、△二 }·

【含
。, : 〕〔D ‘·〕二、· (t一 )}

〕

+

省
笼A 。·, ·〔价, , 〔D ‘·〕二 〔, 了 , ·、A 。‘, + 。

一
〔‘梦 1, ‘△! ‘,

+ 〔, : 〕
·

协二 . , · 〔, : , ·、△。‘ , 一

含
。· , 二 : (‘一 , ,

·〔, 。
‘

」LK 。一 L, 犷」
·、△二‘,

一

合
。! 、△二 , ‘·〔, 犷“〔K 〕二 〔‘犷〕

’‘△二‘,

一

音
。· {△二‘, · 〔“ , 〔K “’·〔‘, 〕’‘二。“一 , ‘
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一。, 谧。? F ,·〔K 〕, , :功;
!

: , 、△二
。

} )
d 犷

哭 淦 卿

一

卖
,

I
,

:

〔, : 〕
·。, : 〕、r · }“S 、△一} +

熹{
: :

二 「, : 〕
·。, : 〕‘。

, ,““/ 八一 ,
(2

.

3 )

注意在 (2
.

3 ) 式中有些项对下一步求变分时不产生影响
,

为了书写方便起见在这里没有列出
.

将 (2
.

3 )式对 {△。
‘

}
,

{△二‘}求一次变分
,

且令其结果为零得平衡方程如下
:

[K 州么u汁+ 〔C尸{A 亢汁~ 一 {M
,

(t
” 一 :

)卜一 {M
3

(t
。 一 ,

)圣

+ {M
‘

(t
。 一 ,

) } + {M
:

} + {P
:

}

[C 〕协
: , }一夕, [K 〕{△二。}= 夕州M衬一了M

。

(t
, 一 ;

)务+ 夕* {M
7

(t
。 一 ,

)冬一 夕, {P
Z
}

其中币△
u ‘}

,

{△二 ‘卜在这里表示对所有单元进行集合而成的整体未知量列阵
.

、

!
.
尸

!!
l

|l

⋯
‘‘..............

粼卿j[Da
·

〕· 〔, : 〕二犷
,

〔c 〕一

粼
; :‘: : 「。: ,

哪

犷

‘产..J

〔K J=

〔K 」= 旬
目 己. 1 一

,

畔〕〔们
, 〔粼〕

,

邵
,

{叭卜冬乙 〔功g 」沌a (t
。一 :

) } (1 一D
,

)d 厂

V

产...,
�

褚几J
:

}
一

匆
; 〔‘份“‘”尸‘“。

{M
3
} = 乙 厂功爱〕二 ( t

。一 ,

)d 犷

褚M
‘}= 乙

, ,

。
, .

1
,

。
, 、 ‘ , . 、 、 , , 厂 ‘

。
、

气L刀
e J一

‘

万 LLj △e J) 悦已 气了。一 x ) ra 犷 , 1厂 一少=
乙 鑫

,

{
: 、

〔‘丁」〔‘: 〕
’‘r 。’““

, ..J
用e2梦

卜.‘‘

y

r

l
.J

{M
。
卜二兄 {; [必: 」[K 〕{p O F }d 犷

,

{M
。

}= 艺 {仁功犷」〕[功艺〕
了

谧u (r。一 :

) 于d 犷
V

办
了

,

} 一

自
示

. 讨犷

[功公〕[K 〕〔功梦」
,

{二,
( t

。 一 :
) }d厂

,

{P
Z
} = 乙 I

, :
〔, ; 〕·〔‘: 〕‘。

。
,“s

( 2
.

5 )

它们分别表示刚度矩阵
,

渗流矩阵及其间的相互矩阵以及初应力影响矩阵
,

体积 力影 响 矩

阵
,

初始孔隙水压力影响矩阵
,

初应变影响矩阵
,

边界力影响矩阵
,

体积力对渗流的影响矩

阵
,

孔隙水压力的影响矩阵
,

孔隙水压力坡降对渗流的影响矩阵和边界渗流的影响矩阵
.

然后再将 (2
.

4) 式对时间进行离散
,

并假定以上各量在时刻 t: 与t Z
之间呈线性变 化

,

可得

到最后的基本方程表达式如下
:

〔K 州△,“卜+ [C ] , {△, ‘}二一 福M
:
(t卜

:
) } + {M砂一 {M 。(t卜

:

) } + 咬M
;

(t
。 一 :

) 乒

〔c 〕、△!。·

卜 〔“」粤
、△二 ,

卜〔“」, 二 ( , 。一 ) , △, + △, : 、, f
。

(,卜
:

) 卜

+

合
、△M

。

,卜 、M
。 (,

。
一 ) , + △‘〔、M !

“一 ) , +

通
一

亏△M
,

, 〕 (2
.

6 )

‘ , 。 ‘

n
, , 、 .

1
, ‘

。
、 ,

一。 丁 ; 嘴厂 : 气r卜 : ) + 下
~
嘴0 厂: 少J

石
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三
、

单元的选择及插值函数的计算

以下采用三角形单元
,

每个结点采用两个变位参数
“‘, v ‘和一个水压参数 , 。

,

如图 2 (a )

多俩
.
勺

.
吕(0

.

0
.
主)

敏 j
、

曝

里〔。 .

汤
.
二 : )

、

云舀痴只诀
: ) z(r

.

0
,

。) 勃“ 0 2(o几
.

0〕

(a ) 复合单元(变位
,

水压 ) (b) 三角形自然坐标

雪
‘二A

.

/法 占
: + 省

: 十 占
3 = l

图 2 三角形单元

(c ) 单元尺寸
2姓二 a , b 3 一 a Zb :

马 3

艺
。

习
“

,

一 。

1 二

三角形单元的自然坐标和单元尺寸见图 2 (b)
,

(。)
.

单元结点的变位和孔隙水压列阵各为

考u (t)卜“「u
: ” ; u : ”: u : ”3

] , ,

{二 (t) }= 〔二
, 二 , 二、

〕,

利用图2 (b) 所示的自然坐标系可得插入矩阵 [功
。

」, 和〔功
二

」,
各为

(3
.

1)

0 省
:

0 省。 0
u

氛
�n
甘r

..

l
.‘

[功
。

] , = 〔功
,

〕, = 〔舀
.
占

:
占: 〕 (3

.

2 )
0 睿

:
0 占

:

由于在自然坐标中该坐标睿
‘

对 二 , y 求偏导数存在着关系
:

睿‘
, :

= b‘/ ZA
,

省‘
, , = a‘

/ Z A

a‘,

b‘的意义见图 2 (c)
。

具体用结点坐标写出是

省
: , 二

= (y
Z
一y 3

) / Z A
,

省
2 , 二

, (夕
,
一y : ) / ZA

,

蜜
: , 二

= (y
:
一y :

) / ZA

霉
t , ,

= (x
,
一二 ,

) / 2姓
,

省
2 , , = (二

:
一 x 3

) / ZA
,

占
3 , , = (x

:
一二 : ) / ZA

(3
.

3 )

( 3
.

嫂)

根据应变
一

变位关系
。‘, = 冬(u ‘, , + 。, , :) 或采用矩阵形式 ( 1

.

16 )可得应变的插入函数为
:

‘

睿
1 , 二 0 睿

: , 二
0 占

3 , 二
0

0 舀
, , ; 0 占

雪
: , ,

占
: , 二

占
: , , 占

2 一夕

2 一忿

O 头
, ,

睿
3 , , 舀

3 , 二{
...r.t

一一
T

咖

0 b
Z 0 b

o o

(3
.

5 )

认。佑

l a l
o a : 0 a 3

b
, a ,

b
, a s

b
s}

根据以上各式以及 ( 1
.

2 1a) 式
,

参考 [ 1 〕可得单元二的应力
.

应变张量的刚度矩阵是

[K “」= A 〔功留」[D
, ,

〕f必梦」
r
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.
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再由 ‘ b
: a ,

b
。 a ,

b
、

凡as饥饥几几认认aa
人口
心

白: C」一

J
; 〔,

·

」〔,
·」·“犷-

(3
.

1 2 )
1一3!

四
、

具 体 解 题 步 骤

在具体解题时可参照下列步骤进行

1
.

将平面问题划分成一系列三角形单元
.

2
.

按照 (3
.

2 )
、

(3
.

5 )
、

(3
.

6 )
、

(3
.

9 )
、

(3
.

10 )
、

(3
.

1 1)
、

(3
.

12 )式分别计算 , 扩3
r ,

〔功梦〕
7 ,

〔诱犷」
r ,

[功梦」
r ,

〔必贯〕
, ,

[ K , 〕
,

〔C “」
,

iK “〕
.

3
.

由边界条件计算结点值 {r耐及{口价
.

4
.

在第一次求解时
,

可与W il s o n
提出的办法一样

,

在 (2
.

6) 式中令 八t= 0 来求解△
二 ,

与

△。
‘
= o ,

并将其作为初始值使相应之应力
、

应变均取零值
,

这表示初始时荷载全由孔隙水来

承担
.

5
.

选定合适的△t以后即可按 (2
.

5 )式求得 {M
,

}
,

{M
:

}
,

{M
:

卜
,

{M计
,

{M
。

}
,

{M
。}

,

褚M
,

}及{P : }
,

{P
:

}
。

6
.

解方程组 (2
.

6 )式
,

并将求得的
“。 ,

瓜值代入插值公式
,

再重新求出 (2
.

5) 式中的各

个矩阵式子
.

7
.

反复步骤 6 可求得任意时刻的
“与二 ,

即得到了沉降曲线
。

[ 1 1
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