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摘 要

木文应用双空间尺度法导出了含稀疏分布椭圆往形杂质的复合材料往中的均匀化稳恒热 传 导

方程
,

求得了等效导热系数的具体形式
,

并指出
,

当杂质枉截面单向分布时
,

宏观热传导是 各 向

异性的
,

而当杂质枉截面按方向均匀分布时
,

宏观热传导是各向同性的
.

一
、

引 言

复合材料的物理性质经常呈现小尺度变化
,

描述分析起来比较困难
;
采用适 当的均匀化

步骤
,

对这种物理性质作等效的宏观数学描述
,

在工程应用中是很 有 实 际 意 义 的
。

J
.

B
。

K e

lle
r ‘”‘幻 利用双空间尺度法对非均匀介质作了均匀化处理

;
丁汝

‘“’借 此 研究了含小杂质

球的介质中的热传导问题
; 本文用这种方法推导一种含稀疏分布杂质的复合材料柱中的均匀

化稳恒热传导方程
,

给出了等效导热系数的具体形式
,

所处理的模型如下
:

(l ) 假定有一无限长柱体
,

掺有稀疏分布的
、

与其平行的小杂质椭圆柱
,

杂质柱总数

为 N
,

数密度为 价

(2 ) 杂质柱的椭圆截面的半长轴均为 ea
,

半短轴均为 eb
,

a, b 与柱体的横向尺寸同量

级
, e
为小参数

,

即 o< “《 1 ,

( 3 ) 柱体的无杂质部分的导热系数为常数k0
,

杂质柱的导热系数都是常数左
, ;

k
。
斗点: ,

(‘) 整个柱体内有强度为K
x ,

誉
,

今的稳恒热源
,

且具有稳恒的温度分布
“ (二

,

a)
,

x = (x 1 , 二9 为 柱内各点的横向坐标
.

下面
,

我们首先就此模型导出一般的均匀化热传导方程
,

然后讨论杂质柱截面单向分布

和按方向均匀分布两种特殊情形
,

并指出
,

对前者来说
,

宏观热传导是各向异性的
,

对后者

来说
,

则是各向同性的
。

二
、

均 匀 化 步 骤

我们按照 J
.

B
.

K ell er , 2 ’ 的均匀化步骤来推导均匀化热传导方程和等效导热系数
.

补
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,

作者曾得到他的热情鼓 励 和指

导
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,

J
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B
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,
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.
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在所考虑的情形中
,

稳恒热传 导方程为

会(
K

一

斋)
一 “

(
X

,

誉
, ·

) (2
·

‘,

x = (x
; ,

从) 〔刀

二 :

匆
:

) 其中

「k
-

尤 = {
、左.

x 〔D , (j二 l
,

2
,

⋯
,

N )

(2
.

2 )
x 〔D

, * 〔刀
,

D 为柱截面区域
,

D , 为杂质柱截面 (参看 图l)
,

(2 1) 式中用了求和约定 (下同)
。

引进双空间尺度

劣

为 夕= 百

并令
u (劣

, 。) 二。 (x. 夕
, 。) 二。。

肠
,

夕) + 。。 ,

(x
, 夕) + 。2 。,

(x
,

夕) + ⋯

, (x, 冬
, 。

卜、(x’ ,
, 。) 一*

。

(x
,

。) + 。、
,

。
, , ) + 。“h

:

。
,

。) + ⋯

、 弓 /

代入 (2
.

1) 式
,

比较
。 的同次幂

,

得到递推方程

L I . o
二 0

L
: ”,
二 一乙

: ”。二 H
,

乙
; ”:

= 一L
: ”、

一乙。”
。
+ h

。
~ 月 :

其中

(2
.

3 )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

a / ~
L. ⋯

, 二~ - ~ . 卫、

dg
‘ 、

a / ~
乙

. 二二一 二户~ ~
. 丈、

d X ‘ \

口 / ~ a \
十

一 丁一一 ! 八
~

二贾一 夕
O夕‘ \ O 万‘ /

、、l了、‘.尹产。

一如
。

一枷

L
.

=
.

止匕了尤
- 旦一、

口戈‘ 、 口x ‘ /

显而易见
,

方程 (2
。

3) 的解为
”。= 。。

句
现在 引进积分平均记号

(2
.

6 )

厂(x) = lim

气今OC

把 (2
.

6 )式代入 (2
.

4 )式
,

得

会}}
, ,

“一“, J“
(2

.

7 )

岛
衫 ,
二 万

a尤 a”o

日y : a戈
(2

.

8 )

因此
,

方程 (2
.

4) 的可解性条件 H
;
二 o自动符合

,

取

J”。

U !
=

.

代二一,
~
切

‘
、劣

,
刀)

口X ‘
’

-

(2
,

9 )

其中甲
,

(x
,

妇待定
.

把 (2
.

的式代入 (2
.

5) 式
,

得到 甲 :
应满足的方程
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箭(
K

会)一器
(l 一 ’

,

2,

把 (2
.

6 )
、

(2
.

9) 式代入 (2
.

5)式
,

由方程 (2
.

5 )的可解性条件

均匀化方程

(2
。

1 0 )

H
:
= O

,

得到首项
朴。

(x) 应满足的

会(A’l 会)
一万

·

(x) (2 一 l)

其中等效导热系数 A ‘: (i
,

l= l
,

2 ) 为

过‘

一元。
‘: + 尤李

互 = 、
。
。, : + (,

,
一 ,

D

)(。
‘:
+
粤

~

、
o 夕‘

、 口夕, ,
(2

.

1 2 )

这里用了 (2
.

2 )式
,

末项取平均时仅需在杂质柱截面上积分
,

山
:

为 K ro ne ck er d
。

三
、

各椭圆截面单向分布的情形

首先考虑各个椭圆的长轴和短轴分别平行于 y : 轴和夕
2

轴的简单情形
,

即杂质柱截面单向

分布的情形
.

现在的关键问题是求解方程 (2
.

1 0)
,

根据杂质柱稀疏分布这一重要假定
,

可认为各椭圆

柱之间无相互作用
,

因而可对各椭圆柱分别解方程 (2
.

10)
.

取一个椭圆截面
,

令其中心位于

坐标系 O
一y 心

:

的原点
,

引进椭圆坐标“
,

劝
.

y l
= c e h 省e o s 刀

,

y :
= c sh 君sin 刀 (3

.

1)

其中
,

“一“

~
·

椭圆周线

手
+

子
-

可写成

占一舀! 一ch
一’

苦 (3
。

2 )

导热系数K 可记成

K == K 佗) = (寿
。
一 k

:

)J 仗一雪, ) + 庵
1

式中 J 为阶梯函数
.

在椭圆坐标 (3
.

1) 下
,

方程 (2
.

10) 化为

(3
.

3 )

(I= z , 2 ) (3
.

4 )时
一触aK一

时I f 口 了犷 a甲: 、
. a l犷

_

日切‘ 、1 _
- 于万万、 一不王

- 1 1 、 一几万万一 , ~ 1~ 一万 一吸 J 、 - 又-一 , .一 -f l 一 L O 右 、 O心 / O刀 、 口刀 , J

其中H 为 L a m ‘系数

H == H ; = H
,
= e 召 e h褚一 e o s Z。

利用 (3
.

1)
、

(3
.

3 )式和复合函数求导数公式
,

方程 (3
.

4) 化为

口车
.

(
日左 、a占

、
备)

+

命(
K

鲁)
一 (‘

!
一“

。

, “‘一‘
1’一h ‘一 ”

(3
.

5 )

a 了矿 a切
,

、
.

一下几厂 . 二 、 一二 乙
~

口- 「
O白 、 口弓 声 升

一

(K
夕望里、
d 刀 /

口沪 ,

~ (k
;
一左

。

)占仗一舀
,

) c e h 舀sin 刀 (3
.

6 )

式中乙为D ir ac 乙函数
。

对 (3
.

5 )
、

(3
.

6 )式关于舀从舀
;
一 0积分到 省

,

+ o ,

得到甲
:的导数跳跃条件

【
K

留
一

〕
省

;
+ 0

右: 一 0

器红 (舀
:
+ 0 , 刀)一 左

,

O g

口沪-

弩 (:
,
一 。

,

, )一 (人
;
一、

。

)。。。、 ,

0 与
(3

.

7 )
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「K 旦望
鱼

L
一

日改

省1 + 0
一、

。

粤
:

一

(:
,
+ 0 , 。)一、

1

粤
(:

:
一 。

,

, )一 (、
,
一。

。

)a s ; n 。

0 9 0 9

(3
.

8 )

占i 一 0

容易验证
,

这两个条件相当于 一阶近似下椭圆柱界面上热流连续的条件
’二 此外

,

对甲‘(l = l , 2)

还有如下 条件
:

甲 : (占
;
+ 0 , 刀) = 中: (舀

,
一 0 , 刀) (3

.

9 )

毋 :

(占
,

刀)< OO (当占, OO )时 (3
.

2 0)

李
‘
一

< co , = ,
, 2 ,

城
,

,

O夕‘
(3

.

1 1)

值得注意的是
,

在椭圆的焦点y ;
= 士c ,

挑= 。 (即 右= o , 刀= o 或 劝 处
,

条件 (3
,

l们必须满

足
,

这是一种自然边界条件
.

在椭圆柱内部和外部
,

方程 (3
.

5)
、

(3
.

6) 为 L a p la o e
方程

,

即

热
一

+

粤
= 。

(I=
,

,

2 ;

给、
:

或拭动
0 9

一 O 叮
-

(3
。

12 )

在条件 (3
.

7 )一 (3
.

」l) 下
,

用分离变量法解方程 (3
.

12 )
,

甲 :
= B : c e h 占e o s 刀二B

: 夕:

甲:
= B

: c sh 占s in 刀= B : v Z

其中

得到当 占< 省
;

时 (即在椭圆柱内部)

(3
.

下3 )

(3
.

2 4 )

B
l
=

(k
。
一 庵

1

) b

k
。 a + k

l
b

’
B

2 (k
。

一 k
,

)a

k
。
b + k

, a (3
.

1 5 )

(2
.

1 2 )式可改写成

1 军一 ,

了沈‘矛
,

尽。 0 ‘J ,
. 炸巴 - 一下石一 Z曰

J V 石一二
J 1 . . 1

「f
‘ : : 、

了 ,
_ _ _。

如八泞
, ,

l! (k 一 k
。

)《J , :
+

~

子牛)a 夕

JJ
、 ’

d夕‘ /

D
;

(3
.

x6 )

由子 N 个杂质柱的 切‘均由 (3
.

13 )
、

(3
.

1 4) 式给出 (当椭圆中心 川八头
,
不在坐标原点时

,

式

中的夕
, ,

头改成夕
;
一 夕, , , 夕:

一头,)
,

把它们代入 (3
.

16 )式
,

得到等效导热系数

、

!
、产

l
A

; 」
二 寿

。
+ ”e Z兀 a b (a + b)

k
。

(k
;
一 k

。

)

k
。 a + k

,
b

A
Z :
= k

。
+ n e Z二a b (a + b)

k
。 (息

,
一 k

。

)
k
。
b + k

一a

(3 一 7 )

A I ,
= A

, ,

把 (3
.

27 )式代入 (2
.

2 2)式
,

就得到所考虑情形下的均匀化热传导方程

日之衫
。 ,

口Z u 。

月
, ,

丽扩十
“注, ,哀打

、

~ “ ,

卿 , ,

叼 (3
.

18 )

很明显
,

当a 今 b时
,

A
, :
寺 A 。

,

因此热传导是各向异性的
,

这印证了 万 B
.

K el ler ‘. ’的一般

结论
.

对于杂质柱为有相同半径的圃柱的特殊情形 (a = b)
,

则有

A
一1
二 A

: :
二k

。
+ n o Z 兀 a ,

亦即
,

这时的宏观热传导是各向同性的
.

Zk
。

(k
;
一寿

2

)

k
,

+ 掩。
(3

,

1 9

.) J
,

B
.

K el le r 教授向作者指出了这一事实
,

谨此致谢
.
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四
、

各椭圆截面按方向均匀分布的情形

本节中
,

我们考虑各椭圆长轴与一固定轴 (例如夕;

轴) 的夹角 a 在 O 至 2二 间均匀分布的

情形
.

取一椭圆
,

其长短轴分别为 叭
,

好
,

于是有

T 一
(

c “s “ s’” “

)
一 S I U “ CO S 口

(4
.
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、

l
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乃了

一一
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口夕
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、飞、飞互....,声甲了
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于是方程 (2
.

10) 可写成矩阵形式

(4
.

3 )

其中

方程 (4
.

3)

乙:。一 : 一
(
一
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乙: 一
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一 ‘
一
(
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)
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的解为

少二乙益
一 几
T

一几
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.

4 )

利用上节结果
,

得

中一T
一 i
B

(
一

等)
一 T 一 “:一(

一

等)

{)
一T 一B T

(:; )
一M
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.
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其中

因此
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:

。 ,
. ,
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, n 。 、 ’
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,
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:
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B
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(4
.

6 )

(4
.

5) 式 可改写成

中:
, m 一,夕‘ (l= l, 2 )

把 (4
.

7 )
、

(4
.

6)式代入 (3
.

26 )式
,

关于
a 从 。至 2 二取平均

,

得到

月 , :二儿
。
占

, ,
+ n o Z

(吞
,
一 k

o
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其中

(4
.
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.
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<m “> 一 喜(: + :
:

)。, ‘

‘
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从而得到等效导热系数为

A = A I ,
二 A : 2 二掩

。

+ n e Z
二a b k

。

(k登一 k言) (a + b) 2

2 (k
o a + k

,
b) (寿

。
b + k

, a )
(4

.

9 )

均匀化方程为
』

l a : t, 。

日Z v 。

\

狱万可
一 十几石畜一夕’

俘 。叹布叼
(4

.

10 )

因而
,

在这一情况下
,

宏观热传导是各向同性的
,

这正在预料之中
.

当然
,

上述方法可用来处理其它热传导问题
.

例如
,

最近
,

徐钧涛和刘 曾荣
‘们导出了稀

疏分布椭球形杂质情形的均匀化热传导方程
。
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eo n d u e t z v it y o 土 t ho s e w h ie h a r e e o n e e r n e d a r e o b t a in ed
.

It 15 a lso sho w n tlia t th e m a e r o -

se o p ie 卜e a t e o n d u e t io n 15 a n i so tr o p ie w he n t he e r o ss 一 se ct io n s o f the im p u r i t了 eyli n de r s a re

u o id l r e e tio n a ll了 o r ie n te d
, a n d iso t r叩 ie w he n the a n g u la r d is tr ib o tio n o f th e e r o s卜: e c tio n s

a r e u n ifo r皿
.


