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摘 要

利用正交多项式系上的 F o ur ier 展开就容易由方程的解直接得到位移和应力的明确表示
.

从

薄壳的虚功原理出发导出各阶平衡方程
.

作为数学分析的基础
,

证明了关于 L e g o n d re 级数逐 项

求导的定理
.

从而明确了对函数的要求
,

分析便不再只是形式的了
.

具体给出了三阶近似的平衡方

程
,

可供对低阶近似的精度分析作参考
.

分析说明直法线理论只能是一阶的近似
,

法线无伸 长 地

倾斜的假设本质上也是一阶的近似
.

一
、

引 论

随着工业的发达
,

科学技术的发展
,

板壳结构广为应用
,

板壳理论受到了普遍的重视
.

几十年来许多学者致力于板壳理论特别是大挠度理论的研究
,

出现了不少从不同观点出发
、

以不同方法得到的非线性基本方程
.

可以说最早的非线性板方程是 S ai llt
一

V e n a nt 『‘’ 在 1 8 8 3

年作出的
.

在圆柱壳稳定性研究中 D on ne ll 〔“’最早采用了非线性方程
.

vo
n K ar m 如 和我国

学者钱学森〔“’, 〔盛’也作出过重要贡献
。

钱伟长
〔5 」

最早用张量形式就一般坐标 较 系统地分析了

板壳非线性方程
·

在近二 + 年出现的文献中
,

N a g h d i与 N o r d g r e , ; 〔6 〕,

S e id e〔” 和 B a ; a r 〔“’讨

论了 K ir ehho ff
一
L o v e 直法线假设下的大挠度弹 性 方 程

·

S a n d e r s〔。’和 B u d ia n sk y ‘’“’则包

含了横剪
,

他们假设法线无伸长地变成倾斜的直线
.

R e is sne r川 ’和 S c h m idt
〔’2 ’在 平板中假

设面内位移沿厚度的分布为类似于梁中剪力引起 的那种三次式
.

B e r ste in
〔’“’,

E bio iog hi 『‘4 ’,

B ir ie ik o g lu 与 K a jn in s r ‘“ ’

和 p je tr a s z k je w je z r ’。1还考虑了厚度方向的变形
.

仍假定法线变形

成直线
,

但可以伸长
、

倾斜
,

而应变 姚
:

沿厚度不变
.

在〔1 4 」和〔! 6」中引入了应力的二次矩
.

以上
,

位移沿厚度的变化均只用零次和一次分量 (「1 1〕
,

仁12 」的三次项是设定的
,

不作为独

立变量)
.

W
em Pn

e r 与 H w an g “ 7 ’用了 L eg c n d r e
多项式上的展开形式

,

应变展开二 项
,

本

质上和上述的一样
.

A b己
‘’3 ’则用到了二次 分 量

.

K r蕊t z ig f’g ’

和 Y o k 。。 与 M 、ts u n a g a 「2 。’用

二。

的幂级数展开写出了有关位移的高次分量和力的高次矩的各阶方程
.

有关的文献近年来还

在不断涌现
.

若按仁1幻或〔20 」的方程求解
,

即使得到了所有应力的矩
,

还不能直接得到应力的表示
.

本文采用在 L e g en d r e
多项式系上的 Fou ri er 展开

,

就能方便地得到应力的 表 示
.

在一些

情况下缺乏应力表示将是不方便的
.

另外
,

〔19 」和「2倒未能说明所用函数的允许范围
,

因而

无穷级数只是形式的表示
,

未免是一遗憾
.

可说这是一般近似理论的一种推广
。

本文证明一

欧阳巴推荐
.
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个关于 L eg en d r e 级数逐项求导的定理
,

从而可以 明确对函数的要求
,

级数便真正地而不是

形式地表示了函数本身
。

因而本文不能是〔1 7〕简单的形式的推广
。

与「17 」相比
,

使用了无穷

项才真正体现出 L Cg e
nd

r e 多项式正交性的优点
.

如果把所用位移和应变沿厚度变化分量的阶次作为近似理论的阶次
,

则可以说薄膜近似

是零阶近似
,

直法线理论为一阶近似
.

本文在推导出无穷阶方程的基础上具体写出了三阶近

似所用的平衡方程
,

提供为低阶近似精度分析作参考
。

简化到一阶时
,

就和前述文献所得一

致
.

从中也可看出直法线理论只能是一阶的近似
,

包含横剪而假定法线无伸长地倾斜的理论

实则上也是一阶近似
。

只要是从虚功原理出发而不是立足于弹性应变能的变分
,

那么所得方程就本质上适用于

任意的材料
.

本文就不再讨论本构关系了
.

二
、

正交多项式系上的展开

利用 L e g e n
dr

e
多项式p

,

(劝 一、兴
‘ I‘ ,

d
”

(x
Z
一 l)

”

d x
.

, ,
_

_
_ 、 _ : ,

户
、 、 ,

2

附止父任J
一 ; p 碱戈 , p

”

(劣 , a x ~ 而石
’

o 。” ,

, _

~ _
.

、 , , . , ,

~
_ , _

_

一 二 。

/ h h 、
, , ,

_
、 ,

即米足入 n n o er t 至同 贯 = 儿
‘

l一 万 , 下二 )的网积为
、 ‘ 石 /

<f
, 。>一
畏

一

丁f (z )g (劝d z
f

, g 任岁 (2
.

1)

就可用
{
如、 一

了⋯呼工如(是
一

)
,

一0,l
, 2 ,

⋯

}
作为
黝

就范正交系
·

。
的任意元素就可

展为 {g
。

(: ) }的 F o u r ie r 级数

f (二) = 兄 fq
。

(之) ;
f = (f (

: )
, 。。

(: )> V f 〔肥 (2
.

2 )

且成立 Pa r s e v a l 等式
〔2 ”

C 洲。 ” ”

(f (: )
, 夕(: ) ) = 乙 f夕 丫f

, 夕 〔岁 (2
.

3 )

因为 q ,

是 材次多项式
,

且
n
为奇 (或偶) 数时 P

二

只含奇 (偶) 次项
,

我们记

g 。

(
: )。。 (z ) == 万

c
盖

* 、, (: )
,

j+ n + 寿二奇数的嵘
。
一 。 (2

.

4 )

幽巡且 ~ 生
d Z 一 h

J 一 O

” 一 1

E d 盒g 。 (二)
,

k + n = 偶数的d 之= 0 (2
.

5 )

,
. :

川
、

二
, 。

_

、 *

*
.

, 、

1
, , .

_
、 , 、 . , 、 ,

_ _
、

_

币U用迷推天 示 劣P 。 气戈) 二 下万下, 犷 L 气n 十 1 )八
+
八x )十 n久

_ I L习 J ,

关刊记
‘“ 气尸 1

‘Q。

(二) ~ 人(c
才
十 ‘g

, 十 , + e
:
一 ‘g 卜 ;

)
,

从此记 (
一 ’

) = o

下面引述儿条性质作为引理
,

再证明一个定理
.

(2
.

4 )
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引理 1 : P
”

( 1 )= l ,
P
。

(一 l) = (一 z)
’

([ 2幻p
.

15 0)

川
, ;

句一 P真
一 :

(x ) = (Z n + z )P
。

(x)

(2
.

6 )

(2
.

7)

引理 2:
d P

,

(x)

d 劣
1 , 2 斌了 二

,

1又万育不二平
.

, !劣 l又 ‘, ” = ‘, “, ”
“

L走“艺Jp
·

“U ‘) (2
.

8)

引理 3
:

若 F (劝为 f一 l , l」上 的 有 界 变 差 函 数
,

】尸 (x) !簇M
,

厂为 其 全 变 差
,

则

L e g e n d r e
系数 ( [ 2幻p

.

2 0 3 )

I
。。

卜 !
一

丝契 {
‘

F (x ) ,
”

(x )、二 {<
】 乙 J ~ 1 {

4 M + 犷

澎万 斌丽千i
(2

.

9 )

引理 4
:

了(劝在〔一 1 ,

1] 有二阶连续导数
,

则它可以按 L eg en d re 多项 式展开成一致收

敛的 F o u r ie r
级数 ([ 2 3〕p

.

9 8 )

定理
:

若 f (劝 〔Ca 〔一 1 , 1〕
,

则 f (x) 的 L e g en d r e 级数可 在 (一 l
,

l) 逐
、

项求 导
。

即

j (x ) = 乙
a 。
夕

。

(x )
,

f
‘

句 = 乙
a ,

户二(二)
.

证明
: f

,

f’ 〔C
“

〔一 1 , 1〕
,

且平方可积
.

按引理 4 可展成一致收敛的 L e g en d re 级数

f (劣)
:

f
, (x )

乙
a ”

夕
。

(x )
月 一0

‘) O

a 。
一

臀
主
{:

,

‘(

恤
(对 ““

(2
.

1 0)

= 乙 b
,

p
。

(x )
, 。

。

一

叮
鱼
一

{{
;

“、Pn (、“/

(2
.

1 1)

由 (2
.

7 )

a 。
= 抓

,

f(P:
‘ J ~ 1

、 J
_ _

f
, ‘

+ 1
一P一 l少“潇 ~

~

万
.

气尸
. + 1
一 11 卜 1少

乙

‘
一告!

‘

,
,

(,
, 十 ,
一 , 卜

;

)、x ,

~ 1 ‘ J ~ l

利用 (2
.

6) 得

b
。 ‘ , .

b
。 _ :

a 。
= 一二丁二

-

犷十
~万宁

一

丁
Z 介月

. 吞 乙刀ee l

注意到

P石= 0
,

E ‘川 = 军(
-

磊
+

一

缸)
, 二

一

熟
一

粼
, ; 一 +

击
一

, :
+ 1

)

+ b0P : +

午
, : 一

(搬
1 、

一 :
+

舞卢 )
第一项级数与刃练P, 一样是一致收敛的

.

f 〔C
“

仁一 l ,

l]
,

f’是有界变差的
,

由 (2
.

8)
、

(2
.

9)

知bN P舟
士 ;

在 (一 1 ,

l) 内闭一致有界
,

故 N 、 co 时最后一个括号内闭一致收敛于 0
.

由此证得

在 (一 J,

l)
,

乙‘川 内闭匀敛
,

故 f
尹

(x) = 乙 、川 (x)
.
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三
、

应 变 分 析

采用Flo g g 。‘2 4 ’的张量记号和几何描述
,

若中面用二维坐标系{尸} (a 二 I, 2 )的点产
。

表示
,

再在法向取护
。

基向量 左
。
= 护。

, 。

在
3
二护 为单位向量

。

而壳体空间标架的基向量 互
。
二此改介

9 3
=

{x “ ,

瓦
,

此 ~ 况一 : b窟
。

b窟是中面曲率张量
。

于是各种变量均可看作是定义 在 中 面 坐 标 系

: }上的
.

原来位于产= 护
。
+ z 左。 的点变形后到达 户= 产+ 右,

位移

寸= “
砰

价+ 、瓦

标一护
, ·

十 “

价
a‘+ “3

!
“
左

3
一 “: “J十标在‘+ 办左

3

)
尹, 3

= 护
, 3

+ u , i
。厅价+ u 3

}
3厅3

= 泞3
+ 功。成

‘
+ 沪泞

:

(3
.

1 )

(3
.

2 )

这里
“

l
”

表示关于谨xa
,

好系的共变导数
,

以下
“

}}
”

为关于 {二
‘

} 系的
。

砂
。。

= u。
!
。

= u 。

}}
。

一 u 。b。
。

功
。
= u 。!

3
二 u 。, 3

+ u ,
b g

假定 一 。e
3

(勇)
,
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l ,
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) x
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-
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。
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“
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“
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“
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,
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r
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。
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。
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,
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.
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。
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。
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。
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,
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.
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j , .

1
乙口口 万二一

h
( 3

.

7 )
OO万
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. 招 。。

劝
。
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,

乙
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。
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。

功
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2
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.

4 ) 的记号及诸展开式
,
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} ( 3
.
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C况刁 朴 n

2 ,
a 3
二 乙 [ (功

。

十沪
a

)g
。
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。 一 :
+ c 黑

+ ‘g
。十 :

)沪。J (5
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劝
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目 自 O s , t . 0 j . 0

若把应变展开 为 叭 , = 乙
n
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。 ,

则由上分析
,

各阶应变分量为

n + 1

、!..leel、
、

了leeee..../
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c
君
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四
、

虚功方程与平衡方程

考虑到运用虚功原理的需要
,

对 K irc hhof f 应力展开为

“‘J产= 乙
钻

习诬, q
,

(“= d e t (“; )) (设 s‘夕〔C
Z

(习)) (4
.

1 )

[ 29 〕
,

[ 2 0〕实际上是定义 T N
‘, f无

2 2
.

“
, , ,
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z
‘

,a z ,

J 一左 , 2
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。

(4
.

, )漩
, 形式上只是积分时 : ·

换 成了补 (z)
,

但它们是 FOu
·

ier 系数
,
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: ‘, .

n

求得了扩, 也 就

不妨把外力虚功都按位移分量简化到中面上表示为

, ,

_
_ ,

h f

外虚功 = 万 l
‘ J 滩O

o 二 ” ”

乙 F
‘

加
‘ d A +

‘》。 刀 ”

n . o

: 。

篡
’
‘
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.

2 )
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.
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.

9 )或 (3
.

{
。。
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{

1 0)出发
,

利用 (2
.

2 )和 (2
.
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{
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{
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。

{
“

二
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“
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, ) +
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仁( , ” 招 0 0 8 + 皿

+ 乙 d功
。

[ s ‘ s

+ 乞
j 8 J

E
c
j
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“功, + 。“ 3
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云
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乙
c
了
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砂
“
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J
二

(乒
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功
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+ : 5 3
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叻) ]

(3
.

7)的表示式代入
,

再用 G re e。 定理分部积分
。

利用 (4
.

2) 的外虚功表示便可

得出平衡方程及边界条件

声
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、

,
矛

夕

a
口

梦

〔
鹅 一互 协 + 1
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声
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.
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c
二
。

了 a 夕
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云
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c 二

‘
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: 3 3
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【

夕 a 了

夕 一 0 了一 O

势
。

)

+ b :
【
品 . 一 l

笋) +
毙艺

。; 。 (扣贪:
了 口

s , 8 一 hb孚(
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+ c ) + ‘

+ 5 3 3势
,

)」= 厂
“
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.

3 a )
8 一 D J . O
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凶 卜
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一b
· ,

L
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·

( s ,

邹 : + 5 0 3
沪夕) 1
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口

, ..J

一 L护
‘

十
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。

(
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3 3
+ 兄 云

夕
a J 汤

c 二
‘

( s
“ 3
功

。

+ ; , 3

后一0 a 一0 了一0
们= F 3
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。

上) (4
.

3 b)
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_

卜
i

朴 l

竺 竺二少

L
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一‘ S , “+ c :“ S , 声) + 乙 乙
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,
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“
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.
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丝 公
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,

L
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c 二
“
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功, + ‘。 ’

沪)

二
U 子 . U

(4
.

4 )

五
、

三

或 d田 = 0 (L 。上 )

近 似

就常用的近似假设处理大挠度小应变的间题
.

假定
:

( l) 厚度与曲率半径相比为小量
,
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!h此}《 l
。

。可以达到入的量级而其它位移分量均认为《h
.

(2 ) s “ 尹,

l

护声对 应 于膜应力和弯

矩而更高阶的尸尹, ; “
声认为是较小的量

.

只在零级方程中保留高一级的
: “ 尹

,

(3 )横向应力
、

应变较小
,

不保留高一级的量
.

(4 )同级的项中 除 与 功 , 。

有关的二次项外只保留一次项
。

保

留低阶量的二次项
.

同阶量带有h衅或应变分量的因子时相对地就是更小的量而予略去
。

基于上述假设的三阶近似方程可写成

0 0

A
。

上
:

一 (。
“
产一 e 孟hb笃;
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的单位法向量
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六
、

(2 , l )

阶 近 似

如果只保留零阶和一阶的项
,

就得到一阶近似
。

其中包含厚度的变化和横向剪切
.

事实

上从 (4
.

3) 可以看到
,

只要能假设二阶以上的项比起零阶和一阶项来不更重要
,

那 么 由于

它们出现在零阶和一阶方程中时本来就带有一个应变分量或 h此 的小量因子
,

可以忽 略掉
·

因而传统所用的一阶近似应该具有较好的性态
。

厚度变化主要由沪或。控制
,

由 ( 3
.

7) 及 (3
.

10) 可知通常所说略去厚度变化的影响
,

即设 。 ~ q0 。 ,

对于其它应变成份而言是一种简化而无明显的附加条件
。

在此基础 上 直法线

假设即 v
a 3
二 0 ,

便对位移量
u 。

有T 约束
。

由 ( 3
.

6 )
、

( 3
.

7 )
、

( 3
.

1 0 )
,

2
书
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一岌

。

此十易
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,
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件
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确定
,

而且高一级的量的量级相当于乘上一个 h衅 的因子
.

从而略去
u 。

以上的量 自然是允许
0 0 1 1

的
.

由于二和 。。

对汽 , 有贡献
,

就与尹 日关联
,

所 以属于一阶近似的理论
.

而且独立的位移变
0 0 几

量只是。 和。。 ,

二阶以上的下
。 , 中主要部分已由它们确定

,

更高阶方程实际上已无意义
.

对于法线倾斜成直线的假设
,

即使假定法线可以均匀地伸缩
,

本质上也还是一阶的
.
“

均

0 1 0

匀伸缩
”

相当于厚度均匀地变形
,

即设、 ~ q0 二 + 仇。
. “
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”

相当于假设 下
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.
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0 1

二 , 二 所确定
,

因而独立的位移变量只到一阶为止
.

附录 叭 (约及有关常数
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叮“‘ , 一平
二

“2

(·’一

姆图润
’

一扣
“3

‘· , 一了孔
一

〕(贯
·
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