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摘 要

本文提出了活动网格 L a gr a n ge 方法
.

在计算中不要追踪网格边界线
,

只要计算网格中心的运动
,

再根据网格中心的位置按一定规则来形成网格的边界线
.

这样形成的L a g ra n g e
网格允许网格间的切 向

滑移和网格相邻关系的变化
.

为了改进方法的稳定性和避免网格间的过度的滑移
,

本文中对网格 给 出

两个速度
.

一
、

方 法 的 基 本 思 想

计算力学起源于四十年代
v o n N eu m a n n 及其同事们对飞机受冲击波干扰等问题为中心

的研究
,

其后又受到电子计算机的促进逐步形成一门边缘学科
,

在计算力学中无粘可压缩流

体运动的问题是一类既重要而又困难的问题
.

由于实际的需要在这类问题中经常会有高温的

传递
,

因此就要解辐射流体力学方程组
.

对这个方程组的数值求解方法基本思想与流体力学

方程组一样
,

但是还要考虑温度的传递
,

这使得问题更加复杂
.

由于运动图象比较简单和数

字电子计算机发展很快
,

所以从四十年代末期到六十年代初期一维辐射流体力学方程组的计

算方法已经发展得比较完整
,

特别是带 v o n N eu m a n n 粘性的 L ag ra n ge 方法“ 工
计算一维问

题已经经过大量实践的考验是一种成熟的方法
.

二维无粘可压缩流体力学方程组和辐射流体力学方程组的数值方法从五十年代中期发展

到现在已经研究出了各种各样的计算方法
,

但是每种方法都有局限性
.

基本的 E ul e r 方法〔“’

由于物质内界面难以处理等缺点不能计算有多种物质的问题
.

基本的 L ag ra ng
e 方法〔“” L‘’虽

然有许多优点
,

但是当有大的畸变和滑移时
,

会形成网格交叉
,

以致无法继续计算
.

在基本

E ul e r和 L ag ra n g e 方法的基础上大量的组合 E ul er
一
L ag

r
an ge 方法出现了

,

其中应用最广泛

的一 种组合方法是 PI C 方法‘“川
6 ’.

这种方法已经可以计算许多的二维流体力学问题
,

取得

了较好的结果
,

但是在计算辐射流体力学问题时
一

由于混合网格中不 同物质之间能量的分配难

于处理
,

常常把辐射波拉平
,

造成计算结果有定性的歪 曲
.

除了上述以网格为基础的方法外

芳 秦元勋推荐
.
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还有一大类方法是质团方法
,

比较重要的有 PA F 方法
〔7 ’,

后来秦元勋教授提出了夭然差分

方法
‘“’,

对质团建立了体积的概念
,

可以用来计算二维辐射流体力学的问题
.

本文中我们提出了活动网格 L ag ra n
ge 方法

.

在计算中不要追踪网格边界线
,

只要计算

网格中心的运动
,

再根据网格中心的位置按一定规则来形成网格的边界线
,

这个规则就采用秦

元勋教授在〔8] 中提出的膨胀形成邻居法和用垂直平分线形成边界法
.

这样形成的 L a g r a n g e

网格允许流体间的切向滑移和在大的畸变时网格相邻关系的变化
。

为了在较弱的条件 下保证

方法的稳定性和克服网格过度活动的缺点
,

本文中对每个网格给出两个速度
,

我们已证明这

种做法的结果是相当于对辐射流体力学方程组加上 PI C 粘性
.

考虑到广泛的应用性
,

本文在

二维柱坐标系中来叙述此方法和推导差分格式
.

二
、

基 本 的 计 算 方 法

符号说明

R
‘
= (z

‘,

R
,

)

厅,
二 (: “

, v ‘)

户
‘

{多
厂 ‘

叮 ‘

7
1
1

l
〕‘

口
,

口 ‘

K
‘

之 么
.

J , k -

a

R ‘, , , ,

S ‘, ,

。‘一 :
一

(。 : + 。 : ) + 。 ‘+

反‘, ,

以宕, 了

坐标 向量

速度向量

密度

体积

质量

温度 (用绝对温标 )

总压力

单位质量的能源放能的速率

单位质量的内能

辐射系数

网格艺与相邻网格 j
,

k 之间的角点的坐标

S tefa n 一
B o lt z m a n n 常数

网格 i与 j之间交界面面积

a T 任
, 。 。、 一 _

, 、 , , _

_

一 万一一 毕位项量的
,

巳能量
尸 ‘

从网格 i 的中心到 j 的中心向量

(一 R ‘, , )与 二 轴的夹角

2
.

差分格式

二维柱坐标的辐射流体力学方程组是

,

ap u .

1 日R p v

丫 而
一
个贾

一
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-

一
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一
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兰
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日尸

口R 一
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{
一
旦卫‘

-

{
“ -

+
一

晶
一

、+P ) 。+
分命

“‘、+P )。

一

聂
K

番
+

专命RK 器
+ 。口

设 口 (t) 是流体中某个随流体运动的 L ag ra ng
e 网格

,

有时也称 口 (t) 为质团
, a口 (t) 为其边

界
,
兹为a口 (t) 的外法线方向的单位向量

, 五= (co sa
, s in a)

.

将上述微分方程组化为 口 (t) 中

的积分关系式是

一

蒸仃
。 、: , 2

、
““‘一

“

一

刹{
。 (。) 2 二

、
·

dR 、一手
。。 (‘) 2 汀
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。 (: ) 2 二R 。· d R d
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。。 。‘, 2 / R p S‘二 d ·+ 2 二
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。 (‘、
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·
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一

打
。 “ , 2被‘ dR “
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。。 ‘, , 2超尸“

·

耐
· +

手
。。 可: )兀、

’ ·

诚

十

{}
。 (。、 2二尸Q“““·

考虑到 Lag
r a n ge 网格是多边形 (见图 1 )

,

忽略一 阶小量得

到

M
‘
一

}{
。 、‘) 2 二R o d ltd

·

一
‘
·

杀
一

(M
‘一

卜
一

军
p ‘, 了2 ·

{
。。,

Rd R 一

军
尸

! , 夕汀‘R
‘, , , J 一

口口(一)
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~ \g
(‘

.

了一 1
.

了)
j + 1)

+ R
‘

小
; , , ) (R ‘, , 一 ; , , 一 R

‘, , , , 十 ,

)
图 1 La g ra n g e 网格示意图

备
‘M

‘
一 ,
一军

p
‘, , 2 兀

{
。。

r

R “· + 2兀 p
‘
S

‘
一

军
尸‘, , · (R

! , J , J一

+ R f

小
, , , ) (z

‘, , , , 十 ,
一 z ‘, , 一 , , , ) + 2二P ‘S

‘

d
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(义才 ‘

a t

G ‘) = 乙 p
‘, , 二 (R ‘, , , , + :

+ R ‘, , 一 ; , , )〔(R ‘, j 一 , , , 一 R ‘, , , , 十 :

)u , , ,

+ (z
‘, , , , 十 ,

一 z ‘, , 一 , , , ) 。‘, , 〕+ 乙 S
‘, , K

‘, , (T , 一 T ‘) + M
‘Q ,

其中
ZK ‘K ,

!反
。, , 1(K ‘+ K , )

当 j为实网格时

ZK
。

}
当 j 为虚网格时

!
‘

、
矛.、

一一
.

JK

E 是对‘的所有相邻网格求和
,

品是。 (t) 在平面 (二
,

R) 上的投影面积
·

考虑到微分方程有性
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, , ‘ 、 , ‘ . _

二
, ,
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质

:
当 尸二 co ns t

.

时
、

书子二 o ,

我们选择S 。的计算公式使差分格式保持这个基本的物理性质
。

一
一

’

‘
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一 ‘一 、 ” ,
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’ ‘ ’

“ 一 ’ r ‘一 礴 刁

一
’

一 ”
-

一~
’

一一一
-

这样做也使得动量方程对于
u和。

有对称形式
。

再对 t取差分
,

由于能量方程对稳定性的要求比

动量方程严格得多
,

所以我们对能量方程取隐式格式
,

对动量方程取显式格式
.

这样得到格

式是

M
‘
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2

对差分格式 (2
.

3 )
,

采用类似于牛顿迭代法的一种迭代方法
,

公式为
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边界条件

(主) 对称轴边界

对于与对称轴距离小于 △R 的每个网格 i求邻域时
,

加个网格 (一 i)
。

如果求出 (一 :’)

是i的相邻网格
,

则说明 i是对称轴处的网格
.

只要取M
一 ‘
= M

‘, 尸一 ‘
二户‘,

尸
_ ‘
= 尸‘

,

丁
_ ‘
二 T

‘ ,
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对于坐标取R
一 ‘

与尺
‘

关于对称轴对称
.

这样网格 i 可以照常计算
.

(ii ) 自由面边界

在边界外加一层虚网格
,

它们参加寻找邻域以帮助实的内部网格划分边界
.

对虚网格取

M
‘
二 o, p ‘二 o ,

尸、一 。
,

T
感
~ 0

,

虚网格速度取位移速度
,

它的位置由位移速度算出
.

(ii i) 输出边界条件

在输出流的边界外仅保留一排网格
,

该网格中的量 M
,

p ,

尸
,

T
, u , tI

均取原来算出的值
,

边界外其余网格可以放弃
.

(iv ) 预定输入边界

在该边界外再加一排网格
,

它的各个量 由我们根据物理规律给定
。

4
.

邻域和网格的求法

本方法中每个 L ag
r a
ng

e网格的形状和彼此间的邻域关系是不固定的
,

要根据网格中心的

位置来求
.

( i ) 求邻域的方法

将计算区域的网格和按边界条件补充的网格组成一个集合H ‘,

作为网格 i可能的邻网格

的集合
。

在万
‘
中找一个网格 j

。

使 IR
, , , 。

】= m in }凡
, ,
l

,

正H
就选 j

。

作为 f的第一个相邻网格
。

在以尺
‘
为中心

,

尺
‘, , 。

为起始线反时针方向的 180
。

内找下一个邻网格 j
, ,

令

F (:
,

R ) = (z 一 z ‘) (R , 。一 R
‘

) 一 (R 一 R
‘

) (z j 。一 : ‘

)

则满足F (二
,

R )< O的 (:
,

必都在反时针方向 1 8 0
。

内
.

我们选 j
,

使 F (z
; ,

R
;

) < 0 ,

并且使

R ‘, ,
·

R , 。, , ,

}反

_ 尸
,

~ 、、
一_ _

m in e o s
(尺

:
R , R , 。)

J o 一 J 1 I J ‘乌 ‘ ,

尺‘, , ;

为起始线反时针方向的 180
“

内找下一个邻网

正H
,

力
一尺

尸产/ ~ 、、
e o s (R : 尺j ,

R , 。)=

则 j
;

作为 f 的一个邻网格
.

再以 R ‘
为心

,

格 ]’z
,

如此等等一直到又求出 j
。

为邻网格为止
。

这样找出蓄的所有相邻网格
.

(11 ) 网格

对每一个与i相邻的网格 j作尺
‘, , 的垂直平分线

,

所有这些垂直平分线组成一个多边形
,

就以这个多边形作为 Lag ra llg
e 网格 i的形状

.

在网格‘与 j
,

j+ 1 之间网格顶点的位置是 (见

图 l )

1
之‘, 了, , + ‘=

一

仓

(R , , ;
一R

‘

) (z 吞+ R 吞一
z 苦一 R 圣)一 (R , 一 R

‘

)(z 吞
, ;

+ R 孚
+ , 一对一 R 圣)

(: , 一二,

) (R , 十 卫
一 R ‘)一 (z , 二 ,

一 z ‘) (R , 一 R ‘)

(z , 一二 ‘)(z今
十 ,

+ R 今
+ ,
一 z 奢一 R 凳) 一 (z 八

,
一 z ‘) (z 号+ R 吞一对一 R 爹)

R
: , , , , · ;

= 言
’

(z , 一二‘) (岛二
,
一 *

‘

)一 (z , 十 :
一二‘)(R

, 一 R
‘
)

网格f与j之间交界面面积是

S
‘, , = 二 (R ‘

小
, , , + R

‘, , , , + ,
)刚 (R

‘ , , 一 , , , 一 R
‘, , , , 、 l

)
2
+ (z

、, J 一 1 , , 一 : 玄, , , , 十 ,

)
“

体积是

牙
‘
一
晋乙 (2

‘, ,
一

, 一“
, , , , 一) (R 矛

J

+ R
‘ , , 一 , , ,

·

几
, , , , , ,

十 R 李
, , , , * ‘ (2

.

5 )
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5
.

移动速度和网格新位置的求法

本方法中对每个网格 公有 两个速度
,

保证动量和能量守恒
; 另一个是经过

平均的移动速度
,

用来计算网格的新

位置
,

为了求移动速度在 计 算 区 域

中用 △: x △R 的 E ul er 网格 盖住 (见

图2 )
。

首先计算 E 川 e r 网格的速度

乙 对
‘订犷

+ ‘

一个是动量方程 (2
.

1) 和 (2
.

2 )算出的速度访
‘,

用来

R

: 考介 十 1
_“ , 朔 二二二

, , 呀一

‘〔 (乙, 协)

乙 M
‘

‘呀(正, 仇 )

(((((I
, , + 一)))

-

一门门

(((((‘)

「百
--- 月 3 111

((( l ))) !!! )))

(((I一 a , 。))) I A , 玄玄 A :

lll

LLLLL _ _
___ __

_ JJJ

(((((l
, , ))) ( 3 ) (z+ 1 ,

司司

((((( 2 )))))

(((((I
, m 气 z )))))

再 计 算 L ag ra ng
e 网格 ‘的 移 动 速

度
。

Z

一
一

一
一~ ‘一. . . 为 口口. .

图 2 Eul er 网格示意图

御
十 ‘

A
,

针苏+ A
Z

讨刀
, 二 + A

。

衅封
, 。 、 ,

+ A
‘

心,+J
+ ,

其中A , ,

A
Z ,

A
3 ,

A
4

是面积 (见图 2 )

A
I
+ A

Z
+ A

3
+ A

‘

.

L a g r a n g e 网格 i 的新位置是

砂
十 ‘

= 砌 + △t 淤
十 ‘

(2
.

6 )

6
.

总的计算步骤

( i ) 输入和形成初始的厅
‘,

R
: ,

M
‘, p ‘,

P ‘,

T ‘。

(11 ) 用公式 (2 一)
,

(2
.

2 )计算L a g r a n g e 网格速度 心
十’。

(iii ) 用公式 (2
.

6 )计算 L ag ra n ge 网格的新位置尺黔
‘.

(i v) 按照 R 犷
+ ‘

求每个 Lag ra n ge 网 格 i 的邻域
,

形成邻域表
.

按照公式 (2
.

5) 求体积

研罗
十 ‘,

再求出密度 可
十 ’.

( v ) 用迭代公式 (2
·

4) 求温度 T梦
十 ‘·

由状态方程求物质压 尸拭;
,

总压力 尸犷
+ ’

= 尸筑轰

十喜
一

。 (T 梦
· ‘

)
‘ .

再增加时刻
,

重复第二步
,

直到算完为止
.

J

三
、

粘 性 项 的 推 导

本方法中对每个 L ag ra ng
e 网格我们给了两个速度

,

一个是动量方程算出来的速度
,

另

一个是网格的移动速度
.

这种作法的结果是对辐射流体力学方程组加上人工粘性项
。

下面对大

小为△
z x △R 的 E ul er 网格来推导人工粘性项

。

考虑 E ul e : 网格 (l
,

m)
,

速度为 反‘
, 。 ,

质量是

M
: , , ,

其边界编号如图 2 所示
.

设在一个E ul er 网格内L ag ra ng
e网格的数目充分大

。

在△t内经

过边界 (l) 和 (2 )流入网格 (l
,

叫 的流体质量为
;
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告
·

八t
·

2 ‘R
: , 。 一

贵
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,
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·
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鉴于
:
M r

, 。 = p r
, 。 2二R : , 。 △R △二

由此得出质量守恒的公式
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, 。 一
澳
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了
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.
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左
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下面为了推导动量方程和能量方程的统一差分格式
,

将差分格式 (2
.
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M
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‘
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.
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心
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公
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,

间 中所有 Lag ra ng
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.

令

H
: , , ‘“, 一

{
0

得到
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,

间
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的公式代入上式
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并考虑到网格“
,

间 中有充分多的L a g r
an g e 网格后得到活动

网格 L a gr a n g e方法的动量和能量方程的统一差分格式如下
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从上面方程可以看到活动网格的 L a g r a n ge 方法的截断误差是一阶的
.

将上面方程与原来灼

辐射流体力学方程组进行比较可以看到多了一些关于空间变量的二阶导数项
,

这些项起了粘

性作用
,

粒性系数为

“
Z

一

合
p A :

!
。
卜 “一音

。““ ,
。
!

这种粘性项与班C 方法中的格式粘性是一致的
.

根据我们的计算经验
,

加上这种粘性项不仅

有拉平压缩时冲击波的效应
,

而且能减少 L a g ra n g e 网格之间过度的滑移和旋转
,

比引进标

量型的人为粘性项更好
.

差分格式具有这种粘性就使得方法能用来计算带有冲击波和间断的

辐射流体力学问题
.

四
、

关于计算方法的一些讨论

1
.

稳定性分析

我们用 C
,

W
.

H irt 在 1 9 6 8 年
〔‘”’
提 出的启示式稳定性理论来分析

,

这种方法在苏联

只。 e H K o H
.

H
.

和 且Io K 。 。
10

.

H
.

也进行了大量的研究
.

该方法是把差分格式在某确定

点作T a
川or 展开

,

忽略高阶误差项
,

只 留最低阶的误差项
,

这样得到的新的微分方程称为差

分方程的首次微分近似
.

如果差分格式是相容的
,

那末首次微分近似与原来的微分方程相比

只增加了一些含有小参数的较高导数的附加项
,

我们就把新的微分方程适定性的条件作为判

断差分方程稳定性的条件
.

这种判断稳定性的方法对线性常系数微分方程的初值问题有严格

的理论根据
.

T ho m 倪 1 9 6 9年在【1 1〕中给出定理
:

如果存在与微分方程相容的一个班
p

稳定的

差分算子
,

那末该微分方程的初值问题在研
,

中是适定的
.

从这个定理可以得出结论
: 微分

方程的适定性是其相容的差分格式稳定性的一个必要条件
。

差分格式不仅与原来的微分方程

是相容的
,

而且与其首次微分近似也是相容的
,

这样我们由首次微分近似问题的适定性的判断
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就给出差分格式稳定性的一个必要条件
.

对一般的微分方程和差分方程虽然不能从理论上严

格地论证首次微分近似的适定性和差分格式稳定性的关系
,

但是仍然可以把判断首次微分近

似适定性得出的条件作为分析稳定性的条件
。

这种判断复杂的差分方程稳定性的方法在实际

使用时很方便
,

也很有效
.

本方法中动量方程是显式的
,

能量方程是隐式的
,

因此分析稳定性时只从动量方程的首

次微分近似来讨论
.

将动量方程的统一差分格式 (3
.

4 )
,
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这就为分析稳定性提供了一个较好的判断条件
.

2
.

能最方程的迭代收敛性

由于能量方程用隐式差分格式
,

因此要用迭代法来解这个非线性代数方程组
。

现在是用

类似于牛顿迭代法的整体迭代法
.

已经证明
:

只要对么t和迭代初值加上适当的条件
,

则温度

T 是 有 界的
,

整体迭代法收敛
。

对 △t 和迭代初值的要求是比较弱的
,

一般情况下都比稳定

性对 △t 的要求低
,

只有在温度急剧上升为高温时才对 △t 要求更严一些
,

需要缩小△t
。

我们

的计算经验也验证了上面的理论证明
。

3
.

关于邻域选取的讨论

本文中求邻域的方法是秦元勋教授 1 9 6 7年提出的
‘8 ’。

在「8 〕中并且证明了用这种方法求

邻域时邻域的存在唯一性定理
,

邻域的互反性定理
,

网格边界的凸性定理
,

邻域互相作用的

连续变化性定理
,

因此这种求邻域方法在理论上和实践中都是可行的
.

4
.

本方法中一些细节和具体的处理应该随具体计算问题的情况而适当修改
,

这样才能

进一步提高计算精度
,

节省计算时间

本文得到了秦元勋教授的指导
,

深表感谢
。

参 考 文 献

v o n N e u 位a n n ,

J
.

a n d R
.

D
.

R ie ht皿y e r ,

A m e tho d fo r the n u m e r ie a l e a le u la tio n s o f

hyd r o dy n a m ie s ho e k s ,

J
.

A 夕户1
.

p hg o
. ,

2 1 (19 50 )
,

2 32一2 3?
.

G e n t ry
,

R
.

A
. ,

R
.

E
.

M a r tin a n d B
.

J
.

D a ly
,

A n E u le r ia n d iffe r e n e in g m e th o d fo r

u n st e a d y co o p re s sib le flo w p r o b le m s ,

J
.

C o , P。‘
.

P人, 5
. ,

x(236 6)
,

3 7一1 13
.

K o ls k y
,

H
.

C
. ,

A m e tho d fo r t五e o u m e r ie a l s o lu tio n o f t ra n s ie n t 妙 d r o dy n a m ie slio e k

p ro b le m s in tw o sp a o e d iln e n s io n s ,

L A 一 18 67
,

(19 55 )
.

S e h u lz ,

W
.

D
. ,

T w o 一d im e n s io n a l L a g r a n g ia n hy d r o d yn a m ie d iffe r e n e e e q u a tio n s ,

M
e

-

tho d s in C o 济P u ta t‘o 月 a l P h夕s ‘c s ,

V o l
.

3
,

A ld e r ,

F e rn ba e h a n d R o t e n b e r g E d s
. ,

A e a
-

d e m ie P r e s s ,

N ew Y o r k
,

(1 96 4)
,

一45
.

H a r lo w
,

F
.

H
. ,

A m a e hin e e a le u la tio n m e th o d fo r hy d r o d y n a m ie p ro b le m s ,

L AM S -

1 95 6
,

(19 55 )
.

A m s d e n ,

A
.

A
. ,

T h e p a r tie le 一in 一 ee ll m e th o d fo r e a le u la tio n o f the d y n a m ie s o f e o m

p r e s s ib le flu id s ,

L A 一 346 6 (1 966 )
.

H a r lo w
,

F
.

H
. ,

T h e p a rtie le 一a n d 一fo r e e e o m p u t in g 皿e th o d fo r flu id d yn a m ie s
,

LA 一 256 7

(19 61 )
,

l一48
.

秦元勋
,

天然差分方法 (未发表)
,

(196 7)
.

周毓麟
,

流体力学计算方法若干问题
,

13了3年全国计算数学会议论文
.

,已J, .
‘1J.�,自

r.Lr..‘

, ..一飞」O口通生
r‘Lr
.J

fs 〕

飞11一J.、
.esJ工气‘IJ介匕扮‘00QU

户L.r..fLrJ.



二维活动网格的Lag ra n g e

方法一 计算具有多种物质的辐射流体力学方程组的一种方法 2盯

[ 10 ] H ir t
,

C
.

W
. ,

H e往r is t ie s ta b ility the o ry fo r fin it e d iffe re n e e e q u a tio n s ,

J
.

C o m P o t
.

P hy s
. ,

2
,

理(j96 8 )
,

339一召55
.

[ 11 ] T h o m e e ,

V id a r ,

S ta b ility th e o ry fo r p a rt ia l d iffe r e n e e o p e r a to r ,

S I A M R e o fe山
.

11
,

2 (1969 )
,

152一 195
.

A T w o
一

D im e n sio n a l La g ra n g ia n D iffe re n e e Me tho d o f

Mo v a ble Me she s一一A C o m pu tin g Me tho d fo r

C o m pre s sible R a dia tio n a l Hyd ro d yn a m ie

E q u a tio n s w ith Se ve ra l Ma te ria ls

C h a n g Q ia n 一 sh u n

(I
n s l‘了:‘才e o

j A PPI蓄e d M
a t人e o a t‘c s ,

月 e a d e o ia S in ‘e a ,

B e ij‘
。 g )

Ab , tra c t

Tn th i, p a p e r w e g iv e t lle m e th o d o f m o v a b le m e sh e s w h ie h d o e , n o t n e e d to fo llo w

s u r fa o e o f e e ll
.

T h is n le th o d m e re ly e o m Pu t e s th e m o t io n o f th e e e n te r o f e e ll
.

T he s u rfa ee

o f e e ll 15 fo r m e d b y t he e e n te r o f e e ll by r u le
.

T h u s fo r m e d L a g r a n g ia n m e s h a llo w s s lip

be tw e e n e e lls a n d th e v a rie ty o f n e ig hbo r h o o d
.

In o r d e r to im p r o v e th e s ta b ili t少
厂 () f th e m e

-

th o d a n d a v o id u n n e ee s sa r y s lip s o f e e li
,

w e in th is p a p e r g iv e tw o v e lo e it ie s fo r t h e e e ll
.


