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摘 要

本文根据固体断裂裂纹扩展的能量条件
,

探索各向异性体的断裂条件及其应力空间几何
,

结论是
:

在恒温条件下
,

断裂的应力空间曲面为二次曲面
.

当流体静应力大于零时
,

为椭 球面
;
当流体静应力

小于零时
,

为单叶双曲面
.

本义所得的结论具有一定的普遍性
,

前人的一些结论可作为 本 文的特殊形

式
.

一
、

引 言

固体随着所受应力的增加
,

通常在物性状态上
,

可能发生转化
,

如从弹性变形阶段经过

屈服极限进入弹塑性变形阶段
,

以及在继续加载情况下又经过强度极限迅速进入断裂
.

一般

将固体的屈服或断裂统称为破坏 (fai lur e)
,

阐明固体在复杂应力作用下发生破坏的理论—
强度理论

,

是从现象论方面试图建立概括屈服与断裂的统一理论与统一准则
.

随着金属学
、

矿物岩石学和力学的发展
,

对固体屈服与断裂的研究以及二者形成的机理及其实质上的差别

了解得 日益增多
,

具体地研究固体在不同加载阶段所表现的物性的变化
、

转化及其数学描述

方法是现今发展的主要趋向
。

关于屈服与断裂的研究
,

过去多限于各向同性
、

均质的固体
,

现在随着对问题研究逐渐

深入
,

所涉及到的介质也日益广泛
.

特别是现代复合材料在工业上的应用
,

地质科学向数学

力学定量化方向发展
,

探明各向异性体的破坏规律
,

建立相应的破坏准则
,

已成为十分重要

的问题
。

对于各向异性固体破坏准则的研究
,

最早是从本世纪二十年代开始的
,

到四十年代末以

后
,

才逐渐为较多的人所重视
.

关于这方面的早期工作与各向同性体考虑相似
,

主要从某一

控制破坏因素考虑建立相应的破坏准则
.

在这方面进行工作的有
:

Jen k ins 〔‘’
提 出 各向异性

固体破坏的最大应力准则
;
W

a d dou Ps 〔“’
提出各向异性体破坏的最大线应 变 准 则

; H ill 〔“’
将

v o n M is e s准则推广到正交同性体
.

此外
,

H o ffm a n 〔‘’,

F r a n k lin 〔6 ’,
C ha m is‘“J

提 出 了各种

型式的二次型
,

借以描写破坏的函数曲面
,

Par isea u 〔7 ’
提出用

n
次幂函数拟合屈服函数

.

为了

补陈至达推荐
.
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使所建立的破坏准则具有更广泛的适应性
,

A sh k e n a z :与Pe k k e r 【吕’
提出用张量多项式表征各

向异性体的破坏函数曲面
.

与此类似
,

W
。‘。’
不仅从描写方法上改变了A sh k el :

az i等人的工作
,

同时也从一些实验数据算出张量多项式的系数
; T en ny

s
on 等

〔’“’
提 出保留张量多项式三次幂

以后各项
,

用以反映某些各向异性体破坏函数曲面尖角的存在性
; Shi c k 与 L ee 〔“ ’

对 H ill 的

各向异性屈服条件进行了推广
,

并与实验曲线进行了比较
.

不过
,

所有上述的工作
,

都是将屈服与断裂按照破坏统一考虑的
.

注意将屈服与断裂区

分开来
,

建立表征不同加载阶段具体物性特点的强度理论
,

最早是由n
.

B
.

中 p二 仄M a H 〔’“’

提

出的
,

虽然是一个很概略的意见
,

但是指出了问题的重要意义
。

其后
,

我国 学 者 刘叔仪
「‘”’

‘’‘’引用粘性体断裂的能量条件
,

建立了金属在恒温状态下的断裂力学条件
,

并进一步讨论
、

建立了固体的现实应力空间的具体概念
.

这两位学者考虑的均为各向同性体的情况
。

本文根据能量理论建立了各向异性固体的断裂准则
,

及其应力空间的几何概念
.

二
、

各向异性体的断裂条件

在恒温条件下
,

裂 口传播的能量条件与其受力情况有关
,

在不同应力状态下
,

服从不同

的断裂条件
.

当物体中一点处于某一应力状态
,

以 a ; ,

几
,

几表示其主应力
,

并定义平均应力
:

a

一去
一

(a
l
+ 。2

+ a 3

)

则断裂条件可表为
:

肠列 U, 一仇+U 一寿

肠动 沙一叽一Uo 一

异

(2
.

2)

(2
.

2 )

其中
: U

—
应变能密度

;

U ,
一一形变应变能密度

;

U
。

—容变应变能密度
;

反

—单位裂 口表面上自由能的统计平均值
;

, 。

—微裂 口半径
.

在一般应力状态下
,

应变能密度

U 一

音
。“。‘, (‘

,

, 一 ,
, 2 , 3 )

上式中少
J , : ‘, 分别为二阶逆变应力张量与二阶协变应变张量

。

算
。

(2
.

只)

f,

j指 标 按重标作和规则运

对于各向异性体
,

应力应变关系可表达为一般形式
:

“‘, = a ‘, * ‘。 k ‘

(i
,

j
,

k
,

l~ 一, 2 , 3 ) (2
.

4 )

a ‘, . :

—
物性系数

, a ‘, 。‘~ a J ‘。 ‘~ : : , “ 。= u ‘, ‘。。

利用式 (2
.

3 )
、

(2
.

4 )可得
:

U 一

;
一 , 一a ! , a 。乙

(2
.

5 )



各向异性体的断裂条件及其应力空间九何

又容变应变能密度可表为
:

U
。
一

音元
少

(2
.

6 )

其中
:

0= 3e = 。1
+ e :

+ 君:

(2
.

7 )
。,

为主应变
; K 为各向异性体体积压缩模量

。

为计算简便
,

转换坐标系
,

将新坐标系 (x,
,

犷
,

了) 选在应 力主轴方向
,

设 积 为旧 坐

标轴i与新坐标轴“间的方向余弦
.

少 , 与少
’ , ‘

的变换关系为
:

(2
。

8 )
a ‘, = l:

,

l蛋
,
a ‘’ ,

尸
‘ ’‘

为主应力一
护 “

‘

一 。 , , 。
洲 一 。: , 。 3 ‘“‘

= 。3 ,

其余为零
.

则 u 在新坐标系中的表达

式为
:

U 一

合
a 。, , ,

一
a ‘”

‘
。。

’ ‘’

(2
.

9 )

山
‘ , ‘ 。’ : ‘

为 山 , * :

变换至新坐标系之物性系数
.

这里应注意
:

对于各向异性体来说
,

主应力方向 与 主 应 变方向在一般情况下是不一玫

的
,

但在计算应变能时
,

由于应力张量的分量 以主应 力 表示
,

故 参 与应变能计算的变形系

数只涉及 山“
‘ , ’ , ’

项
,

其他各项在计算应变能时不出现
.

今引用下列记号
:

、,..,、
/

!
a , ‘’‘’‘ ’ ”

一

瓦
’ “, ‘“’2 ‘2 ‘

二 万
2 ’

1
口。 尸。 , o , 。 产

二
冲

二二一

艺
3

拼一2

a , , . 1 , , , ’

= 一
~ 二二一 =
万

1

拼Z x

E
。

口

p x 3 拼。-

“ , , 一, , , , , 二二二
一 一二二- ~ 二二

we
~ se花丁一

“ 一 万
1

E
3

(2 一 0)

拼: 3

Q Z , 2 , s ‘3 ‘

二
E

2

祥。2

名二二二二

一
一一二- -

~

E
,

当a 。 ,

> O时
,

U
/
二U

,

由 (2
.

9) 和 (2
.

, 0) 式可得各向异性体在a
。 ,

》 O情况 下的 断 裂条件

为
:

E
:

E
3 a f+ E

o
E

; a ; + E
:
E

: J 聋一2 砰
; Z
E : E

。二 , 二2

+ 乒Za

它
。它, a : a 。

+ 乒3 :它,它
: a oa ,

)二
2反E

,
E

Z
E

S

(2 一 l)

对于各向同性材料
,

它: = 户
2
二它

:
== E

,

乒
: :
= 拼2 3

== 乒
2。
一 子‘

, 反二 a ,

则 (2
.

1 1) 式成为
:

a f+ a 孟+ a 互一 2拼(。 ; a Z
+ a刃

。
+ a 3a ,

) =
Za E

犷o
(2

.

12 )

当 a
c ,

( 0 时
,

由 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )
、

(2
.

6 )可得
:

U,’一 U 一2U
。

一如
‘’价 , 一励

2

(2
.

13 )

将 (2
.

4 )
、

(2
.

7 )式代入 (2
.

1 3 )得
:

U

一合,
‘J。! a ‘’a ’‘

(2
.

1 4 )
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式中
:

刀
‘, 。: 一 a ‘, 。‘一 2兀e ; , e 。‘

其中
: e ‘, = a l , ‘, + a Z : ‘, + a 3。‘,

e o l
= a , 工、‘+ a : 、 z

+ a 。3 ; ‘

参考主应力坐标系i,
,

U
I,

之表达式为
:

U一分
‘/ , , 。, ! ,

a : ‘’‘
a “

’
“

(2
.

1 5 )

式中
:

或写成
:

刀
‘厂, , 。 / : ,

= 刀
‘, * ‘z{

,

l;
,

l盆
,

1 1
,

其中
:

刀
‘了 , , 。, : ,

= a ‘, , , 。, : ,

一 Z K e 一 , 。 * , : ,

c ‘, , ,

= a , , : , “ , ‘

+ a : , : “
‘, ‘

+ a 。, 3 , ‘, , ‘

c , ‘: ,

二 a l , z ‘* , : ,

+ a Z , 2 , 奋 , : ,

+ a 。, s ‘, ‘: ‘ { (2
.

26 )

由 (2
.

2)
、

(2
.

15 )
、

(2
.

1 6 )式
,

可得各向异性体在ac
,

《 O情况下 的断裂条件为
:

晋
〔“

1
一 2元“一“

12
一“

13

,
2

〕+

昔
〔“

2
一 2贡“一“

2 1
一乒

2 3

,
2

」

+

晋
〔‘

3
一 2贡“一“

3 1一“
3 2

,
2

〕+ 2‘a
l口 2〔乒

, : Z K

E
1

E
I
E

Z

2 瓦
(l 一户

工2
一乒

, 3

)

·

“一砰
2 1
一“2 3

, 〕+ a Z a a

〔

瓷
-

2K

E ZE
。
(z一乒

2 , 一砰
2 3
)

·

(1一乒
: ;
一乒

3 2

)〕

。

拼
, :

十 U , 口 I L
、

藕于议 一
七 3

对于各向同性材料
: K 二

2K

E
。
E

;

E

(一砰
: ,
一乒

5 2

)
·

(l一乒
, 2
一乒

;。

)〕} =
2 a

r o
(2

.

17 )

3 (l 一 2拼)
’ 则 (2

.

17 )式成为
:

。 , +a , + J
卜 2

(六毒)
‘。

1

几 + 几几+ 。3

al 卜
6 E a

(1
一

卜4拼)
: 0

(2
.

12 )式和 (2
.

18) 式为各向同性材料在ac
,

> 0 及ac
,

簇 0 时之断裂条件
,

与文献〔13 〕

果一致
;
而 (2

.

12 )式为 (2
.

1 1) 式
、

(2
.

1 8) 式为 (2
.

1 7 )式之特殊情况
.

(2
.

18 )

所得结

三
、

各向异性体的断裂曲面

当a 。 ) O 时
,

各向异性体之断裂条件在主应力al
,

吸
,

几坐标系中用 (2
.

J I) 式表示
,

它

是一二次曲面方程
,

今将 a , ,

吸
,

a 。

轴转至叮
,

川
,

叫坐标系
.

二次曲面方程式系数的函数

由一直角坐标系变换为另一坐标系时
,

函数值不变
,

三个不变量为
:

1
.

1艾= a : , : , : , : ,

+ a : , 2 ‘2 , : ,

+ a 。, a ‘。’ : ’

C 卫, x , z , 一,

a Z , 2 , l , i ,

C l , l , 2 , 2 ,

a Z , 2 , 2 , 2 ,

a Z , 2 2 , 2 ,

a s , 。 , 2 , 2 ,

口么尹2 尹3 尹3 产

口a , a , s 厂a ,

a z 尹i , 一, 盆‘

O a , a , 1 , l ,

e l / l 产3 ’3 尹

口a ‘a ‘浮’。产
+

口五, 一, 一, x ,

口2 , 2 , 一, l ,

C a , a , 1 1 1 ,

口z , r , 2 , 2 ,

a Z ‘2 , 么, 2 ,

口3 , a , 名尹z ,

C 一, 1 , s , . ,

口2 , 2 , a , s ,

C 3 , 3 少3 , a ,
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由于 I ;
,

I ;
,

各向异性体的断裂条件及其应力空间几何

几皆不等于零
,

故特征方程为
:

几
’”
一I至几

‘ “
+ I二矛一几 = O

,
久签斗 0

,

几; 斗 0
,

所以
,

(2
,

1 2)式转换方程为
:

(3
.

1)

三个根七 补 0

““。“
2
+ ““。“

“
+ “; 。二

2
一

粤 (3
.

2)

上式为一有心曲面
,

或写成
:

a 二2
.

a 二2

土 一二户一了= = 三= 二万
~

十一
; 一下宁笼井下万士

(
‘

/
_鱼l 、一 (

,

/ 丝 ,
-

、丫 义fr
。 , \丫 几笠r

。 /

a 二之

蔗弃了
-

’ , 九 3 r o
’

(3
.

3) 式所表示的二次曲面在ac
,

) O 区
,

应是封闭的曲面
,

故特征方程的三个根
:

心 > O
,

棍 > O
,

批 > 0
,

所以
,

(3
.

1) 式应为
:

喃
+

南
+

南
-

(3
.

4 )

一一
了23

�

E
=

为一椭球面
.

对于各向同性体
:

I

方程 ( 3
.

1) 得
:

2
一了予石一 t 卫一拼勺

,

乙
~

‘; 一

告
一

(卜 3 , 一 2、)
·

代 入 特 征

3
。 。 .

3
, 。 、 。 ,

l
几

’ “

一万讥“ 十花不厂又l一拼勺刀一
一
万了 ( l一 3 召

‘

一 Z召, “ U
J二 上 二一 J二

-

解以上方程式
,

得三个根
:

七 = 几
l + 拌

E
’

1 一 2拼

E

得二次曲面方程为
:

不敷了
+

孺嚣了
+

~

祥输
-

( 3
.

5 )

当 a 。 ,
( O 时

,

断裂条件 ( 2
.

1 7) 式也为一二次曲面方程
,

将其转至新的坐标系心
, 。

叫
,

三个不变量为
:

I 了= 刀
, · , , : , : ,

+ 刀
2 , 2 , 2 , 2 ,

+ 刀
3 , 3 ‘a ‘3 ,

.二8刀刀
2

.

1
刀

; , : , ; , , ,

刀
2 , 2 , ; , : ,

夕
, · : , ; · : ‘

刀
2 , 2 , : 尹 : ,

刀
3 ‘3 , ; , ;

刀
, ‘: , 2 ‘2 ‘

刀
2 , 2 , 2 , 2 ,

刀
; 产 : , 2 ‘ 2 ,

, 2 , 2 , 2 ,

, 3 , 2 , 2 ,

刀
2 , : , : , 。,

}
.

}刀
, : , : , : ,

几
, : ·3 , 3 ,

}
十

}刀
3 , 3 , , : ,

, l护s , 3 ,

, 3 ‘ s , s ,

32刀刀
+

, 1 2 3 , 3 ,

, 2 , 3 , s ,

, s , 3 , 3 ,

,�23夕刀刀

3
.

1 , 2 , 2 , 2 ,

, 3 , 2 , 2 产

23刀厅
口

由于 I 了
,

此
,

几皆不等于零
,

故特征方程为
:

只
” “
一 I 丫元

“ “
+ I 竺义

“
一 I 竺= O

三个根此今O
,

双 今 O,

肥 今 0 ,

故 ( 2
.

17 ) 式的转换方程为
:

( 3
.

6 )

批‘
“ + 越叫

“
+ 肥‘

2 = 一

些生
(3

.

7 )

或写成
:
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a 二几
.

a 石2

一几尸芍= 于三~ 二下 士 卜万一二一= 艺= 万下 士
-

f
‘

/卫三、
一

“/
~

鱼1 、
-

、丫 几了r
。 , \

一

v 几笠r
。 /

a 二
2

“厂亘二、
’
-

、 v 几g r 。 ,

(3
.

8 )

为一有心曲面
。

(3
.

8) 式所表示的二次曲面在uc
,

( 0 区应是不封闭的曲面
,

所以
,

特征方程

的三个根为
:

批> O
,

从> O
,

肥 < O
,

(3
.

6 )式为
:

礁
了

+
一

份输
*

一阅蓄了
-

(3
.

9 )

为一单叶双 曲面
.

对于各向同性体
:

I了= 3刀
: ‘ : ‘ , ‘,

=
l + 4拼

E
I竺= 3 (刀

‘: , : , : , : ,

一刀
2 : , : ‘2 ‘:

,

)
5拼2

+ 4拼一 l

= 一 王下
-

一

I雪= 刀
‘: , : , ; , : ,

+ 2刀
, : , , , : 尹2 ,

一 3刀
, , , , : , : ,

刀
, : 产 : , 2 , : ,

==

告
(2。

‘
+ 3 , ‘2一 ; )

上山

将月
,

月
,

粼 之值代入特征方程 (3
.

6)
,

得
:

,
, 3
一(生掣竺、,

, 2
+ (旦少掣翼且、

几
。

一斋 (2。
。
+ 3 ; :

一 , )一 。

、 工乙 产 \ 刀
~ , 工乙~

解以上方程得三个根为
:

对 = 批 =
1 + 拼

E
积 =

1 一 2拼

E

得二次曲面方程为
:

a 二2

一下一一产= = = 亏等二~ 不飞 十

(
‘

/
、

兰竺竺
一

)
一

\ v (l + 拼)r
。 /

f
‘

/二互至二
一

丫 “/
\ v (l十 拼) r 。 / \ v

a 二2

ZE a

(z一 2拼)r 。

(3
.

10 )

(3
.

4) 式和 (3
.

9) 式为各向异性体在 a 。 ,

> O 和 ac
, 《 O 时之断裂空间 曲面

,

(3
.

5 )式和

(3
.

1 0) 式为各向同性体在ac
,

> O 和 。
。 p

( 0 时之断裂空间曲面
,

此曲面与文献〔工4] 所得之结

论一致
;
而(5

.

5 )式为(3
.

4 )式
、

(5
.

10 )式为 (3
.

9 )式之特殊情况
.

当 a 二二 0 时
,

即。
,
+ a Z

+ a :
= O

,

为纯剪面
,

则 (3
.

4 )式和 (3
.

9) 式成为
:

谕
‘

一

南
-

(3
.

1 1)

为一平面椭圆曲线
.

即 (3
.

4) 式和 (3
.

9) 式两断裂方程所表示之二次曲面
,

在纯剪平面相连接

为一连续的二次曲面
,

此 曲面即为各向异性体之应力空间
。
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