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摘 要

迄今一般都用态平面法来寻求绕铅垂轴旋转导轨上滑动质点的奇异点的位置
.

为同一 目 的
,

木文提出了一个新方法
,

可称为切向力法
.

与态平面法相比
,

切向力法在思考和计算两方面 都 比

较简便
,

尤其当我们应用本文第八节所建立的五个判据为甚
.

本文曾在一些有关公式中引进了描述导轨的一般表达函数
,

伸使求解这类问题时
,

避免 了 每

次重新进行推导
,

而能逗把导轨函数代进这些建立的公式
.

通过建立切向力法
,

又自切向力等于零和法向力等于零这两个条件得出该两微分方程 的 解
:

抛物线导轨和对数线导轨这两条特徽导轨曲线 , 它们是两族互相正交但非共辆调和函数曲线
.

文末曾拟取了九种不同安排的旋转导轨
,

并先后分别用态平面法
,

势函数法和切向力法进行

了解析
.

这九种导轨中有七种安排是本文新提出来求解的
,

它们在以前的篇藉中
,

作者尚未见到
.

一
、

态 平 面 法 的 概 述

乎如本文标题所示
,

我们要汇叙其间曾对一个质点在绕铅垂轴旋转导轨上运动所探得的

结果
.

一般而论
,

该质点完成的是非线性振动
。

在探索中
,

不曾考虑摩擦影响
。

如所共知
,

非线性振动是比较复杂
,

因此迄今多采用态空间
〔‘’

(st at e sp ac e) 法来审究有如

这样的微分方程
,
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。
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这样一来
,

态空间法就使我们不必直接处理

在这个方法中
,

一般尚引进所谓的态速度

} (2
.
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(l
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1) 式
,

而改为较易于处理的 (l
.

2) 式组
.
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对于本文所涉及的问题
,

那就是态平面 (s tat e p la ne ) 这种蜕化了的态空间了
。

关于导

轨形状的取舍是
:
对于旋轴对称的导轨

,

只需要考虑该导轨的一枝
;
对于非对称的导轨

,

势

须把整个导轨纳进分析
;
本文下面涉及的九种导轨中

,

既有轴对称的
,

也有非对称的
。

二
、

由 L ag ra n
ge 方程推导质点运动微分方程

如图 1 所示
,

试求质点 m 的运动
, 二
轴平

行于重力场力线
.

选 二作为广义坐标
,

该系的

动能是
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, 圣+ ,

分
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其中
v ; == 。}xI 是质点的垂直于导轨

z , f( x) 所

在平面的切向速度
, v : , 斌下厄干泛玉

,
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,
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其中
,

物理量顶上的点表示该量对时间进行一次微分
。

以 g 代表重力场加速度
,

则系的势能是
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于是得 L a g r a n g e 函数

,
, ,

m f
_ .

/ d f \名1
。

二 拼 f
。 _

f(劣、 1
。

L 二 T 一U = 誉七1 + 【共今 】}穷
,
+ 答之。

,
一 2介2粤井

一
卜x

,

一
-

一 Z t
‘ ’

\ d 二 / 了”
’

Z t

“
赶 二Z

J
-

为简短计
,

「

在下文中
,

除了个别的地方
,

我们不再写 f(x)
,
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,
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不同 , 对此
,

我们故意地 作了改

换
,

因为我们引入的定义更便于思考
,

更切合将于下文中谈到的有关物理意义
。
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d / aL 、 日乙
.

~ 万二一吃一下万犷 l一 ~ 二尸, = U
“ ‘ 、 O 不 / 口劣

(2
.

7)

而得

~
_ , _ , ,,

d 乞

甚 甲 I
“

=
、

万压r J‘劣)
·

‘

子i + 了
, ,

}萝+ f
,

f
,,
分

,

+ 夕f
, 一 。, 二二。

为便于分析
,

大家也惯于把上式写成

0
.

幻



用切向力法寻求绕铅垂轴旋转导轨上滑动质点的奇异点及其稳定条件
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其中 C 是积分常数
,

若用上式组的第一式
,

则得 (3
.
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四
、

由N e wt o n 动力定律推导质点运动的微分方程

因为 C or iol is 加速度是垂直于质点的相对运动方向
,

它只能影响旋转系的稳定性
,

而不
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影响质点的运动
.

前节曾用 Lag ra ng
e
方程求解

,

其实 Lag ra ng
e
方程是经过变换自 N ew ton

动力方程推出来的
。

对于本节
,

用 P
‘

和 尸
,

代表在横坐标 x 处质点的导轨切向力和导轨法向力
。

现 在 可利

用诸关系 (参看图 1 )
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,

而得质点在导轨上的下列两个动力微分方程
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,
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大家惯于引进 大这个缩写
,

并都讨论了当 几轰O时 的各种情况

下的质点运动规律
,

但很少提到其物理意义
,

我们不只一次地感到
,

有必要弄清这点
,

本文
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。
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图 2 质点诸力的相互制约

据此
,
只参O就意味着

,

质点在导轨上的切向力尸
:

爹O的三种

力学情势
。

再者
,

以 b ,
代表质点自导轨受到的约束加速度 向 量

,

对于

质点在水平方向半径为 x 的圆上的稳定运动
,

就必然成立下列关

系
‘B , (参见图 2 )
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,
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在 尸
.
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对于质点的运动
,

三个号给出绝然不同的影响
。

尤其当尸
.
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时
,

我们就从中导出某种导轨
,

在其上质点的切向合力永不存在
.

当 尸
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,

切
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; 当 八< O 以< 0) 时

,
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。

根据上面的分析可以看出
,

对于理解 之这个惯用的缩写的物理意义来讲
,
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e
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在成立公式 (3
.

2) 时
,

固然我们曾看待 g 是地球重力加速度
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,
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,
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。

很自然
,
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它是以
:
轴为轴的抛物线 (见图 3 ) ;

由

于这里它正是绕
二 轴旋转

,

所以在研究质点运

动时
,

抛物线距 二轴的远近并不重要
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因而在
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图 3 特征导轨曲线
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.
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—
卜

功
.

\ X /

/ 口. \
x ’ 一 x , “X p 气不犷

2

)
x 咔一O, 之= + 冈

冬

d Z _ g \
。

十了丁户一 一
一气二获丁一洲户 V

“汤 甲
一汤

叉一 ,
一 。。 , 2 = 一。。 (6

.

1 2)

(劣< 0) }
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在这条导轨曲线上
,

可 自 (4
.

1) 写出

尸
‘
一。。
洲耳⋯石奋
下 ‘习

-

尸
:

}
二 _ 。= m g ,

尸
:

}
二 一 * 一

= “ { (6
.

1 3 )

根据以上的探索
,

在绕其对称轴用等速旋转的抛物线导轨上
,

并在一定 角 速 。 之 下
,

可以作到质点的切向力 尸
:
, O,

法向力 尸
。

护仇 在一定的 。 之下
,

在对数 线 导 轨上
,

可 以

作到法向力 尸
,

= O,

切向力 尸
:

并。,
除这两条导轨之外

,

再没有任何导轨会具备这些特 征
。

在参考文献【9 ]的 2 21 页上
,

该作者曾这样写道
: 那将是可能的

,

就是
,

质点的外加作

用力是这样组成
,

以使它的反作用力等于零
.

看来 (6
.

1 1) 式和 (6
.

1 2) 式所代表的导轨上

P
.
= 。的事实正是上述肯定陈述的一个适当的例子

.

七
、

两特征导轨之间的几何关系

前节已经查明
:
在抛物线导轨上

,

可以作到 尸
‘
= O;

在对数线导轨上
,

可以作 到 尸
。

, 0.

因此
,

这两条导轨之间可能存在着一定的几何关系
.

要探明这个关系
,

试自
, , 、

。2 ,

C
r

了
,
【X

。 之 ) = 之一

—
X

-

一一二一
毛

=
艺9 2 9

得出

于是得到

骼
+

普
·

贵
一 。

: ,

会)
三 一

等
· +

会
一 。

现在可求积

而得

d x \
之 ,

一一了 , 1
“ 之 /

。2

三三一

—
劣 一

g

d x

-
; - 一
二 0

a 之

X义

了‘、了、/了‘、、

FF

/ 。2
\

劣 = 工 。 e x p 气一不歹
一 z

/

其中 二 。
是积分常数

。

这就说明
: :

。 2 , .

C
:

~
= 一二二, 篇

“

十一二二, 和 %

乙g 乙g
一

。 。

xP (
一

刹
形成了两族互相正交

的曲线(见图4 )
.

但它们是非共扼调和函数
,

因为若再弓、用 f
:

(二
, 二
)

一
二。。二p

(
一
令卜

。
,

、 ‘争 I

就能验证

日厂
.

日沪
, .

af
,

日f
,

一又二

一
一 .

一二一升十一戈一
。

一方于 三 U
口 X O 劣 口 2 0 之

(7
.

1 )
一刊

斌一一

、..‘tZ...l

/ a 2
.

口2
\

, ,

气万砂
~

+ 毛呀「 / 气J
‘十 ’了, )护”

即使改用两族导轨曲线在同一点上的斜率
,

也可发现它们的正交性
,

因为抛物线导轨的斜率

是 f卒、\ O 工 / p

0 2

二 扭
,

=

一
劣

g



分 刘 先 志

而指数函数导轨 的 斜 率 是

/ d 之 \
_ _ _

g

妞一
,

与一 1 ~ 脚e

~ 一一币勺 ,

\ O 万 / e 口
一
劣

于是验证了

m , = 一

~

塑于
, .

飞万
气, , 一勒

‘

,

1
, _

—
气了

。

艺)
刀 3 e

末式说明
:

我们推得的两族

特征导轨曲线 的斜率是互为

负倒数的
.

现在来谈一点作者所想

到的这两条特征曲线在自然

界和科技方面出现的几例
。

1
.

当液体容器绕铅垂

轴作等速旋转达到定常状态

后
,

液面形成了抛物线面
,

戈 翻. 一 公 O

ex

碍(:0 一‘,

::: 。

l
二二‘

」」

爵爵爵
\\\

’

、 、、八 、 产 , 阮石石

图 4 两特征正交导轨曲线族

液点之间不再有相对位移
.

可以设想
,

在这团液体中存在着无数个同轴的抛物线面
.

在每个抛

物线面上
,

液点间是相对静止
,

因而在其切向有 尸 , , :
二 O

。

这时
,

液点在法向上也不移位
,

因为沿法向液点两边不等的压强又借助于重力在法向上的分量而使 尸
, , 。

= 0
.

也可想象
,

在

这团液体中存在着无数个同轴的指数函数曲面
.

沿这些曲面
,

质点也无移位
,

也是液点上下

不等的压强借助于重力分量使 尸
。 , 。

= 。和 尸
。 , ,

二 o
。

2
.

众所共知
,

大飞机有借助于空中添油以提高其载重量的
.

值勤的添油飞机带着长油

管在空中作水平圆圈等速飞行
,

其油管形成的曲线就很近似于指数函数曲线
L吕’,

因为空气也

有一定的偏倚影响
,

此外油管的柔度也不会是很接近于理想
。

3
.

在水力发电站水涡轮机的泄水管洞中
【‘“’,

由于水既有下降速度也有一定的 旋 转 速

度
,

这就形成了犹如指数函数曲线的流线轨迹
.

当然这只能是近似的
,

因为还有不少其他干

扰因素
,

例如水流不是绝对稳定和管洞的几何形状等
.

4
.

在旋舞中
,

旋转动作每使裙子旋成法向力等于零的一个轴对称曲面
,

自然也是近似

这样
.

八
、

导轨上质点奇异点的位置和质点的平衡位置

在非线性动力系统中
,

最有意义的是系统平衡状态的确定
,

在其中
,

质点速度 (d 二/ dt = 妇

和质点加速度 (d g / dt = d 坛/d 产) 同时等于零
。

显然
,

动力系统平衡状态是相应于态平面中的这样一些点
,

在其上
,

质点 的 态 速 度是

零
。

在这些点上
,

质点运动微分方程有其奇异点
,

意即
,

微分方程有解的 Cau ch y 唯一条件

是不被满足的
。

对于任何曲线
,

有 1 + 【f
尸
(x) 」

2

> 仇 若使态速度等于零
,

就能自 (3
.

1) 式得出

“一 o }
一

知

一
一扩闭一

2

一(
一

粤一价
一”

}
(8

.

1)

基于上式
,

能有下列几种不同的情况
。



用切向力法寻求绕铅垂轴旋转导轨上滑动质点的奇异点及其稳定条件 9

、 、

卜 _

f
‘

(x )
, ,

~
。。 。 。 、 . ‘

) 习 夕一一花丁
- 一

、

下二 田
一

叭息 尽IJ 厂 ‘
于 U 户 口一西

这样就 自 (8
.

1) 式直接得出奇异点

!
夕...J

‘

、l
/

口笋
戈一
.了卜

几

一劣f’一
夕

/l
、、

夕= 0 ,

(8
.

2 )

x = 0’

由于 g f
,

(二)
= 。 2

是抛物线的微分方程
,

所以 (8
.

2) 式说明
,

包括抛物线导轨在 内的任何

导轨都有这个奇异点
,

若尚不追问这个奇异点的性质的话
.

、 , , _

f
,

(x ) _
, ,

,
。 。

n _
。、 。盛 ,

_
_

f
, (火)

,

_
。

~
, 、

匕
。。 、曰

、

二
、

‘
, rr

二二

、’王 ) 曰 “一丁一一田
一 ‘思即 厂 ‘

一川 “,J
.
才口 夕 一不牙

一

一一口一
。优 万加

,

即付遇以尘孙

原点的抛物线 Zg f (x) 一。
2

护 = 。, 利用此式
,

可 自 (2
.

1 1) 式得到

g == lim
苦 ~

) 土 “

意即
,

我们得到了奇异点

x = + 。
(8

.

3 )
g = O

对于不通过坐标原点的抛物线 Zg f (x) 一 。 2

护 = h,
,

又可自 (3
.

1) 式得出

y = lim 了
2 h
—— 一 n

胡
苦

门 .

) 土 山

+ f’
2

意即
,

我们又一次得到奇异点

x = + oo
(2夕f (x )一。

2 x 2
= h

尹

) (8
.

4 )
夕二 0

这就是说
,

抛物线的积分常数对于无穷远处的奇异点没有影响
.

(111) 当抛物线为 。2二 2
二 2夕f (x ) (也就是 P

:
二 o ) 及初速 夕。= 0 时

。

为此可自 (2
.

2 1)

式得出

h二 0

意即
,

当 只= O 时
,

初速也等于零时
,

布满了奇异点
,

于是得奇异线

(。
2% 2

== Zg f (x )
, 夕。二 0 ) (8

.

5 )

则质点将在导轨上停留于其初位
; 因此

,

整 条 x
轴全

夕= 0

(久, 0 ) (8
.

6 )
一 co ( 戈( + co

J

(i v) 当 夕= O 和 父“O 时
.

依据这个条件
,

就可 自 (2
.

9) 式导出关系

(8
.

7 )

这就是从前的 (5
.

4) 式
。

/ 一。

架
-

更因 ,
产

(二)一

斋
-

tg e
,

就能把上式写为

。 2工 e o s 6一 9 sin 口= 0

就此
,

可提及文献〔5 」第 131 页图 76 中一个稳定奇异点的例证
.

那 里的导轨是个圆
,

曾能把 义 = a sin o 代进上式
,

而得

(
ao Z e o s o一口)

s in 6== 0

(8
.

8 )

所以

(8
.

9 )
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其中
,

自然 si n e= O先给出奇异点

0= O,
e= 士二

而 (8
.

9) 式的另一个因子给出了另一个奇异点

(8
.

1 0)

夕
。
-

一(斋) (8
.

1 1 )

若取任意小值 d > O,

就可验证能成立下列诸关系

a o Z e o s (B
。

士6 )一 夕葺0

I“0 5 LU ,
一 。, 一 “0 5 口“’户 ’“o sL口。一“ , 一“0 5 口。’ 乡

甲冷气呀竺
,

于竖竺
。 , 、

}
S l n 气U o

个 U ) 产户 S ln 口 0 2 夕 S i ll LU o
一 U ) ,

(8
.

2 2 )

这些不等式 (8
.

12 ) 的物理意义是
:

这就能保证
,

使质点受到朝向奇异点 0 = 0
。

的 向心

力的作用
,

而且这个作用对于奇异点 0 = 0
。

在沿导轨切线方向奇异点的前后 两 侧 0定0
。

是非

对称的
,

在文献【5 」的图 78 里也 曾清晰地显示了合口振动轨线的非对称性
.

公式 (8
.

1 1) 所规定的奇异点是条件稳定的
,

在某种条件下它就可能不再出现
;
在抛物

线导轨上
,

除了坐标原点之外
,

就找不到这种条件性的稳定奇异点
.

九
、

质点运动轨线 (tr a je e to rie s)和叉分线 (se par at r ie e s)

质点运动轨线就是 (2
.

1 1) 式的图解
,

这些曲线是绘在态平面 (二
,

g) 里 的
;
为 便 利

计
,

再把 (2
.

1 1) 式抄在这里

(, + ,
, “
) , :

+ (
: 。

斗
一 。

2

、
x Z
一 (, + ,

, “
)。

: 一 , 二
2
== 、,

\ 西 /

(9
.

1 )

其中 h, 二 Zh/ 。
。

此刻应当回忆从前的几个重要关系 (2
.

5)
、

(4
.

1) 和 (5
.

1 ) 等式
,

以便

易于理解
,

量 几也就象征着导轨上质点的切向作用合力
.

根据 兄毫O,

切向作用 力 也 就有三

种不同的情况
,

也就是以前 (5
.

2) 式和 (6
.

1) 式所表达的
。

依据导轨的不 同
,

上式中的 l + f,
2

和 几都不可能是常数
,

它们必然是 x 的不同函数
.

若

能使 之为常数
,

图解就比较简单
。

总的说来
,

若 几< O (尸
:

< 0)
,

则运动轨线是些椭 圆 近似

曲线 ; 若 几> o (尸
:

> 0)
,

就出现些双 曲线
,

质点先自远处走近鞍型奇异点之后再远离该 点
;

当几二 。 (尸
。
= 0)

,

就产生以 二轴为对称轴
、

并与 二 轴交在士co 两点上的极扁平的椭圆轨线
。

对于 几= 。的情况
,

特别是当质点初速为零
,

它就停在原位
,

致使整条 二 轴 蜕化成一根 全为

奇异点布满了的直线
,

可称为奇异线
。

对于推求等速轨迹
,

就可利用条件 夕二父= 0 自 (3
.

1) 式导出产生它的必要条件

, 一

低豁留
、

(9
.

2 )

或写成

(。 , 戈一 g f
, (x )) o) (9

.

3 )凶冈
。 一士
了扩

二一 g f

f’ (劝 f
,/

设 夕等于常数
c ,

则得

把它积分后
,

即得

e Z

f
,

(x )f
,,

(x ) = 。
, 二一 g f

,

(x )

口: 〔f
,

(二)〕
“

, 公Z x ,
一 2夕f (x )

(9
.

4 )
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其中曾弃去了无足轻重的一个积分常数
,

而得

, (x) 一

翻
“ 。2 x 2

一 Zg f (x ) d 劣 (9
.

5 )

这是个未易求解的积分方程
,

但可看出

f (x ) = k戈
2

(9
.

6 )

能满足 (9
.

5) 式
,

以 k 为常数
。

这就说明
,

只有在抛物线导软上的质点才有可能 在 x 方向

作等速运动
.

文献〔1 〕
、

〔5 〕里的个别例子都符合这个一般推导出来的结果
.

此外
,

对于运动的探研
,

叉分线的寻求也很必要
,

因为它可以把态平面分为有不同运动

性质的区域
,
对于叉分线的位置

,

可借助于在 (9
.

1) 式中把积分常数 h, 应拟取 何值而定
。

运动系的势函数有一般 结 构 u(
二)一耐

。f( x )一

羊
二

弓
,

这是本文后边有待推立的 (, ,
.

7)

~ 叨 月 ” 曰 J

刀 ~ ~
‘〕 ‘

~
‘曰 ’一J 一 、一 ‘ ’

一
t 口

‘ 、 ‘

2 一 J
’

~ ~ 一~ ~ ~
’‘
”

“

冲
一

一 ‘

一
’ 一 ‘

式
.

函数 U (劝可能只有一个最高峰
,

也可能有几个相对高峰和多个最高峰
,

这要依 f (x) 而

有所不同
.

若以 h落(为)表示这些相对高峰处势函数的值
,

其中 介 是相对高峰的标 距
,

则相

对高峰处的叉分线公式是

(z + j
, ,

)夕
, 一几二

“
= 人下(x

‘) (又> o) (。
.

7 )

再以 h二ax 代表势函数的最大值
,

则该处的叉分线式是

(l + f
‘,
)夕

“
一几二

,
= 人益

a x

(几> o) (9
.

5 )

关于以上两式的应用例题
,

前人已曾多处述及“ ’〔3 ’‘“’。

由于几也包括着 二 ,

一般而论
,

叉分线不是直线
。

导轨上质点的切向力尸
。

> 0 (几> 0)
,

是

出现叉分线的必要条件
。

一般而论
,

h二(x ‘
)的变化区间是 一co ( h ; (翔)( co

。 二 . 的 变 化区

间是一 oo 《劣 ‘
《00

.

十
、

速度分量
、

加速度分量
、

运动周期

在求解实际运动问题时
,

常需要不同方向上的速度和加速度
,

因此我们需要推出其一般

关系
,

意即导出包含着导轨函数的一些式值
.

此外
,

也推出计算运动周期的一般表达式
.

在下列推导中
, x 和封七表质点位置坐标距

, 夕“ 分是‘方向上速度
, : 是导轨上的弧段

.

于

是 (2
.

1 1) 式导得 x 方向上的速度

1 Zh
才一二二一 一艺夕J L

分二刀 == 十对
一

卫上
一

一 : 一
.

一
r

一 一
一

, L十 LJ

习 + 扩护

火‘)J
‘ (1 0

.

1)

由于会二夕f
尹
。)

,

所以
z
方间上的速度是

丝

价
一 2夕f(x ) + 。

2 x 2

, + 〔j
/

(、)J
名 (10

.

2 )

.

11习

、,
�

X
矛‘.、I

产犷‘

+一一一
.

2

更因护= * ’+ 护和 亏= *斌丁干7万
,

,

所以质点在导轨上的切向速度是

/ 2h
_ _ t ,

_ _
、

丁下正二
= 土

飞l

—
一乙甘J 气涌 j 个CL, 汤

, 7月
( 1 0

.

5 )

对于加速度分量
,

可由导轨曲线
z = f (x) 得出

活== 方“f
,,

(x ) + 父f,
( x ) ( 一0

.

4 )
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其中可用 (10
.

1) 式表达夕
,

并再把

。 Zx 一
X

二二二

—
丝业卜工丝丝竺
l+ [ f

,
(二) ]

“
(2

.

9)

代进 (10
.

4) 式
,

即得便于使用的

。“x f
,
一 g f

‘,
+ f

l,
夕

,

l + f
, 2

于是可由若= 衣05 0 + 溉ino 二
父+ f, 乞

若= 斌丁不严
~

斌压干严

f, f
l,

万丁不7万

f
“

‘
一 f

/

对于运动周期
,

可自 (10
.

1) 式导得

刃砂飞干了万

(10
.

5 )

(1 0
.

6)

指+一导
�义。之

一八了卫1
, 刀乙

些亘工i止一一*
一 Zg j + 。

2劣么

( 1 0
.

7 )子‘

d

j自0r吸... .,J

或 自 (l 0
.

2) 式得

f‘
, .

f
z ,

斌
一

砰万
厄一

龟 a f 二二二 1 一- 一下= = 井于= 二

一
- 一一

:

一
~ 一U Z

, 。 ’‘ !

f ‘了等
一 Zg f + 。

2 x 2
( 20

.

8 )

也可自 (1 0
.

3) 式推出

f‘
.

「s ,

d s

1 d t = 、 ~ 二一亏一一一
毕

一
,

一
二

一J0 J s : / 2 陀 。 _ 了 . 2
_
2

飞 /

—
-

一 乙习j 个田 人
-

, 刀飞

( 1 0
.

9 )

其中对于所需要的
: = :

( x)
,

可先求积

‘

厂万 7
一

刁牙不‘
,

一 1 1 十 l 一 ~ 产一 1 a X
o V \ a 劣 /

( 1 0
.

1 0 )

而获得
.

一般而论
,

就能把二从 ( 1 0
.

9) 式的被积式中替除而完成 ( 10
.

9) 式的积分
.

十一
、

运动系统的势能函数

根据态平面法的一个特征
,

总是借助于所谓的一个势能函数来推求态平面内的质点运动

轨线
.

本节专讨论如何推求这个势能函数的一般结构
.

若质点受到非线性恢复力的作用
,

它并在一直线上运动
,

则其微分方程是

父+ F ( x ) = o ( 11
.

0

其第一次积分是
,

2 + 2

}
F ( X ) d X 一 2” ( , l

·

2)

”是积分常数
·

U ( X ) 一

}
尸 ( / ) d / 就是上面所说过的势。。函数

·

但是
,

若质点不是沿着一直线

运动
,

则相应于 (l 1
.

J) 式而应有
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空+ 必 (g
,

Q
,
兄

,

f
,
(g )

,

f
护
(g )) == 0

其中q是L ag ra ng
e
广义坐标

,
还是参数

,

f
尹
(刃和 f

扩
(刃代表导数

.

对于 (1 1
.

3) 式
,

么容易求出其相应于 (l 1
.

2) 式的第一积分
,

虽然在纯碎形式上也可写成

“
: + 2

}
, ‘。

,

“
,
‘

,

f
,
(。,

,

f
·
‘。, , d 。一 ZH

从而就纯形式上而有

(1 1
.

3)

就不再那

(1 1
.

4)

。一 土、二
了
二一{

。 (。
,

。
,

;
,

,
,

(。)
,

f
·

‘。, , d 。
(1 一 5 )

当 H :
(

, d 。时
,

我。1得到实在的。
; 当 H <

}
, “。时

,

在态平面上得不到运动轨线
.

在下面我们以 (2
.

9) 式为例来表达这一点
。

按照 (l 1
.

2) 式
,

可自 (2
.

9) 式写出其第一次积分

。2工一 g f
,
(x )一f

,
(x )f

,,

(二)夕
2

1 + [f
,

(x )〕
2

d x = O (z一 6)

舀皿. .吸..�

,自

一
2.

劣

其中二虽然表示横坐标
,

现在来完成 (l 1
.

6)

但质点并非沿直线 x 轴运动
,

而它是沿着导轨 f (x) 运动
.

式中的积分式

}
梦d 二 的运算

; 不。用部分积分
,

可得

( 1 + 〔f
,

( 二) 〕
2
>
2

~ - 宜兰兰卫卫工鱼立一
2谭l + [f ,

(男) 〕
2
冬

�

!‘t
.r. ... .�

岁己劣
= 考拿耸黑其粤蔡 +

乙1 主 ,
目 LJ

’

气工少j
一 r

f
, (x ) f

,,

(二)分
2

l + [f
,
( x ) 〕

2 }
d 二

+

} < 1 + [ f
,

( x ) j
Z )

2 f
,

( x ) f
,,

(劝 d劣

其中

岁 二
一

丝竺旦左蚁烹迎奖〔空生
l + LJ

‘

气% ) J
“

再利用 (2
.

1 1) 式
,

可把上式积分号下的云
“

替除
,

而得

}
少 d 二 - 。, x “一 Zg f ( 二)

2灌1 + [ f
‘
( x )〕

2
}
一里互(

协 J

f
,

( x ) f
l,
( x )

血

一蒜决温
一 h
一 厉布) + [f ‘(二) J

,

}

从而可把 ( 一r
.

6 ) 式写成

、l + [ f
,
( x ) ]

2
十分

2
一 [。

2 x 2
一 2口f ( x ) 〕一

Zh
,

—
二二 U

仍

更因 { 1 + [f
,

(劣) 〕
2 卜戈

“
= 亏

2 ,

明

2

所以得

亏
“+ U (二 ) = h

其中

u( x) 一耐
。

f(x )一零排
t ‘ J

( 2 1
.

7)

这就是这个例子中的势能函数
.

此外
,

变换式 *

衬
丁

币熹而而
也是有用的

.

、 几 飞 L J 、曲 J J



以 刘 先 志

据此
,

我们得到这样一个似是实非的现象
:

(1 1
.

7) 式似与 (2
.

3) 式互相矛盾
.

这是因

为第二节的推导系以惯性坐标为准
,

而本节却以牵连坐标作为参考格架
.

在文献 [ 3 〕第52 2页

上的例子里也是用了后者
,

而文献 [ 1 」第 41 页上的例子里是用了前者
。

对于这里的惯性坐标

系
,

我们有一个势场和两个动能
;
对于牵连坐标系

,

我们则有两个势场和一个动能 ; 对于这

点可参看文献〔1 1〕第69 页
、

第”页及第74 页上的论辩
。

十二
、

导轨性质及质点运动奇异点的一般讨论

关于本节标题所提出的奇异点问题
,

迄今巳有无数的论述
,

例如 [ 1 ]
、

[ 3 〕
、

[ 5 〕
、

〔7 ]

等这些我们常见到的文献
;
对于处理这类问题

,

本文着重一改以前的个别对待的办法
,

而是

试想作一个一般性的探讨
,

以期能导出些一般规律
; 同时将在末两节中涉及个别例题时

,

也

是仅偏重于与本文所探得的一般规律的应用与结合上
.

首先
,

本文前几段所推出的一般公式中都出现了导轨函数 f(幻 及其微分导 数 f
尹

(x) 和

f
“
(x)

,

它们的出现能使我们看出一些一般的性态
,

从而也就显示
,

本文一改前人的
“

单打

一
”

惯例地解析这类问题是有其一定的优越性的
.

为 了避免重复
,

仅列 出本文所推立的一些重要的一般结构的式子的编号
,

以便查寻
,

它

们是 (2
.

2)
、

(2
.

3 )
、

(2
.

4)
、

(2
.

9 )
、

(2
.

2 一)
、

(3
.

2)
、

(3
.

2 )
、

(4
.

1)
、

(4
.

2 )
、

(5
.

1)
、

(9
.

7 )
、

(9
.

5)
、

(13
.

1) 等式
,

其中都出现了导轨函数f(x) 及其微分导数f
产
(x) 和 f

“

(劝
。

此外
,

本文的探讨曾得出了一些新规则
,

可以用来寻求旋转导轨上质点的奇异点
,
兹把

这些规则摘要列集
,

律便于一规梗概
.

f(劣、 _
_

二 _
_ _ 二 _ _ _

_ _

二 _
_

⋯
, L _ .

_ _ _
_

_
_ .

_
⋯

_

二 _ _ _
_ .

(工) 只= 扩一 2 9

代升毫0 的有其物理意义的同义描述是 尸
‘

毫0, 通过后者就能明显地

揭示凡毫0 的物理意义
.

几> O就相当于在质点上有着离心力的作用
; 义== O就相当于在质点上无

切向外力合存在
; 之< O就相当于对坐标原点而言在质点上有如只有弹簧恢复力的情况

.

( 2 )在一定的角速度。之下
,

抛物线形导轨上就产生尸
:
= O ,

但尸
。

护 O的情况
;
在一定角

速度o, 之下
,

在对数线形导轨上就产生尸
。
= O但尸

‘

沪 O的情况
。

一般而论
,

抛物线导轨和对数

线导轨除外
,

在任何导轨上都是尸
‘

笋 O和 尸
。

并 0
,

虽然在个别点上不是完全这样
。

( 3 )在同一导轨或异轨上
,

只有 当 x 和 f
,
(x ) 有同号时

,

才能出现 尸
。
二 O; 只有 当 x 和

j’(二)有异号时
,

才产生尸
。

= 。; 在 同轨的各个线段上
,

也会产生这两种极端的情况
.

利用这

个规律
,

对于任何导轨
,

哪里能产生 尸
‘
= O 及哪里会出现 尸

,

二 0 ,

就可一望而知
,

非常节约

思索
。

(4 )当P
。
= o时

,
‘

自然就只出现 C o r io lis 力和 C o r io lis 力所引起的 C o u lo m b 摩擦力
; 当

尸
,

护O 时
,

于上述两力之外
,

又增添了尸
。

所引起的 C ou lo m b 摩擦力
.

( 5 )若考虑上加速度场这个概念
‘川

,

就可自 (6
.

1) 式得出下列诸值的物理意义
:

一 x 。“

—
向心力加速度场

;

_

j’(x)
‘ ,

二、 二 、
口二 , 。二 二。 * * 。

“一
~

又一
,

—
汤 刀 问午供肥丙里jJ /JH 迷反切

,

一万舟黑
污

一一
导轨切向惯性力场 ;

N l 丫 LJ 气汤月
-
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g j’(劝 。 、
.
~ 、~ 一

,

,

了萍存不万
二

一
, “叨 .。里* *

.

(6 )对于一般的导轨
,

可以有 尸
:

毫O 三种不同的 情 况
。

f
尹

(x) 轰O和 x 毫O的多种配合
,

能使我们比较迅速地推断
:
在某条导轨上是否会出现奇异点

;
起码比用态平面来 得 简 易 迅

速
。

(7 )在 (l 1
.

7) 式势能函数U (x) 中出现了导轨函数 f (x)
,

这就能使我们把 U (劝 即 刻

应用到任何导轨上
,

然后再进行其它必要的分析
,

从而节省每次重新推求势函数的式值
.

(8 )公式 (9
.

8 ) 是叉分曲线 (S e p a r a tr ie e s) 公式
;
从而看出

,

只有当之> 0时
,

才能出

现不稳定的奇异点
.

(9 )勿须每次先推求问题的Lag ra n ge 函数
,

再须把它代进 Lag ra ng
e
方程

,

而是通可把

导轨函数f (x) 的j’(x) 及f,’( x) 代进一般加速度式子 (2
.

9)
,

再应用态平面法
,

固然 L ag ra ng
e

方程也是自一般加速度式值 (2
.

9) 经过变换导得的
.

能绕过须先成立 L a ; r a
ng

e 函数这一

步
,

是相当有利的
,

因为有时这步推算并非一墩而就
.

(10) 当重力和离心力出现在导轨同侧的那段上
,

才有可能产生 尸
‘
= O; 重力和离心力出

现在导轨异侧的那段上
,

才有可能产生尸
。
= O的情况

.

这些结论都是从切向力公式和法向力

公式论辩出来的
。

(1 1) 尸
‘
= O 只能当作发生奇异点的必要条件

,

但不能当作发生稳定奇异点和非稳定奇异

点的充分条件
。

(1 2 )切向力法能使我们看出
,

奇异点处有 向心力还是有离心力
;
下文中诸例题的稳定性

态的判定多系利用这一事实
.

十三
、

旋转导轨上质点运动奇异点存在的必要

条件及其稳定性态的判据

在包括着旋轴的任一平面里
,

导轨
z = f (劝 可分为对转轴形成对称和不对称两种

,

其中
z
代表竖轴

,

f (劝 代表曲线
, x 代表横轴

;
前者旋出一个轴对称曲面

,

后者旋出两个轴对称

曲面
。

因为后者种类无限
,

所以对于研究这种问题
,

一般限于对称导轨
.

总的说来
,

对称导

轨的基本性质是
:

f(x ) == f (一 x )
,

f
l

(x ) = 一f
,
(一二)毫 0 ,

j
,’

(x ) = f
l,

(一 x )鑫 0
,

f
扩
(x 士句 , f

“

(一戈干句
,

其中占是个小正值
.

‘ ,

一
、二 。 。场一 g f

了

(x )
_ , _ _ .

* 。
,

协 卜 . ,
_

。 _
。 。 二

‘。 , _ 。

一般而论
,
尸

‘
= 。书导六等一攀矛 特 co ns t

. ;
在某些点 二‘上

,

尸
。

, 。是可能 的
, 二 .

是
队

’. “ 卜‘ ’ ‘ ’

一 ”双 i千〔f
尹

(x )〕
“ ‘

一
‘

~
‘

”
!

‘不一
‘

呱
一

” 一
, 一 ’ 一

~
一

‘ 。“ ” ‘ ’ 一
’

~

. ‘二
、

、 *
.

”, 、. o n , J
,

_
。

认
, ; : , 。 ,

‘

八 _
_ _

2 1 + 〔f’(x )〕
2

二 。
_

、奇。* 户。、一 g f
产
(x ) = o的诸根

.

此外
,

d 尸
‘

/ d x = 。给出f’’ (x) = 扩苦星生扮宗去
~ .

于是就可能产生

“一 “J 、‘ ,
一

“ “ ” 阳
‘

,汽
. ‘U / ‘ ,

一
’‘ 一 ‘ ’ “ ‘目

叫
J 、一 ’ 产

一 夕+ 。
2二f

,

(劣)
’ ‘

~ ,
“ ‘ ’‘“ ‘

一

下列因果关系的不等式条件
:

当 f
·

(X )

}
二一二

“
。2

(1 + f
‘,

夕+ 。
2 二f,

x _ 二 时
,

可以得
会{

, 一二
‘

。
·

从而对于便于寻求本文课题中的质点运动奇异点
,

就可建立下列判据
,



刘 先 」罗
砂之乡

、

-

一
-
一

~
目.
网 , ,

.

~
~ ~ ~ ~ ~ ~ ‘~ . . , . ‘. , . 目. . . .

.

一
一

~ , ~
.

-
-

一
.

, . . 叫叫. , ~ , ~‘.

~

( l )于重力场g 内
,

在绕平行于重力线 g 的轴以角速。旋转的轨道
: = f (x) = f(一劝 上

,

出现仅沿导轨切向可滑移质点。的运动奇异点的必要条件是
:

主) 。肠一gj
l
(二) = 0

ii ) 重力和离心力必须发生在导轨同侧的那段上

( 2 )以占为一正微量
,

于重力场g 内
,

在绕平行于重力线 g 的以角速。旋转的导轨

f( 一二 )上
,

出现仅沿导轨切向可滑移质点。的运动稳定奇异点的充分条件是
:

(1 3
.

工)

f (x) ,

f
H
(x )

_ 。 ,
(i + j

‘2

)
尸
户 ~万万气万云二石产

甘 门,

田 西 J
或 尸

:

二二二劣 ‘
(1 3

.

2 )

其中 p
‘
= , (“ , x 一夕f

‘)/ 斌压干7万
,

, x ‘
(i = l , 2 , 3 ,

⋯)是 。, x 一夕f
‘
(‘) , o 的诸根

·

( 3 )以 d 为一正微量
,

于重力场 g 内
,

在绕平行于重力线 g 的轴以角速 。 旋转的 导轨
二= f (劝 = f( 一二)上

,

出现仅沿导轨切向可滑动质点。的运动非稳定奇异点的充分条件是
:

,
·
(二)}

二_ 二‘

心

瓷黔 !
二 _ 二‘,

或 尸
·

}
二一二‘士。 、。

(13
.

3 )

其中 尸
‘
= m (。、一 g f, )/ 斌石刃万

,

翔 (l’= 工, 2 , 3 ,

⋯ ) 是 。坛一 g f
尹
(x) = 。的诸根

·

(4 )当f
l,

(x ) l
二~ x ‘

= o ,

意即
,

当导轨f(二)上有回折点 (in fle etio n a l p o in t) 时
,

在其他

同样条件下
,

出现运动半非稳定 (或叫做半稳定) 奇异点的充分条件是
:

d P. /d 川
二= ‘ < 0( 半稳定)

,
d尸

‘

/d 川
二~ 对 < 0( 半非稳定)

,

或尸
:

}
二 ~ 二 士 J > O (1 3

.

4 )

其中占是正微量
, x ‘

(‘= l , 2 ,

⋯)是。玩一 g f
产
(x) = o的根

,

石 (x 亨)表示移动点从左边 (右边 )

趋近点 x ‘
·

( 5 )当f
“
(二)】

二二二 ,

= o
,

意即
,

当导轨f(x) 上有回折点时
,

在同样条件下
,

出现运动半

稳定 (或称半非稳定) 奇异点的充分条件是
:

(d P
。

/ d x )
x 二 x : < o (半非稳定)

,

(d P
:

/ d x )
x = 二幸 < 0 (半稳定)

,

或 P
‘

l
二= x ‘士。< o (1 3

.

5 )

其中占是正微量
, x ‘(‘= 1 , 2 , 3 ,

⋯) 是 。场一 g j, (x) = O的根
;
石 (x 言)表示移动点从左边 (右

边 ) 趋近于点 x ‘。

十四
、

关于本文中例题的选取和处理的侧重

在下文中
,

选取的例题包括 (i) 抛物线
、

(11)正圆
、

(111)正平椭圆
、

(iv )正立椭圆
、

(v )

悬线
、

(v i)侧圆
、

(v主i) 侧平椭圆和 (
v i宜i)侧立

椭圆这八种导轨曲线
.

巳被前人几乎备述无遗

的抛物线和正圆导轨“ ’, ‘吕’, ‘已’, ‘’2 ’,

我们又引用

的用意是
,

用本文建立的判据再作分析
,

以示

明这个新方法的效用
.

其余六种依 目前作者所

见
,

似尚未见于篇藉
,

故曾把它们详加分析
,

以期能揭出其新颖之处
.

这些导轨曲线的安排可见图 5
、

图 6
、

及

图 7 ,

在其中曾注 明了各个角度的起点, 这些 图 5 抛物线和悬线



用切向力法寻求绕铅垂轴旋转导轨士
.

滑动质点的奇异点及其稳定条件

瑟瑟瑟瑟瑟瑟瑟刃刃\
火火火矛矛矛

图 6 正圆和侧圆 图 7 正平
、

正立
、

侧平
、

侧立椭回

起点的互异
,

是由于应当为不 同的导轨选取比较适宜的起点
.

后七种导轨的命名谅系自明的

了
。

下面的分析拟用三种方法进行
:

( l )态平面法;
(2 )势函数法

, ( 3 )切向力法
.

对于 (l)

法
,

我们的重点自然应只限于几种新导轨上, 因为这几种导轨是新提出的
,

就更注意这三种

方法的比较
.

正如本文的标题所指
,

我们的重点是放在切向力法这个新方法上面
,

因为若只限于弄清

这类运动的奇异点的位置和性质
,

这个新方法是较为简便
; 此外

,

这个方法的推演过程也给

出了更明显的物理意义
.

十五
、

态 平 面 法

在这一节里
,

我们只限于较细地讨论后六种导轨
,

因为它们对于求质点奇异点来说
,

算

是比较新的安排
,

并且也能把其结果同已有的作一比较
.

(i) 抛物线导轨
.

把抛 物 线 f(x )一

共
及其有关的微分导数代进 (2

.

。) 式
,

即得
奋矛

尹

迁些 = _
.

(g 夕一。
‘
p

,
+ g ,

)“

d 二 (p
Z
+ 二 2

)夕

这个式子同前人用他法作个别处理时所推得的结果完全符合
【‘’, ‘“’。

(ii ) 正圆导轨
.

把 f (x) = 。土澎砰石
百及其有关微分导数代进 (2

.

9) 式
,

再应用 替 换

关系
x = as in o

,

就简化出

石= 。
2

f
e o s e士一卫

万

、
5 1。 e

、 一 g 口
一
/

这就是前人用他法已经获得过的结果
〔“’, ‘6 ’,

“ 艺’.

_ _ ~ _ ~ ‘ , ,

_ , , 、 ,

b
一

_
一 ,’

_

一
、 , , ,

_

‘
,

一
, 、 、 二 , _ _ ‘ 、

_
. _

二

lll) 止半溯国号机
·

记八x) = 。土万V 矿一丫 仪共有天阴微同代近 议
·

即 式
,

丹施以

代换关系
x = a s in o

,

就简化出

a Zo Z s in 8 e o s o士夕b s in 口+ (a
Z
一 b

Z

)s in 0 e o s o
·

8
2

a 名 e o s Z
口+ b

Z s in 2 0
(1 5

.

1 )
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使用条件 口= O和0 = 0 ,

则得

si o e= 。,
e、= 二 ,

(不稳定奇异点)

“
·
-

一(斋)
, (1 5

.

2 )
(稳定奇异点) }

再把有关式值代进下式

谧i + [f
,

(x )」
“

}穷
“
+ 2夕f (x ) 一。

2 x 2
“ Zh

(2
.

1 一)

u 。 (口)

才才
夕

---

露露粤轰轰

则得

图 8 旋转正平椭圆导软上质点在态平面内

的运动轨迹

图 9 旋转正立椭圆导轨上质点在态平

面内的运动轨迹

f。
“
+ 白

“ . a Z
一 6

2 _ _ _ 。。

飞: : .

。 , a ,

f
_ _ _ 。 。 、 4夕b

_ _ _ 。

1_ 户
、- 一不 一

一 气币一一一二一一 c U万 ‘口 I口 门~ ~ 一一二一一~ 、 U U 万 ‘ u 卫二一勺了甲飞一‘U O U f se 粉 舀

t 名 乞 J 艺 t u 一

田
一

J
(1 5

.

3 )

其中可视为

、
:
二才兰理

~

+

众竺
c o s Z。飞‘

:

气 Z 乙 J

由此就得出绘制态平面内运动轨迹的函数
·。

一
2。一 4

今
。S 。

(15
.

4 )

其中 “二

斋
·

以 “一 ‘oc m
,b

一 sc m
, 。一 98 , cm /se cz, 即经计算而得图“

·

由此图和前人用

他法已绘制的正圆的曲线
‘吕’, ‘“ ’, ‘’: ’,

就可看出其间并无区别
.

(i v
) 正立椭圆导轨

.

这里用f (劝 二。士誉以乎二牙
f 和 x = b 5 1叨

,

而得
口

J 二

这里依同理得出

b
艺。恶 e o s 0 s in o士夕a s in o + (b

Z
一 a Z

)s in 6 e o s 6
·

夕2

b么 e o s ,
0 + a , s in

2
0

(1 5
.

5 )

sin o = 0 ,
6
”
= 二 (不稳定奇异点 )

。
。
-

一 (褚洛
一

)
‘稳定奇异点 , } (x 5

.

6 )
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由 (l 5
.

2) 式和 (l 5
.

6) 式看出下列关系

0
。

乏0
。 ,

(a 之 b) (25
.

7 )

并且当
a = b时

,
(15

.

2) 式和 (l 5
.

6) 式就都蜕化出正圆导轨一例的解
.

相应于 (1 5
.

3) 式

而有

兰李竺+ 竺粤兰
一e 。, : 。飞‘

:
+

缪万
。。s : 。士

,

孕奥
c 。、 。)一e

,

艺 艺 J 艺 t 一 O “

口
一

J
(一5

.

8 )

其中应视为

fa Z
+ b

Z
.

b
Z
一 a Z _ 。

1 犬
,

万 一

= 玉

-
二
一一 月

-

万
一 一C 0 5 艺口 2 口

“

t 艺 艺 J

利用

u ”
= e o s 2 0 一 4召

a 2

b
2

平
、

(15
.

9 )

进行运算即得图9
.

由图 8 和图 9 看出
,

(V ) 悬线导轨
.

把 , (X )

一
h

(

e o s o

立两椭圆导轨上奇异点的位置不同
.

兰
“
及其有关微分导数代进 (2

.

1 1) 式
,

则得

才
, + s*n h :

f三、)
*

:
+ : ; 。 。。s h f声

一

、一
。 : x :

== 2 *

t \ “ / J
一

\ “ /

其中应视为
, ,

/ x 、飞
一 夕

十 5 lll n 一
I一 1 1苏

-

\ “ / J

再利用势函数
_

【
、

/ 戈 \ 勿 2% 2
)

Lj 气义 ) = 乙刀口愧C O S ll 吸— 】一

—
之

t \ G / 乙g 口 J
(1 5

.

10 )

及在 二方向上的速度

兰
a

+ 。 2 x 2

兰
a

(1 5
.

2 1)

、、怪,产一
、、‘.户z

厂

‘‘气了、一了了、、

Zh 一 2夕a e o s h

l + s in h
Z

11叫刀

+一一一
.

义

即可算出图 10 所需用的数据
.

把图10 同抛物线导轨的图解运动
〔‘’, 〔“’, 〔’2 ’

作一比较
,

可以看出
,

在悬线导轨上
,

质点不

会运动到无穷远处
。

抛物线导轨上只有一个在坐标原点上的条件性的稳定奇异点
; 而在每个

角速。值之下
,

悬线导轨上的质点能在 二 轴上获得两个稳定奇异点
,

而且它们都是移动性的

稳定奇异点
;
在图 10 里的众平面内

,

我们仅给了一套这样的运动轨迹
.

(v i) 侧圆导轨
.

把f (劝 = 士斌石〔了不可
面
一

及其有关的微商代进 (2
.

1 1) 式
,

则得

l
劣 = 土—M

— a
{Zh + 。

Zx 么

干 29 斌感而二沪 蛋(Z
a 二一劣2

) (1 5
.

1 2 )

其中h是积分常数
.

再利用势函数公式 (1 3
.

1) 与代换关系
x = a( l + co s

o)
,

则得

U (X )

一
旦
宁十

2。

{一
‘· “一

会
(。。5 2“+ ‘一 “)

} (1 5 一 3 )

代进数字进行运算
,

即得图 11 所需要的数据
.



勺1 去卜 曰匕

2 、J Z 自 Jl二J.

_
‘‘ . , . . ,. . , .. , ,~ . .. . , . . .. ‘ . ‘‘~ ~ , ~ . . . 目. 叫~叫. ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . . ~

图 10 悬线导轨旋转中其质点运动在态平

面内的运动轨迹

图 11

自图11 可清晰地看出
,

下半圆上有一个稳定奇异点
,

们都是依。而迁移其位置
,

因而它们是移动性的
。

(vi i) 侧平椭圆导轨
。

旋转侧圆导轨上质点运动的态平面

图解

上半圆上有一个非稳定奇异点
; 它

斌
b一
a

把 f (x) = 士 砰不牙而平
~

及其有关微商代进 (2
.

1 1) 式
,

即得

l万下丁下二二
~

b

_
飞

,咬Zh。十口
‘
x

‘

+ 29 丁M Z a x 一 x Z

之(Z a x 一劣
‘

)
. , 口 I 幼 口

万 = 十 a 刁

一
—

一 ” a “
o
“

十 气a
.

一 o
‘

八艺a x 一 x
“

)
(1 5 一 4 )

其中h。是积分常数
。

再利用势函数公式 (l 3
.

1) 与代换关系
,

即得

U (x ) = 一
3 0 2 a 2

2

士 2。。·。 s “+

粤
(
·。· 2。一4 5 ; n 。)

(15
.

15 )

利用上两式进行数字运算
,

就得图 12 所需要的数据
。

自图看出
,

质点有稳定奇异点和非稳定

奇异点各位于下
、

上两半椭圆导轨上
。

拉拉拉
}}}
““

{
、

味味节节
黔黔

}}}}}
一

云 }}}

书书
!!!

}}}}} }}}}} !!!
lllllllllllllllllllllllllll

川川川川川川 权权
卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜
上上上

_

ooo

多多奋夕典典青刃刃{oJJJ
、 、气气 r⋯叹井下二一一

一一一
} }}}lllllllllllll

县县招招招目目
!!!

‘
一

一一
, 孟 、 夕

,,

{{{{{\ {{{~~~
洲产产

一一一产产产产
~~~~~~~

汤汤汤汤几几几几

图 12 旋转侧平椭圆导轨上质点运动的态平面图解 图13 旋转侧立椭圆导轨上质点运动的态平面图解
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(vi ii) 侧立椭圆导轨
.

把 f (二)一 士誉“乎
二灭不蔺了及其有关微商代进 (2

·

“ , 式
,

即得

必== 士b
{
2”

·
+ 。 : X Z干2。

号、

~
}
(2“X一)

a Zb
Z
一 (a Z一 bZ )(Zbx 一 x Z

)
(15

.

1 6 )

其中 h
。

是积分常数
。

再利用关系 功= 0, + 要
‘

则得此处的势函数

U (0,
) == 一

30 2
b

2

2

士Zo a c o s o
‘
+

臀
(c 0 s 20

,
一 4 5‘n o

(15
.

17 )

利用以上两式进行数字运算
,

即得图13 所需之数据
。

十六
、

势 函 数 法

在本节里
,

不象态平面法那样
,

必须从运动微分方程出发
,

而是可以只用 (1 3
.

1) 式这

个势函数的一般式子
,

其中关键的是出现了有导轨 f (x) 的一般表达式
,

从而勿须每次推导
.

本节只通过例题对于某参数把有关的势函数的图解绘成
,

其中可以看出其极端值的位置

及此值的变化
,

所以叫做势函数法
.

悬线导轨除外
,

其余的图解都是合口 曲线
,

因为其相应

的导轨也都是合口 的
.

此法的特点是
,

先能尽快地得知势函数的总变化
,

从其极端值的分布

和性质推定奇异点的性质和位置
,

勿须再计算态平面图解所需要繁多数据
.

这个方法的缺点

是
,

势函数往往是高于二次的代数方程
,

如例子 (vi )
、

(vi i)
、

(vi ii) 的情况
,

欲推出奇异点

的确切位置须投入相当多的时间
.

(i) 抛物线导轨
.

把f (x )一

共
代进 (13

.

, ) 式
,

则得势函数
自 J产

U ‘x , 一

令(备一)
二 2

(16
.

1)

其中以 ; 二。
,
一寻

,

尸

则得三种运动情况
。

当几< 0时
,

U (x) 有其最低点
,

坐标原点是个稳定奇

异点
; 当几, O时

,

有中立平衡
, 二轴是条奇异线 ; 当几> 。时

,

定的奇异点
。

这些结果符合前人的利用他法的推断“ ’, ‘“’,
“ 2 ’。

(ii) 正圆导轨
.

把 j(x) = a 士斌石兀而 f 代进 (l 3
.

1) 式
,

U (x )有其最高点
,

质点有不稳

则得

u (x )二警万
: 。(。士“石〔牙

豆)一。
: 二 :

}
‘ t J

(16
.

2)

以 ~
l ,

粤
= ,

,

就可把 (, 6
.

2 ) 式化为
习

。 (·, 一。·

{
, 士
了二票

一

子} (1 6
.

3 )

其中
, 是个参数

; 以 v , 0
.

5 , h 1
.

5 ; 2, 就得出绘制图14 的数据
。

每条曲线上的最低点就相

应于稳定点的位置
.

(iii ) 正平椭圆导轨
。

把 j( 劝 == b士丫夕二瓦犷代进 (招
.

0 式
,

即得



2含 刘 先 志

犷犷
’o““ , 一

{:
,

:
巍巍

犷犷下刃刃
.

,

翟翟
图 14 旋转正圆导轨上质点的势函数依 。 的变化 图 15 旋转正平椭圆导轨上质点势函数依 。 的变化

二 (·,一 {
。

(
。士。

了二票)卫梦
生} (2 6

.

4 )

再以 。 = l ,

几厂
。Za

, 沪
,

就可把 (16
.

4) 式写成

。 (X , 一 。。

{
, 士
了万事

一

斋} (1 6
.

5 )

以 ”, l ; 1
.

2 ; 1
.

5 ; 2 ,

就算出图 15的数据
.

(iv ) 正立椭圆导轨
。

可以检证
,

这里 的有关公式是

。(·,一
。

{
1 士
了嚓

二一器} (16
.

6 )

以 v = 1
.

2 5 、 1

当保证关系

C 4

b
4 v 4

.

5 、 2 ,

因为可 以验证
,

此处应

我们若取
a = l oe m

,

b == se m
,

则须 v里一 2 5
。

于是就获得图16 中的曲线
.

(v) 悬线导轨
。

易于检证
,

从 。= i ,

这

里的势函数是

U (二)一
。

{
。。s h

(含)
一

豁}
(, 6

·

7 ) 图 , “
旋转正立椭圆导轨上质点势函数依 。

的变化

改变参数
v ,

可用上式算出图 17 所需要的数据
,

其中
a g 毫 1 00 扩

,

(v蒙 I )
.

当v < l时
,

坐标原点是个稳定奇异点
; 当v > 1 ,

有非坐标原点的稳定奇异点
,

坐标原点

成了个非稳定奇异点
.

(vi ) 侧圆导轨
。

这里的相应公式是

。 (X , 一。

或
士
了丐了

一

器} (1 6
.

8 )

而微分导数U 产
(x) == O给出推算 U (x) 的极端值的方程

x ‘
一Za 二 :

一
买

1
2 · 。 _ 9 2

汤 州广 乙 U 一
.

万下
Q,

.

X —

a 恶夕2
_

。4



业鱼丝遏叁些多
垂轴旋转导轨上滑动质点的奇异点及其稳定条件

图 17 旋转悬线导轨上质点势函数依 。 的变化

图 18 旋转侧圆导轨上质点势函数依 。的变化 图 19

虽然繁冗
,

但此式可以求解
,

可参见专著
,

例如〔1 3 〕
.

1 8
。

(vi i) 侧平椭圆导轨
。

其相应的式子是

旋转侧平椭圆导轨上质点势函数依。的变化

以 , = 0
.

5 , 1 , 2
.

5 , 2 计算
,

即得图

U “, 一 g “

{
士
了下区孕

I
, 2劣2

Za b } (2 6
.

9 )

微分导数的条件 U 尹(劝 = O就给出推算U (劝 的

极端值的四次方程

二4
一 2 ·x 吕

+

邻
X Z
一 2

鲁
X +

罕
一 。

正如前例
,

此式可以求解
,

以 , = 0
.

5 ; l , 1
.

5 ;

2进行计算
,

则得图 19 中的曲线
.

(v 儿i) 侧立椭圆导轨
.

这里的势函数式是

U( x) 一 ag

同下气买
一

刽
-

(2 6
.

1 0 )

微分导数U 尸(x) = O给出推算 U (x) 的极端值的

方程

一609

图2D 旋转侧立椭圆导轨上质点势函数依。的变化
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, 一 Z
bxs

+

黑
二 :

一 :

舆
二 +

嘿
= 。

口 一

口
’ 0 田

’

口
-

这个方程也能求解
.

以 v = 0
.

5 ; l, 1
.

5 , 2 进行计算
,

即可用所得数据绘成图2 0.

十七
、

切 向 力 法

这一节要用本文前边探得的切向力法来对同样的例题寻求奇异点
,

并规定它们的性质
。

这里主要是应用本文前边曾推立的切向力的一般公式

尸‘= 用
。Zx 一 g f

, (劣)

斌 一+ [ f
,

(劣) ]
2 (4

.

1 )

(i) 抛物线导轨
.

对于抛物线导轨f (二)一

荟
,

我们得到
乙 2沪

;
.

=

二立垫兰

了
, +

手
(17

.

1)

由上式可 得 出 (P.)
。

刽干勤 这三种情况
·

这个结果完
妙

合用其他方法所 获 到 的 结

论
‘” , ‘” , 「”’,

若用“来表示
,

贝”有 ‘一“
’
一

号
‘” 这三种情况

,

其中我们曾故意地把“的号取

的与前人“ ’相反
,

因为这样能使物理意义更加明确
、

更便于思考
,

意即
:

当几> 0时
,

质点的

离心力大于其恢复力; 当兄= o时
,

质 点的离心力与其恢复力互相抵消 . 当义< 。时
,

质点的离
l

合力小于其恢复力
。

于是
,

若设d> O
,

则得

( l )当 几> O ,

则 尸
。
=

m 几己

/ 二 d
Z

一 1 1 .
1
~ ~ , 石尸

~

v P
“

定 O,

(占定0)
,

坐标原点是个非稳定奇异点
,

离心 力

较大
.

( 2 )当几= O,
尸

:
= O x d = o ,

(一 oo < 占< co )
, x 轴完全布满了奇异点

,

全无切向力
。

( 3 )当 久< O
,
尸

‘
= 一

m !之!d

Z万下于
一

一1 1 一 ~ 下
二二一

, P
.

互。
,

(d定0)
,

坐标原点是个稳定奇 异 点
,

恢 复 力

较大
。

(ii ) 正圆导轨
.

此处
,

应用 f (劝 = a 士斌砂二蕊恋
,

而得切向力

P
‘
= m (。

恶

斌石‘二反恋士动音 (17
.

2 )

其中正号是用于上半圆
,

负号用于下半圆
。

对于上半圆
,

由于扩斌石〔砰
、

+ g 子 。
,

所以尸
:
= O给出了上半圆的奇异点 x = O

。

对于下

半圆
,

因为二= O不应当是我们的解答
,

所以得
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二一 士飞

八刃可! (口
-

更由于
工 , a sin s

,

所以

,
n

== a r 。 s ;。

f
、

/
,一

-

其
一

、二
。 r。。。s

仁粤、
\ y 口“

口
,

/ \ “口
一

/

这个结果同用态平面法所得出的结果完全符合
【吕’, 〔“’, ‘’“’;

但是可以看出
,

常简化了
。

(27
.

3 )

切向力法使运算异

关于稳定性问题
,

可这样来分析
.

对于下半圆尸
‘
= o给出 (。

Z

ac os o一动
s in o = 。,

这里面

应当
s in o子 。

,

因为口= o不是我们所要求的
.

此外
,

可 以验证

。 Za e o s (沙
。
+ d)互 g (6乏0 )

因此
,

‘
。

一
co s

(奋)
是个稳定奇异点

,

因为上列不等式是奇异点处有向
,Lch

存 在 的 说

明
。

对于最高点
,

则有
s in o“ O

,

0 ”二 ,

因为在此点上。
Z

ac os o + g 祷 0
.

更可验证有
s in (二 + d )二 一 s in占互0 (占乏0)

所以得

潇。Za e o s (二 + 6 ) + g }sin (二 + 6 )迄0 (d乏0 )

因而这个点是个非稳定奇异点
,

此处存在着离心力
.

(iii ) 正平椭圆导轨
.

把这里的 f, (劝 = 干
b劣

a材 a Z
一 x Z 代进 (4

.

1) 式
,

则得

对于上半椭圆
,

由 于 。2
+

「 二 夕b l

切‘口
‘

十
一丁丁万

之

乒一于亏 ZX
l 一 0 叼 a ~

—潇 一 l
,

_

二 一
止 产

二

一
= 一二于不不一 一 【17

。

4 ,
l

_ .

0
‘
%

‘

飞 1 1 十
一川丁7 - 二一一一万可

~

v a 一

气a
“

一 x
一

)

b夕
,

,
, 、 , _ .

。 。 人 , 。 卜 、丫 ,
、。

、 , n _ 八

从
=

万
岑一

笋 O,

所以x = O是个奇异点
.

对于下半椭圆
,
尸

。
= O给

a澎梦一 % “ ‘

”
‘/ ,

~
“ ’ “

~
’

明 一
八 ’ ‘、 , “

” Iln ~
, 一 ’

一 ‘“

出关系斌砰二反豆
一

=
g b

万石‘
; 再利用

二二as in o
,

则得正平椭圆稳定奇异点的位置角

‘。-

一(
一

瓮
f

) (1 7
.

5 )

关于稳定性
,

可以检证有

a 。 : c o s (, 。+ 。) 一

尊
互。 (。乏。)

“

~
, , _ 。

。 一一“ ~ ~ 一‘
、

二 二
、, 、r , _

。
_ ‘

_
_ _

, _ _ _ 。 g b /
。

二
: 、 , ; R 二 d

囚环
,

九足提正倒
,

达里们 IaJ
‘. jJ

.

肠”
,
曰 U 一 兀阴 ’ “田

一 c

洲
U
一飞一\ V, 阴 以忖刘

丁
a 。 : c。。(二 + 。)一卫互飞

s ; n (二 + 。)定。

t
’

a j

所以点沙
。= 二是个非稳奇异点

,

这里有离心力作用
.

(iv ) 正立椭圆导轨
。

关于正立椭圆的问题
,

可自 尸
‘
= O

。

导得

(d定0)

亦
叫

“。 : 。。S ”一

子)
S ‘· “-
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/ a \
口 ‘

= a r C CO S I 一一万万二诬一 I
、 U 一(口一 /

由于可以检证

不。
。 : 。。s (二+ 。)一婴

一

飞
: in (二+ 。)迄。 (。乏。)

t U J
(17

.

6 )

所以 J
,
= 二是个非稳定奇异点

, 更因有

6。
“C o s (J

,
+ 占)一咎互。 (占乏。)

口

所以 沙
,

= a r e e o s
口g

b
Zo Z 是个稳定奇异点

。

(v) 悬线导轨
.

这里的切向力公式是

, _ _ . , _

/ x 、
Q J一汤一 刀 S ln ll ,

—
,

n 一 、 “ ,

厂 ‘
= 敌

.

一一万一~
二

一
- 于于一

l
, . _ , t , X

飞l 立宁 s i U u -

—, a

(1 7
.

7 )

尸
‘
” O 则给出

f
l
二
。 Zx

g

_ . , _

/ x 、
工

~ s i n u !一 )~ J ,

\ “ /
(17

.

8 )

就此
,

条件
(会)

二 . 。
一

(会)
二 . 。

能给出。
2
一
备

。’
=
誉时

,

贝“除坐标原点“一”之夕卜f
: 和了

: 就不

再有交点
; 当。, > 誉时

,

则人和人就有异于坐

标原点的交点
;
这样一来

,

坐标原点是个非稳

定奇异点
,

其他的交点则都是稳定奇异点
; 当

。‘

< 是
一

时
,

只有坐标原点是个稳定奇异点
·

在

图21 里
,

曾用 1
、

2
、

3 标出的三 条 直 线 与
S *nh 阁

之间的关系就示明了这三种情况
·

或者再去如下地分析这个问题的稳定性
。

公式 (1 7
.

8) 可写成

于是可以理解
,

会有下列 三 种 情 况
:

当

图21 悬线导轨上质点稳定向题的三种情祝

a。,
/ a。 ,

‘

\ x Z
f x

l

—
一 1 尸劣一 一吧万一 ‘

~
二, 一

\ g / “一
t 万 !

戈 ,
.

x 6

十 一万丁一j 十一百一几一 十
O ! “

一 ( IG
.

⋯

{
一 。

在上式中
,

当

粤
一 , 时

,

则得 二一。作为解答
,

于是有

公

夕 「 d
.

少
.

少
.

1 _
_ , .

_

一石薄- 飞
~

可 十不了
一十万丁云

万一十”夕” 沪妄0)

因而劣= O这个点是个稳定奇异点
,

这里有向心力作用
。

当

黑
一 l< 咐

,

则由
习
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{ a o Z 1 x Z
f劣

. 戈昌 .

x s .

} 。

一 }—— 一 川 工一一获 气了
~

,
~
言

- , 宁
.

针二 二万 ~
r ⋯ 了~ U

1 9 l a 一
t J ! O ! a 一 了 I“

’

J

推出其解答x 二 0
,

于是得

一

{子
一 ,

}
。一

瓣
+

鑫
+

斋
+ ⋯

卜
。 ‘、 。’

因此
, , = O这个点是个稳定奇异点

,

这里有向心力作用
。

.

(vi ) 侧圆导轨
.

这里的切向力方程是

, .

刀(x 一a)
。

一
x 土

一

了二亏= 一 声书一-
二

万尹
n _ 呵 a -

一 气x 一 a少
-

厂 心
一功一了

二

一
一一丁产

竺一只污一
二

一
.

、

/ l +
.

二竺乒丝瑞
一

丫 a -

一 气x 一 a 少
-

(17
.

9 )

以二== Za c os 叨代进上式
,

则条件尸
:
= 0就给出

4

孚一
“5‘·“干‘

S‘一“

一
“, 一 ” (17

.

1 0 )

其中上号是用于上半圆
,

下号是用于下半圆
;
这两式的图解是 图 22

,

其 中 曾用 F
,
=

· c o s名os in e
,

F
Z
= sin ,

0一 e o s 2
0

,

0
:

和e
Z

表示所寻出两奇异点的位置角
.

现在转入探讨这两个奇异点的稳定性
.

对于上半圆
,

把公式 (l了
.

1 0) 写成

』

a o Z

4

一g

、a兰
e o s :

o 一 才
。、n o一 e o s 2

0
s in o

由于。< 沙
,

< 要
,

可以验证而有
‘

4a

李
。。5 8

(沙
,
+ d)一
事

s : n (。
: + 。)

日 t

e o s Z

(沙
;
+ 占)

sin (J
,
+ d)

互 0 (占乏0)

此因
,

浮,
是个不稳定奇异点

,

这里有离心力作用
.

对于下半圆
,

我们就难于这样简单地得出结论
,

但可以如下进行论辩
。

若改设

,
1
一 4 ·

子一
“5 ‘n”

,

f
Z

, 月
. , 刀 a o Z

二二二 CO S 一口ee S in 一 口 -

一
= 二

就可查明
。 「4 a o Z 。 。

.

。 , 。

二
。 。

l
_ , 。

厂*
= 扭 9 1一二一

.

c o s川s ln 口一 c o s 一口十 S ln 一U r= U 气U 澎 1 4
一

少
t J J

并有 鲁
一 8 ·

子卜
5 2“-

e o s ,
0

豁一
‘s , ·“一夕< 。

封

(
。刻号)

_ 一 d f
, _ , , , _ _ ,

l , _ 。 _ 。

_ _ _
, ~ d f

. _ _ , 。 _ _ _ _ 、

_
二

,
_ 、

, ‘ _

丹春 万挤= ”给出
, c os 洲 = 百即口= “”

一 ,

囚叨导得
~

百价续
” 沙鑫“”

一

). 囚此
,

在找们

所用的O的范围 (O《0《 1 4
。

)之内
,

可 以结论有关系

监
》

鲁
‘。< “< “

’

于是又得 4e o s 3

(咨: + d)
sin (沙

: + d)一咬
e o s Z

(J
Z + 乙) 一

s in Z

(乎
:
+ d) } (d乏0)
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一一一一才才争资令令叮叮叮叮叮
户户户户户

七七777 ‘乙
.

一
一一一二二二

曰曰OOOOOOOOO

「
‘‘

!!!!!
.

}}}

图22 侧圆导轨上质点奇异点的图解
;

氏为上半圆; 氏为下半圆; 对于

上
、

下两个半圆
,

a 的号相反
.

图 2 3 旋转侧平椭圆导轨上质点奇异点 的 图解;

对上半
,

必的正向是逆时针 ; 对下半
,

功的

正向是顺时针
.

因此
,

下半圆上的奇异点是稳定的
,

因为此处有上列不等式所肯定了的向心力作用
.

(vi i) 侧平椭圆导轨
。

此处的切向力公式是

。2 戈 + 砂(x 一
a
)

尸
:

= 阴

了

a袱 a Z
一 (二一

a
)

2

一 夕(灭二硬一a 忿[ a
名
一 (x 一

a
)
名

〕

(2 7
.

1 1)
l+

以“ , a + Qs in 功代进上式
,

则得

n
_ _ _

。2 a 2

(l+ sin功) e o s功+ 刀bs in苗
厂要

~ rn—一吮气汗弓冷万丫宁于跨寸一一呵 a 一 c o s 一毋一 o 一 s in 一

p

尸
.
= O这个条件就给出推算图23 中曲线的式子

,

其中曾引用f
.
二。

2
护(I+ s泣必)co

s
娇

,

f
Z
二 g b

·

si n功
;

功
。

和必
。

各代表上
、

下两半椭圆上的奇异点的角位
。

由于可以验证有下列不等式的存在
。 2 a 2

{l一 }
s in 饰

。
+ 占) !}

e o s
(功

。
+ 占)一砂 !

: in (必
。
+ J) !互。 (J遨。)

所 以在上半椭圆上的奇异点是非稳定的
,

这里有离心力作用
。

对于下半椭圆
,

可得关系

。2一

{石饰添了+ ,

}
。。S
“

·
+ ‘, 一 g “否” (““,

所以在下半椭圆上的奇异点是稳定的
,

这里有向心力作用
。

(vi ii ) 侧立椭圆导轨
.

这里的切向力公式是

尸
,

一

或麟黔 (一7 一 2 )

若把二= b 一 bcos 功代进上式
,

则得

m 鱿竺立二
斌 b

Z

, s
功)

n Z

必

s宜n 必干g a e o s
协

+ a 忽e o s Z功
(1 7

.

1 3 )

把条件尸
‘
= 。所给出的式子用以进行计算

,

即得图24 中的曲线
,

其中

f
,
= 。恶

bZ
(z 一

e o s
功)

sin价

/
: = 夕ae o s

价
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叻
。

代表上半椭圆的奇异点角位
,

功
。

代表下半椭

圆奇异点角位
.

现在转入讨论两奇异点的稳定性
.

对于上

半椭圆
,

可验证能成立下列不等式

0 2 b2 {1一 c o s
(功

。
+ 占)}

sin (必
。

+ 占)一 g a

·

e o s
(功

。

+ 占)乏0 (占之o)

所以在上半椭圆上的奇异点是非稳定的
,

这里

有离心力作用
。

对于下半椭圆
,

可以成立下列等式

。2
b

2

{ z一 c o s功}s in功+ g a e o s功= 0

现在把功
。
= , 一功

。

引进上式
,

则得

P
.

(小) f
: 一 f 孟

j
: + / :

�
.口一
口口一一了.夕.咭.g ee丁一广

.

~ 欲李卜.

羊
言

{一
二

匕李
了奋一丫

了
’

、一

释

旋转侧立椭圆导轨上质点奇异点位里

图解 ; 对上半
,

功的正向是顺时针 ;

对下半
,

功的正向是逆时针
.

..月..‘r.月.rl口.卫卜‘q

.n乙

夕l|曰
!

望兰竺才
g u t

一-

上一 + ,

)
s ; n ,

。

== ,

C O S梦
“ J

基于此式就可验证有不等式

。 2
b
2
f 1

.

1
. ,

.

。、

_
, 。

_
_ 、

万了t己丽丈丽;汗刁) + ’
犷
s ‘n L势

·

+ O ) 芝‘ LO之U)

这就是说
,

在下半椭圆上的奇异点是稳定的
.

十八
、

直接用奇异点坐标距 x ;
的增减值 x ; 士 6

和切向力方程判断稳定

在前节中
,

( i) 抛物线形导轨和 (v) 悬线形导轨除外
,

我们曾以三角函 数 代 换 来检查稳

态
,

本节拟直接用奇异点坐标距二‘的增减值二‘士乙
,

但勿须再重作 ( i) 和 ( v) 两例
.

(ii ) 正圆形导轨
.

此处由导轨函数 了( x) 二
。士斌万范而厄导得f

‘
(劝二 干

.

下4里东
二

,

其中上
、 一‘

一一
’
‘

’

‘ ’‘ “ 一 ‘一 ‘
一 一

’

‘ l’ “

一
‘ ~ ‘ 、 ‘

一
’ - 一

”
‘ ’“ ‘ 、

”
刚矿一护

’ ‘ ” ‘

一

下号各为上下半圆
,

对于上半圆
,
尸

‘
= O 给 出 (扩斌梦一护 + 妇 二 = O

,

从而 x 二 O是奇异点
,

因。
,

斌乎二瓦f + g 笋。
,

但

p
‘

I一
。一
誉(。

’
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用判据来判断稳态
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。
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X 一 a ,

j,’ (二) = 干
a .

[ a一 (劣一
a )昌]汀

对于上半回
,
尸“ o给出产生一个奇异点 x 。

的关系斌
。,
一介‘

。
)
念一=

g (a 一劝
。急戈

,

(二< a )
,

于是由关系 f
,/

(劣)
a Zo 6 x s

二 一二 。》 。 = 一万舔不刁了 }
二 . 二 。》。

a ,。6劣吕

。3 X (
一

)
2

[
, +

豹
苦 . 刃。 > O

可以断定
,

.

在导轨的二口

处有一个非稳定奇异点
.

对于下半 圆
,

尸
:
= 。

,

给出含有一个奇异点 x 。

的关系。玩
。

斌砰= 而二蔺『- g 〔二
。

一。
)二 。

.

更因x
。

一 a》 d
, Za > 二 。

) a , 二。

(二
。
一 a

) = (a + △)△
,

> (二
。
一 a

)
3 = △

s ,

(△> o)
; l +

所以自关系

。‘x 之
夕吕 > l ,

‘
“

叫
二 . 。

一吞
瓷备蔫辛磊井}

二 _ 二 ,

- a 忽。 . 戈

g : 二 .

(x
。
一。

)
‘

「
、+ 军喜立1

‘ g
一 J

能断言
,

点 (x
。 ,

f (介))是个稳定奇异点
.

(vi i) 侧平椭圆形导轨
。

对于此例
,

.

b
,

_
_

1 Lx )“ 士万以
a ‘
一 (x 一 a )

器 f
,

(二)二 干
b (二一 a

)
卜舀万丽万而亡丽了

f ,’( 二 )= 干
ab

〔a
Z
一 (, 一 “

)
2 13

‘昌
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对于上半椭圆
,

尸
。
= o

,

给出产生奇异点坐标、的方程 。 艺x 。

研石〔了妥丁城了 =

(。< x 。

< a)
,

并且可自能验证的不等式

g b (。一
x 。

)
a

f
I’

(x )
￡ . x o < a

a 4 o 6 x s

g 3
b

Z

(
a 一二)

“

_ 。“

(1 + f
‘2

)
‘、 一二了丁, 了万了

~

石厂
g 宁切

一儿 J

切2

二二二

一
二 · 二 。< a g

肯定
,

点 (x
。 ,

f(二
口

))是个非稳定点
.

对于下半椭圆
,
尸

‘
二 。提供奇异点坐标

x 。

的方程、扩斌了两不二可
f =

于能验证

b
,

g 万 L劣“
一 a )

.

汽典冥丝一》 ,

夕
“ O “

气x 。
一 a少

-
(Z a > 二。

> a
)

和下列不等式 f ,’( 劝
忿 . 苦 . > O

a 4。。x 二
夕s

b
“

(x
。

一
了刃百

.

>
“少

-

。“

(z + f
‘2
)

g + 。Zx f
,

招 . 苦 . > O

。2

二二二

一夕
可以断定

,

点(‘
,

f( x 。

)) 是个稳定奇异点
。

(vi ii ) 侧立椭圆形导轨
。

对于此例
,

了冈 = 士苦斌乎不石二砰
.

,

f, (x )一 干
a
(
x 一 b)

b斌亨二获二面至
’ f ,,( x) = 干

a b

{b
Z
一 (x 一 b)

2
}3 ’2 .

对于上半椭圆
,

产生切向力消逝的地点 二
。

的方程是 斌歹
.

二
,

阮不可
‘=

(b> 为> 0)
。

于是可 由下列不等式

一

丝些二些夕乏
_

bo
Z劣。

j,, 、二 ,
}
二 . 二 。> 。

一西黯轰
砰 <

豁黔
一

{
二 一 二。 ) 。

一

子
断言

,

点{x
。 ,

f (二
。

)}是个非稳定奇异点
.

对于下半椭圆
,
尸

:
二。给出奇异点坐标 x 。

的方程刚夕二丈又屯二石厂 =
一 b)

Zx .

g a (x

bo
Z

,

(二
。

> b )
。

再由可以验证的关系
b
4 。已x 之

夕么a Z

(x
。
一b )

“
》 1 和下列不等式

, 口 . , 、

! b
4 o 6 x 己

J
“

冈 }
二 . 二 . , 。 = 了丙不不万户户

。“

(r + f“)

g + 。 Zx f
l

。 ,

二二

一
二 一二 . > 公 g

就可肯定
,

点褚x
。 ,

f (x
。

)}是个稳定奇异点
。

二十
、

出现f· (x )
!
二_

,
二 ,

f·(x) 除票
。

‘
。n ‘

·

和f· (x )
}
一二、二 < 二

“ “ 等
J

、况的例题

本节求解两个比较特殊的例题
,

其中抛物线形导轨是以前曾提出过的
;
把它留到本节处

理是因为这种导轨的尸(劝有点特殊
。 两倾斜连结直轨是个新例子

,

因为它的 f’’ (劝 更加特

殊
。

(; ) 抛物线形导轨
.

对于此例
,

则有 f(x 卜荟
,

‘犷

了
‘

(劝 二李
,

尸

f
, (x )二冬> 。

.

尸
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易于验证
,

可成立下列三个关系

了
, 、 2 _ g 、

二

l 月 “了

—
I ‘毛 I

。 { \ 夕 / } ~
.

厂 ‘

I
’一 ‘

宁
一

功

不丁不尸
之

}
二一锐_ 之 ”

’ 。>
.

了‘乳 V
火

丁 ~ 又「
J 田二 了一旦一

咐 六
’

尸 叫 打
r r

(2 0
.

1)

口
Z叮、、

P. l
二二士。 = 。 互 0 (2 0

.

2 )
。 <

‘

/工〕
P

夕几二可⋯v P
“

_ 夕 \
_ ,

——
l 州与 l

一
里典

亏二

}
苏

~ }

寸 ~一 不 J

, 二 士占
。

<J 工
P

尸
:

}
一 oo 寸, < oo

{
。 :
一

土、
二

_ _

\ P /

一 rrl 一万

一一
而~ - 白

,
_

X
‘

、 / J 十
~ 一丁犷

、

, P
-

一co < 劣 < co = O (2 0
.

3 )
‘

I工.’ P

。一
‘

/工
P

公式 (20
.

1)显示
,

当 。>

了喜
时

,

坐标原点 (。
,

0) 是个非稳定奇异点
; (2 。

.

2) 式说明
,

当 。<

湃
时

,

坐标原点 (。
,

的才能成为一个稳定奇异点
;
自 (2。

.

3 )式看出
,

当质点初速等

一
-

一 v P
一 J ’

一 I.J
’

月
、 八

、、 、 “ ’ “ z

门 门。 护

人
/ J ’ ”

心 ~
曰J Z ’

腼
,

曰
、“ “

.

, 产、
目 ~

’

只 脚
、 ‘

孙
’
/J ~

、J

于零时
,

全 二 轴变成一条质点滞留点线
,
而当质点有初速时

,

质点不 停地 奔 向 + OO 或一 co

处
,

因为虽无合力存在
,

但有惯性作用
。

再用判据 (13
.

4 )和 (1 3
.

5) 来检查
,

则得
.

!
,月...‘.......吸....

f
“

(x ) = 冬<

I,

。 ,

(1 + f
‘2

)
g + 。

Z x f
,

f
l,

(x )
一

分借器杂

。·

作
一

引
。·

梅

。

鸡
一

引
。

裤

(2 0
.

4 )

(2 0
.

5 )

了,
(x ) = 冬=

夕

。 ,

(1 + f
, 2

)

g + 。Zx f
l

。 2

担一

丁’

P

(2 0
.

6 )

不等式 (2 0
.

4 )和 (2 0
.

5 )的结果与 (2 0
.

2 )式和 (2 0
.

2 )式的符合
;

意即
,

在质点上没有作用合力
.

(ix ) 两连结倾斜直轨
。

这是本文中所选取的第九个例题
。

一
J乏
’

P

(2 0
.

6 )式则与(2 0
.

3 )的符合
,

在这个例题中
,

可取 f (x) =

q 火 s g n x -

1 )

(劣定 O )
。

或取 f (幻 = q x ,

其中 q 之 0 当x 乏 0
,

其安排如图25 所示
。

切向力法
。

尸
.

卜二
二‘* 。乏 。

,

尸
.

1
二~ 二 , * 6 互 。于是有j

‘

(劝 = q = ta n a ;
f
‘
(劝 二 0

,

于是依切向力公式而得

一裂岸铲
女 。 ‘、 。’

(2 0
.

7 )。丝护产<

‘111
‘t

l
.J

⋯
P .

二 ‘

一

器
‘。

x> 器

一
糯⋯

一 士

湍
乏 。

’x 一器
, “

(2 0
.

8 )

据‘2。
·

7)式所示
,

坐标原点是个稳定点。

(20
·

8)式示明
, 二 ‘一

令
是个非稳定点

·
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!!!
“

/ ‘‘

比比二 _
___

图 2 5 两连接倾斜直线导轨及其作用力特征线 图26

{
两连接倾斜直轨一例的势函数曲线及态平面解

2 ) 态平面法
.

这里右枝的势函数是U

一{
。 2

g q x

一玄
! 2

}
,

(叉 > “, ; 左枝自勺势函数式

是 。
: == m
万一

。a二 一
零

二 :

不
,

(x < 。)
.

~ - ·

一 t 。 ’

2 」
’

U ‘
有其最高峰

.

此外
,

根据 (9
.

8) 式
,

积分常数
,

即得图解的两叉分线

一 , 。 2戈一 g q

沙 一 寸一竺 ~ 下千= 于二于
二

田材 l 十 q
‘

d U ‘

d %

一 ”提供为一 士
拳

d
Z
U

‘

d 劣
2
= 一 m O Z

< 0 说明
,

尚须利用 (l+j
‘2

)。
“
+ 2叮一。、 = c

;
c =

缪

(x 定 0 , 口乏 0 )

一

作为

(2 0
.

9 )

若取 。 , l , a “ 1 5
。 , 。= 0

.

2 6 8 0 , 夕= 9 8 1 e。 /
s e e Z , 。 = 10 r a d / s e e

来进行计算
,

所得数据可

用来绘成图 26 中的势函数曲线和质点运动轨迹曲线
。

图26 显示
,

稳态全符合切向 力法的结

果
.

图中围绕态平面坐标原点的三条合口曲线是 。= o 时的质点运动轨迹
〔弓’.

3 ) 直接利用判据
.

尸
:
一 ”给出奇异点的坐标为一

臀
;

据此可得

l,,( 川
一 。<哄共孕

~

}
_ 叫

’ ‘

}
0 0 夕宁田

一泥J }
。 u g

{ x 一劣 =
~

己 专 4x ~ 汤 一
~

爷觉
-

} 。
‘

l “ ’

(2 0
.

2 0 )

据此
,

{
一

器
,

半}
是个非稳定奇异点

·

此外
,

又可得
,
·

(·)

1
!

: :
。口

l 山 .

、
一

~1 劣‘

= 1im 皇二吐旦鱼二 lim

△书峥 0 2 凸x △x , o

一卫- = oo

、 。 ,

(1 + f“)
牙

,

一二 下
一

二 厄二了不
.

g
~ l一 山 汤 J

= 井 (1 + 9 2

)
习

(2 0
.

2 1)
q一
.g一劣

0<一一a劣

因此
,

坐标原点(0
,

0) 是个高度稳定点
.
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止 _
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_
一
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_

一
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~

一

二十一
、

半稳定点或半非稳定点

本节要略作提述
,

当导轨曲线上存在着转折点(in flec tio na l Po int )
,

的特殊情况
,

如图27

和图 2 8的示意
。

/浪‘
|伞
.

!|

g

丰
·

、
“

⋯笋
”、”

图 27 )
:
(二)是稳轨

,

非稳轨j
Z
(二) ;

半稳定导轨j
,

(二)+ j
:

(二 )
.

图 25 非稳轨j
l
(二)

,

稳轨j
:

(二);

半稳定导轨了
1
(二) + 了

2

(二)
.

在这两种导轨上
,

则有 f至(x
‘

) = 六 (x
‘

) = 兰 x ,

g
和 f梦(x

‘

)笋f呈(
x ‘

)
,

其中 x ‘

是 g f ; (二)

一二。“
, O 和 g f妄(x) 一 x o Z

, O 的同根
。

于是对于图27 的安排
,

则得

了笠(劝

(2 1
.

1 )

f二(二)

>

贵磊升
<

.

瓷等
劣= X ‘

尸
:

}
x 一 , . * 占

对于图28 所示的导轨
,

则有

> O

, : (X )

}
二 _ 二 .

, : (X )
1
二_ 二‘

<

器瑟尸
>

贵豁升
(2 1

.

2 )

戈= 劣‘

P
‘

l

其中 占是个微小正值
。

二 = 二‘汪占 < 0

关于这种中间性情况
,

前人在著作中也曾提 到
‘“’‘’“’,

虽然那里的例

子有
.

所不同
。

在【5 ]和〔1 2」里也载有所属态平面运动轨迹
,

兹不重论
。

二十二
、

三种方法的摘要比较

态平面法和势函数法虽然在其计算细节上颇有区另IJ
.

但这两法在基本原理上应当认为是

属于一类 , 当分析一些比较简单的问题时
,

这两法的运算尚不太冗长
; 但对于比较复杂的问

题
,

例如本文提出的侧圆导轨和侧椭圆导轨
,

则运算繁重
,

往往会出现高次代数方程求解
。

本文所建议的切向力法就比较简便
。

在应用此法的过程中
,

不需要通过繁难的思索去先

建立Lag ra ng
e

‘

微分方程
,

而是只需要把必然已事先给定了的 导 轨函数 f (x) 及其 一 阶微 商

j, (x) 代进切向力的一般方程
,

然后再进行别的分析
。

在显示问题的物理意义上
,

切向力法的效用就更为突出 , 就此
,

切向力法能使大家惯于
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二 : 。 二、

。二 ,
二、 。

_
_ _

, n _

f (x)
‘二

‘
, 二。

、、,

二 二 . 。口 二

训 川训里女萝鳅 几一田 一
乙习一歹矿 训俐理思入黑 IJu 叨亚

.

由于其有关方程都比较简短
,

切向力法能给出更准确的奇异点位置
;
对于探定奇异点的

性质
,

切向力法的运算过程也比较简短
.

尤其当借助于所建立的三个判律时
,

更觉简便
.

参 考 文 献

[ 1 ] B u t e n in
,

N
.

V
. ,

E le川 e ”ts o f * he T 人e o r夕 o f N o ”Ii o e a r O s e ‘Ila rio n s ,

N e w Y o r k
,

L o n d o n ,

(19G 6)
.

[ 2 」 L o r e n z ,

H
. ,

T e e人n ‘: e he

M
e e h a n ik S ta , r e r G e b‘ld e ,

Ju liu s S p r in g e r ,

(192 4)
.

[ 5 1 B a 6a : o , ,

H
.

M
. ,

T e o P u : K o , 。6 a 、。‘
,

M o e 。。 a ,

(19 58)
.

[ 4 ] K a u d er e r ,

H
. ,

N ‘e h tlio e a r e M e e h a n ik
,

B e r lin /G 6 tt io g e n / H e id e lb e r g
,

(195 8)
.

[ 5 〕 A 二 及po u o 。 ,

A
.

A
. ,

A
.

A
.

B H : T 二 C
.

9
.

X a 众: 。H
.

T e o P。 : K o , e 占a o u。
,

M o e k o a ,

(1 959)
.

[ 6 ] P6
s e hl

,

T h
. ,

L e h r bo e h d e r 了
’

e e h n ‘s e h e o

M e e ha n ik
,

S p r in g e r一 V e r la g
,

(19 30)
.

[ 7 ] S t o k e r ,

J
.

J
. ,

N o o lio e a r 犷‘br a t‘o n s ‘n M
e e h a o ie a l a o d E le e t, ie a I S 夕s te 阴 s ,

N e w

Yo r k
,

L o n d o n ,

(19 60)
.

[ 8 〕 W itt e n b a u e r ,

F
.

u n d T h
.

P6 s e hl
,

A o
f夕

a be n a o s d e r T e e hn is e he M
e e人a n ‘k

,

1
.

T e il
.

S p r in g e r V e r la g
,

B e r lin
,

(193 1)
.

[ 9 1 H a m e l
,

G
. ,

T he o r o t isc he

M e e ha n ik
, e in e e in h e it lie h e E in f柱h r u n g in d ie g e s a m te

M
e e li a n ik

,

S p r in g e r V e r la g
,

B e r lin
,

(19 49)
.

[ 10 ] Pr a s il
,

F
. ,

T e e h , ‘s e he H 刀d ro d 夕。a 。‘掩
,

S p r i n g e r V e r la g
,

B e r lin
,

(19 20)
.

[ 1 1〕 S eh u le r ,

M
. ,

E io f吐h
, “ n 夕 in d ‘e M e e ha n ik

,

T e il l
,

W o lfe n b位t te l
,

(19 50)
.

[ 12 ] A n d r o n o w
,

A
.

A
.

a n d C
.

E
.

Ch a ik i n
,

T h e o r夕 o f O s e flla t io n s ,

Pr in c e t o n U n iv e r ·

sitv Pr e s s ,

N e w Je r s e y
,

(19 49)
.

[ 13 ]
“H 柱tte

”

d e s l
娜

n i口u 邝 T a s e he n b“e h
,

V e r la g v o 二 W ilh e lm E r n s t u n d S o h n ,

Be r li n ,

(19 3 1)
.



过O 刘 先 志

U sin g T a n g e n tia l Fo rc e Me tho d t o D e te c t the Sin g u la r Po in t S

a n d to D isc rim in a te T he ir Sta bility C o n d itio n s o f a

Mo va ble Ma ss P o in t o n a n y G u ide C u rve R o ta tin g

a bo u t a V e rtic a l Ax is w itho u t Frie tio n

L iu H sie n 一 e h ih

(S h a n d o n夕 I n o t‘to te o f T e e h o o lo 夕夕
,

J in a n )

Abst ra e t

E v e r s in e e o n e ha s u s e d g e n e r a lly th e s ta te p la n e m e t ho d t o s e a r e li t lie s in g u la r p o in t s

a n d t o d e e id e t h e i r e q u ilib r iu m s ta te fo r a m a s s p o in ts s lid i n g o n a g u ide r a il r o ta ti n g

a b o u t a v e r ti e a l a x is w ith fr ie t io n d is r e g a r d e d
.

F o r the sa m e p u r p o se ,

th is Pa p e r p r e s e n t s

a n o the r m e t ho d w h ie h m a y b e b r ie fly n a m e d : “ T h e T a n g e n ti a l F o r e e
M

e th o d
” .

In e o n t r a st

w ith th e s ta te p la n e m e th o d
,

th e n e w o n e 15 m u e h rn o r e sim p le r b o th in a r g u m e n ta t io n a n d

lm e a le u la tio n , e s p e e ia lly w he n o n e r e s o r ts t o th e fiv e e r ite r ia in s e e t io n X lll
.

T h r o u g h o u t tli e p a p e r th e fu n e t io n fo r d e fin in g th e g u id e r a il w a s in t r o d u e e d
,

w it h

m o s t e n de a v o r ,

i n th e e q u a ti o n s n e w ly s e t u p
,

in o r d e r to a v o id to d e d u e e th e m e a e h tim e ,

1
.

e
. ,

tli e u se fu l e q u a tio n s a r e s e t u p s o m e w li a t o n e e fo r e v e r
.

M o r e o v e r ,

th e e o n d iti o n o f le t ti n g th e ta n g e n tia l fo r e e to v a n is h yie ld tw o s o lu ti o n s ,

tli e pa r a b o lie a n d tlie e x p o n e n tia l e u r v e s o f th e s ha pe o f th e g u id e r a ils : th e y a r e tw o o th
·

e r o r t li o g o n a l e u r v e fa m ilie s a lth o u g h n o t e o n ju g a t e h a r m o n ie s
.

In th e la s t pa r t o f th e p a pe r
,

w e p r e s e n t n i n e o x a m p le s to s h o w th e s u p e r i o r itv o f

tli i s m e th o d a g a in s t t五e s ta t e p la n e a n d th e p o t e n t ia l fu n e t io n m e tho d s ; s e v e n o f th e n in e

e x a m p le s m ig h t b e e o n s ide r e d a s n e w ly i n t ro d u e e d b y th i s p a p e r
.


