
应用数学和力学
,

第 3 卷第 5 期 (19 82午 9 月)
A Pp lie d M

a th e m a tie s : 。 d 入lo e lla n ie s

应用数学和力学编委会编

四川人民出版社出版

多重子结构装配的若干问题

钟万耙 李锡夔

(
_

人连工学院工程力学研究所
,

19 82年 2 月 1 日收到 )

摘 要

本文讨论了多重子结构装配中的一些关键问题
.

其中包括
:

子结构模式中的超级单元调用 及其

表示
,

子结构模式的节点序列及其各节点位移特征的自动形成
.

文中论述的思想已在JI G F E X 系统

中实现
.

多重子结构的装配策略是多重子结构分析程序中的一个实际问题
,

但本文所论述的仅局

限于 JI G F E X 系统中多重子结构装配策略的某些理论基础
,

而不涉及到 JI G FE X 程 序的实

际使用问题
.

对于程序使用者
,

掌握
“
JI G FE X 使用说明

”

就可以了
.

一
、

概 述

在一个实际结构的多重子结构分析中
,

可以定义一系列子结构模式
,

子结构模式具有确

定的结构几何形状
、

结构拓扑以及出口条件 (出口节点集及表示它们位移特征的各出口节点

的复合位移规格数等 )
,

而结构刚性则可按任意比例
,

甚至一任意的负比例变化
【
川

’
.

这些子

结构模式之间具有某种确定了的调用与被调用关系一个子结构模式 SU被另一较之级另!J为高

的子结构模式S B调用
,

即实现为后者中的一个超级单元
,

并以其出口 节点与子结构模 式 S B

中的结构其余部分相拼接一般地
,

一个子结构模式可 以看作 由若干基本 单 元 (通常意义下

的有限元 ) 和若干超级单元所组成
.

在一个子结构模式 SB的结构描述中
,

用以表示基本单元
、

以及为施加节点位移 约 束 条

件等用途而准备的节点
,

称之为 S B的自身节点
,

必须在 SB 中加以描述
,

即作为 S B 的原始数

据输入 自身节点的几何位置和节点位移特征
.

然而
,

S B中的超级单元是作为一个 整体拼装上

去的
,

它在 S B中的几何位置描述
,

并不需要输入一组 自身节点以表示超级单 元 出 口 节点序

列在 S B中相应的一组接口节点
,

这组接 口节点的位移特征也不需要通过自身节点 来描述
.

可

以通过一个子结构模式的装配过程
,

自动完成它的结构描述
,

特别是它的节点描述
,

这将在

文中着重加以讨论
.

首先按自身节点序号
,

将各自身节点逐一装入 SB结构空间
,

它们在装配过程 中 将 互不

重合
,

因此
,

在此过程中它们的几何位置及节点位移特征完全由原始数据输入而确定
.

其次 ,

按各超级单元序号
,

逐个地将各超级单元装入 S B的结构空间
.

对于某一个超级单 元
,

设它是



钟 万 韶 李 锡 夔

由调用子结构模式 sU而实现的
,

可以将su 固接上它的全局坐标系
,

并令 sB与 sU 的全局坐

标系重合
,

以作为此超级单元在S B的结构空间中的装配运动初始位置
.

然后通过两 个坐标系

之间的一定的按旋转
、

镜射
、

平移次序的装配运动
.

将SU 坐落到它作为SB的一个超 级 单元

所应处的位置上去
.

这个装配运动将用 叻
,
0

,

诃
, u 。 , 。。 , 。 。

六个数据表示
; 叻

,
0

,

衬
,

用以描述

旋转与镜射
;
矽

,

e是进动角和章动角
,

训是广义 自旋角
,

,

_ f切
甲 一 t甲+ 3 6 0

’

(}甲
,

1< 3 6 0
. ,

无镜射变换 )

(}切
‘

}) 3 6 0
。 ,

有镜射变换 )
(1

.

1)

式 中甲是 自旋角
,

o
’

( 甲< 3 60
’ .

沪
,

0
,

甲被称为欧拉角
.

由这六个超级单元结构调用数据
,

可

以确定超级单元各出口节点在S B中的位置
,

然而
,

作为一个装配过程
,

需要各出口节点逐一

进入 S B的结构空间
.

当超级单元的一个出口节点进入 SB的结构空间之后
,

要与已进入SB的结

构空间的节点序列—
已有节点序列—中各已有节点作逐一匹配

,

以判定正进入的节点将

重合到已有节点序列中的某一个上
,

还是将在SB的结构空间中新形成一个节点
.

对这两种情

况
,

分别要解决的两个问题是
:

l) 对于第一种情况
,

新进入 S B结构空间的一个节点与已有节点序列中一个 节 点 相重

合
,

简称它是重复节点
,

重复节点作为已有节点序列中的一个节点
,

称之为已有节点
,

它在

S B结构空间中已有了一个节点位移特征
;
而重复节点作为新进入的节点

,

称之为后 入节点
,

它又自SU 中带入了一个节点位移特征
.

怎样由已有节点与后入节点的位移特征构成重复节点

的位移特征 ? 需要注意的
,

所 谓重复节点是在这种情况下
,

后入节点刚刚进 入 SB 结构空间

之后而尚未完成与S B结构空间中一个已有节点的位移特征装配时的一个临时 名称
,

当 重复

节点的位移特征形成后
,

对于以后陆续进入 S B结构空间的各超级单元节点
,

它又 仍 将 作为

已有节点序列中的一个已有节点
.

以后继续进入 S B结构空间的超级单元节点还可不断 地与它

重合
,

每重合一次
,

就重新构成一次它的节点位移特征
,

然后又作为巳有节点序列中一个普

通的已有节点
.

2 ) 对于第二种情况
,

在 SB的结构空间中将新形成一个节点
,

称之为新增节点
.

怎样由

自 S U 中带入的节点位移特征构成新增节点的位移特征 ? 同样需注意的
,

当新增节点的位移

特征形成后
,

它对于以后继续进入SB结构空间的各超级单元节点来说
,

也将成为已有节点序

列 中的一个了
.

二
、

新增节点的位移特征

作为一个新增节点
,

它在子结构模式 SU 中具有的节点位移特征 N E 【1 : 6]
,

是 参 考节

点在SU 中的节点相对坐标系表示的相应空间六个自由度的六个位移特征数
.

0
,

1
,

2
,

3

和 4 等特征数被分别用以表示几何可动位移
、

独立位移
、

从位移 (相关位移)
、

指定零位移

和指定非零位移特征
; 同时

,

若有指定非零位移
,

则可用D E 【l
: 6〕表示相应指定 位 移值

.

当

超级单元完成装配运动
,

SU 的全局坐标系及各节点的相对坐标系也与 SU 一起完成了同样的

装配运动
,

此时新增节点的SU 中节点相对坐标系对于处理它在 SU 中的节点位移约束往往是

必不可少的
.

因此
,

凡一个新增节点
,

一个统一的处理方法是
,

它在SB 中相对于SB全局坐标

系的相对坐标系沿用上述它在SU 中的装配运动后 的相对坐标系
.

同时
,

新增节点的位移特征

卜B 〔1
,

6]
,

D B〔l
:
6〕也可沿用N E 〔1

: 6〕及 D E 〔工
: 6〕

.

但同一坐标系相对于 SU 全 局 坐 标系及
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S B 全局坐标系的取向不一
,

这一点是应当注意的
.

令新增节点参考 S U 中节点相对坐标系及 S U 全局坐标系的节 点 线 位 移 表 示 分 别 为

江八
。

~ 扭 U 、卜
。 ,

和 丈U 卜
。

二 {、 。 。 }
。 ,

而它参考 S B 全局坐标系的节 点 线 位 移 表 示 为

亏U 千。二佃 。 。 }
。 .

若 SU 被调用为 S B 的超级单元的过程中不存在镜射变换
,

那末

{U }。二 [T O ] 尹魂U 卜
。

(2
.

1 )

如果存在镜射变换
,

则有

{U }6 == 〔T O ]宇潇U }二 (2
.

2 )

于U 匕是新增节点参考经过镜射变换后的左旋的 SU 全局坐标系的节点线位移 式中「T O〕了是

〔T O 3 ==
[中」[日」[梦 ]

〔必」〔日」〔梦〕[R F 」
(2

.

3 )

的转置
.

【梦 〕
,

〔日」
,

〔中」是由欧拉角 势
,

0,

(当 !卯
,

}< 3 6 0
。

)

(当 1笋
,

}) 3 6 0
。

)

切计算的坐标变换阵
.

镜射变换阵

一 1 0 0 1

[R F ] = 1 0 1 0 (2
.

4 )

! 0 0 I J

另一方面
,

若不存在镜射变换
,

{U }
。 ,

= 〔T C〕
,

谭U 卜
。

(2
.

sa )

〔T C ]
。

是一坐标变换阵
,

是新增节点在 S U 巾的属性
.

如果存在镜射变换
,

则

不U }二= 厂T C〕
一

考U } : (2
.

s b )

才U 卜二
,

是新增节点参考 SU 中左旋的节点相对坐标系的线位移表示
.

因此
,

对于不存在镜射变

换的情况
,

不U }
。
= 褚U 卜

。

二〔T C ]
.

[ T O ] {U }。 (2
.

6 )

式中{U }。
·

是新增节点参考 S B 中节点相对坐标系的线位移表示
·

而对于存在镜射 变换的情况
,

{U }6
r

= 考U }
。 ,

二〔R F 〕{U }二
,

= [R F 〕[ T C〕
。

[T O〕{U 卜
。

(2
.

7 )

即约定将左旋的SU 中节点相对坐标系由式(2
.

7) 所示改为右旋坐标系后作为新 增 节 点 在SB

中的节点相对坐标系
.

可合并写得

{U }。
,

= [T C ]。{U }。 (2
.

5 )

式中
〔犷c “‘一

{
〔T C〕

。

[T O ]

仁R F ]「T C〕
“

[ T O〕

(当}甲
‘

}< 3 6 0
.

)

(当】笋
‘

}异3 6 0
。

)
(2

.

9 )

tT C〕。即可表示新增节点在S B中的相对坐标系
.

对于角位移的变换
,

类 似 于 式 (2
.

8) 的

关系及式(2
.

9) 依然成立
; 但若存在镜射变换

,

则参考 S U 中右旋及左旋的节点相对坐标系的

角位移表示之间的转换矩阵是仁R F 们而不是〔R F 〕
,

〔R F 01 形如
:

[R F O〕=

l 0

0 一 l (2
.

10 )

1 0 0 一 l ,

并且注意到此时N E 〔1
:

明及相应D E 〔1
: 6 〕是参考S U 中左旋的节点相对坐标系 表示的

,

因此

若有指定非零位移特征
,

对于线位移D E 〔1
‘

3] 和角位移 D E 〔4
,

6] 必 须 分 别 乘 以 〔尸F ] 和

【R F内阵后
,

才能用以表示D B 〔l
, 6 」

.

即

刀刀〔z
: 3 」= 「R F 卜D E 仁z

:

D B 〔4 : 6 ] = 〔R F 口3 * D E 〔4
(2

.

1 1 )
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三
、

重复节点的位移特征

重复节点作为 SB中已有节点序列中的一个已有节点
,

它在SB 中的节点位移特征可表示

为

i) N B [ 1 : 6〕;

11) D B (f) (i 〔刀刀B );

D D B = {i}满足N B (f) = 3 或 4 卜

iii ) 已有节点在 S B 中节点相对坐标系的取向
,

用它相对于 S B全局坐标系的坐标变换

阵【T C〕。表示
.

重复节点作为S B 中一个后入节点
,

当超级单元装配运动结束后
,

它自 SU 带入 SB 的节

点位移特征可表示为

i) N E 〔1
,
6 ] ,

11) D E (i) (i 〔D D E ):

iii ) 后入节点在SU 中的节点相对坐标系的取向
,

可用它相对于 SU 全局坐标系的坐标

变换阵【T C ]
.

表示
.

重复节点作为一个节点
,

它在S B 中的位移特征应以一组参数唯一地表示
.

必 须首先将后

入节点的位移特征变换到参考已有节点的 SB中节点相对坐标系表示
,

为此 要 建 立重复节点

考U }
。,

和 {U }。
,

之间
,

谧奸
。r

和谧0} 。r

之间的变换关系
.

简单地表示
,

有

灌U 卜
。

r

= [ T R 〕。
‘

{U 十
。,

(3
.

2 )

{0}‘
,

= [T R 」。
.

{0企
一,

(3
.

2 )

其中

r[ T C ]‘[ T O 〕r [T C ]百[R F 〕

[ T R 」“
·

’}[ T C 〕
“[T O ] 了[ T C」百〔R F O〕

、

〔T C ] 。[T O〕, [T C 〕百

(当 }切
,

}) 3 6 0
’

及线位移 )

(当 }切
产

I> 3 6 0
。

及角位移 )

(当 !切
,

1< 3 6 0
.

)

(3
.

3 )

这里
,

同样需要注意的一个问题是
,

当存在镜射变换时
,

N E 〔1
:

6] 及 D E [ l
:

6] 是参考S U 中

左旋的相对坐标系表示的
,

因此
,

对于 D E (i) (1 CD D E )必须首先作形如式 (2
.

7) 中第二个

等式及(2
.

10) 的变换
,

然后
,

才能执行式 (3
.

卫)
,

(3
.

2) 的变换
.

对于重复节点上的已有节点
,

可以定义这样一个线位移空间和一个角位移空间
,

它们分

别是已有节点的位移特征参数 N B 【l
: 6〕

,
D B (i) (i 任D D E )允许的所有可能的节点线位移

和节点角位移的集合
,

分别用集合L 。和A 。
表示

.

L 。的基底是沿已有节点在S B中相对坐标 系三

坐标轴正向的单位线位移向量E
。

= 福创 l )
,

创 2 )
,

创 3 )圣
,

A 。也可同样地表示
.

相应N B 〔l
: 6〕中不同的位移特征数

,

已有节点的线位移空间L
。

和角位移空间A 。可分另lJ表

示为

L 。二 Lo r+ L 6 ‘+ L o d + L 。。

A b = A 好 + 月 b
.

+ 月bd + A 6o

(3
.

4 )

(3
.

5 )

几
f ,

几
‘,

几
d ,

几
。

和A bl ,
刁6 ‘ ,

A bd , A b。 分别表示已有节点线位移空间和角位移空间中的自

由位移子空间
、

独立位移子空间
、

从位移子空间和指定位移子空间
,

它们分别是岛或A 。的一

个子集
,

并且乌
t,

乌
, ,

L。
,
乙。

。

(凡 f,
A “ ,

A * ,
A动 是乌 (月口 的互不 相 交 的子集

,

因
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此它们是L 。(左、)的一个划分
.

类似地
,

对于重复节点上的后入节点
,

也可定义一个为 N E 〔l
: 6 〕和 D E (0 (i 任D D 百 )

所允许的线位移空间L
。

和角位移空间A
。 ,

L
。

的基底是沿后入节点在 S U 中的右旋相对坐标系

的三坐标轴的单位线位移 E 二一褚澎 (1 )
,

创(2 )
,
澎 (3 )}

,

A
。

也可同样地表示
,

并且可类似式

(3
.

4 )
、

(3
.

5)
,

以相应各子空间表示它的一个见1]分如下
:

L
。

一 I.
。 ,
+ 乙

。

+ 五
“d + 乙

。。

(3
.

6 )

A
。

一A
。 ,
+ 月

。 .

+ 左记 + A
: 。

(3
.

7)

由已有节点和后入节点的位移空间
,

可以形成重复节点的线位移空间 L 和 角 位 移 空间

过,
它们也可分别划分为

L = L ‘十 L
.

+ L J + L
。

(3
.

8 )

A = A , + A
.

十 A
d + A

,

(3
.

9 )

下面将分别讨论 L
. ,

乙
d ,

乙
。

的建立
,

而相应的角位移子空间的建立方式将是类同的
,

就

不再赘述
.

3
.

1 重复节点指定线位移子空间LA的建立

重复节点上的巳有节点的指定线位移子空间可表示为

L b .

= {V
,。.圣

犷
:。。 = 乙 刀刀(*)二 , (i)

,
(G 。

矶 = 谧泣}满足N B (i )~ 3 且 l( 宕( 3 卜

(3
.

1o a )

(3
.

10 b )

(3
.

1o e )

为简化表
示

,

当吼是空集时
,

约定不对式 (3
.

10 b )中乙
‘(G 6

符号下求和
,

几
。

是一个 空 集
.

此

约定适合以下类似的所有表示
.

对重复节点上的后入节点
,

其指定线位移子空 间可同样表示为

L
。。

= {V
, 。。

}

护
. 。。

= 乙 D 万(i) , 。‘(、)

关G

(3
.

1 la )

(3
.

1 l b )

G
。

= 子f}满足N E (i)= 3 且 1 ( f( 3 卜

以 T R
, ‘

表示【T R I。
。

的对洲列元素 (i
,

j= 1一 3 )
,

则有

(3
.

1 le )

T R
, ,

~ 曹(j)二衫
,

(‘) (‘
,

j= 1一 3 ) (3
.

12 )

由此可得
:

刀6。(j)= 护
二。, , (j) = 乙 刀E (‘), T 刀

, ‘

(j 任吼
‘)

i(G
、

G
、。~ 咬川满足各‘任G

。

的T R
,

不为零的]’} } (3
.

13 )

式中D
。。

(]’) 是后入节点的指定线位移约束在已有节点线位移空间的曹(,’) 方向的等价 表示
,

而

后入节点的指定线位移空间在已有节点线位移空间的映象则有表示为

L
。, 。

= {U
。。。

卜

下
。。 一 二 D 。‘(j )* 袱 ]’)

了(G
. 。

(3
.

1 4 )
l
、

!
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定义集合

刀
, .

= 吼 U G
. 。

(3
.

15 )

重复节点的指定线位移子空间L 刀可表示为

L
。

= Lb。

U几
.

(3
.

1 6)

乙一 {护
二 } (3

.

2 7 )

作为一个约定
,

要求萨
{。

必须以E
。

的一个子集作为它的基底
.

因此
,

为使几
。

二L
。

和几
。,

呈 L
口 ,

L
。

的维数必须要等于万
:。的元素个数m

. ,

并可由H
‘。

唯一地确定E
:

的一个子集作为它的基底
.

另一方面
,

几
。

和 L
. 。

为 L
。

的基底所实际提供的向量数 m
,

可计算如 下
.

L6
。

为 L
。

的 基

底所提供的向量数为 G 。
中元素个数 m6

,

而 L.
。

在此基础上进一步为 L
。

的基底提供的向量数

功
.

并不一定是 G
.

中元素个数
.

令 E “ 子1 2 3 企
,

是相应于节点线位移空间的一个完全集
,

则一G 。= E 一吼
.

0
.

的计算可应用元语言表述如下
:

{脚
:

“ O
,

令平二矶以及一平= ~ 矶}
“

F O R
”

i= 1
“

S T E P
”

l
“

U N T IL
”

3
“

D O
’

{L , 0 奈

“

F O R
”

j= 1
“

S T E P
”

1
‘

U N T IL
”

3
‘

D O
”

理如果i 〔G
。

八j 任~ 班八D A B S (T R
I‘

)) 0 ,

则谨,n 。

今m
。

+ l,

乙。 l,

研。 谧j}+ 才}企
“

T E S T
”

(L
·

E Q
·

1 )
“

E X IT
”

“

E N D FO R
”

“

E N D FO R
”

由此可得。 今低 + m
。 ,

显然
,

应该满足低 = 沉
r ,

才有可能构造出一个以 E
·

的一个子集为基底

的L
。 ,

使几
,

g L
。

和L
, 。

g L
。 .

现可进一步表示乌如下
:

L
。

= 谧V . 。卜

D B (i), 声(i) (当矶二刀
。.

)

(3
.

1 8 )
D 刀(i)* , (i)+ 艺 朋(寿), , (、)

k(G
“
。一G

‘

(当矶c ll ‘。 )

符号下各D B 〔旬是待定的
.

G一

,IG一卜�‘
飞

中式

L
.

在L
。 。

上的映象可表示成

D B ( i ) , T R
‘,

D 刀( s) , 丁刀
‘, + 乙 刀刀(。) , :

’

尸。
,

九( G
。 。 一

G
‘

( 当G ‘= 万 . 。 )

(j 〔G
。

) ( 3
.

1 9 )

( 当G ‘
。11 . 。 )

�工Grl只rZ一
�

卜
�

一‘、
产

�了t
了‘...产‘、.......、

一一
。

,.

D

由此方程组我们能解出D B (的 ( k 〔G
。。一G6 )和检查指定位移的相容性

.

3
.

2 重复节点的从线位移子空间Ld的建立

重复节点的从线位移子空间L ‘
可表示为
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L d二 L
、d
U L

。d

同样约定
,

乙
d

将取E
。

的一个子集作为它的基底
.

对于重复节点上的已有节点
,

L bd 可表示为

L 6d = 才V
,
“子

(3
.

2 0 )

护
。叼 = 乙 f

。

(, )* 。(‘)

祷H 。

万 6= 嵘f}满足N B (f)二 2 且 z( f( 3 子

(3
.

2 1 )

、....、才J.....刀

式中了
二

(0 表示 已有节点在曹(i) 方向的线位移对其主节点 M 的位移的依从关 系
,

它实际
_

_

t:是

主从控制阵的一行乘以主节点位移向量
,

其有关公式可见〔4」
.

后入节点作为重复节点的另一侧面
,

若是从节点
,

则其主节点在子结构模式 S B 中必是

节点M
,

几
d可表示为

、..、了J..
L

。‘
= {V

. : ‘}

犷
‘。d 二 乙 f : (i )

, 曹‘

(i)
f( }{

。

H
。

= {亡}满足N E (i)二 2 且 z‘i( 3 }

(3
.

2 2 )

将它转换到基底向量袱 0 (￡= l , 2 ,

L J =

犷
, d =

刀
{d =

则重复节点作为一个节点
,

其从线位移子空间是

f
,

(j)* 百(j) (3
.

2 3 )

、...、rl夕

),一VOd产J ,

艺砂H&l

U H

指定线位移和从线位移这二个不同的位移特征分别 由 N B (k) (k ~ 1 , 2
,

码 3或 2 表示
.

必定有

L
。

n与二功

事实上
,

必须首先满足

3 ) 中不同的数

(3
.

2 4 )

L 。。 门L
o d
= 功

L6d n L
“ 。

= 功 } (3
.

2 5 )

这意味着
,

由已有节点指定线位移子空间 几
。

到重复节点指定线位移子空间 乙
,

若有扩展的

话
,

不能扩展到 已有节点的从线位移子空间几
d

中去
;

或者说
,

由L 、到 去
。 ,

若有扩展的话
,

也不能扩展到几
。

中去
;

它们只能扩展到已有节点的独立线位移子空间几 和自由线位 移 子空

间L ‘, 中去
.

3
.

3 重复节点独立线位移子空间的建立

如上所述
,

独立位移子空间可以被指定或从位移子空间所覆盖
.

故仅当重复节 点 的指定

和从 位移子空间已被形成即N B 〔1
:

3J 已被修改后才能再形成重复节点的独立位移子空间
,

其

过程与重复节点的指定位移和从位移子空间形成几乎相同
,

同时
,

它只能扩展到自由位移子

空间中去
,

所不同的是独立位移子空间的基向量将不再限于一定是曹(0
,

但必定要与 L
.

和乙d

的基底正交
.

上述关于子空间的扩展是有其力学意义的
.

当刚性约束被违反时将产生无限大的应变能
,

而独立位移意味着它是弹性约束以及仅产生有限值的应变能
,

而白由位移表示 变 形能为零
.
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很自然地导致位移规格的如下优先序
:

刚性约束优于独立位移
,

而独立位移优 于 自由位移
.

指定位移和从位移均表示刚性约束
,

因而它们不能互相覆盖
.

上述内容已完全在大连工学院发展的多级子结构结构分析通用程序JI G FE X 中实现
.
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