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摘 要

本文提出了一种求解线性稳定性理论O r
卜 So m m e r fe ld 方程的方法

.

我们首先定义了该方程的

G re en 函数
,

并将它表达成矩阵形式; 然后证明了G re e n 函数的互易性 ; 最后导出了等价于原方程

的线性积分方程
.

该方法适用于两固壁间任意R ey n ol ds 数下各种主流速度分布的情况
.

一
、

引 言

为了探讨物理问题的数学准确解在实际上是否能真正实现
,

人们研究 了稳定性问题
.

流

体运动稳定性理论可以 帮助我们了解湍流的发生和不同运动状态间的过渡
.

五十年代以前
,

研究仅局限于线性理论
.

近廿年来
,

人们才开始对有限振幅扰动的非线性理论予以足够的重

视
.

平行流的稳定性是流体运动稳定性的典型问题
.

如果仅考虑 横 向
“
T ol lm ie n 波

”

的 模

式
,

线性理论便可归结成O r r 一

So m m e r fe ld 方程 (以下简称为O
一

S方程) 的本征值问题
,

二十

年代
,

W
.

H ei sen be r g 等首先用渐近方法进行过研究
.

但 由于对转向点附近的奇异性以及粘

滞性对稳定性的影响缺乏 了解
,

渐近分析在数学上
、

物理上遇到了极大困难
.

四十年代
,

由

于林家翘的出色工作
‘” ,

才找到了正确选择渐近解分支的途径
,

并用R ey no lds 应力解释了从

主流通过粘滞性的作用把能量传递给扰动并使之波幅增长而引起失稳的现象
.

他 的 结 果 同

G
.

B
.

Sch
u
ba ue r ,

H
.

K
.

S kr
a m sta d 的实验是一致的

,

然而
,

用上述方法得到的解并非

是一致有效的
.

近册年来
,

对于O
一

S方程的一致有效渐近解进行了大量研究
‘“’, ‘“’

.

它们要借

助于人们所不熟悉的特殊函数—
广义 A ir y 函数来表达

.

为 了得到中性稳定曲线
,

还要经

过繁冗的计算
,

因此人们常常通过别的途径进行研究
.

1 9 5 3年
,

L
.

H
.

T ho m as ‘们把有限差分法用于这个问题
.

他采用了N u m er oy 五点差分格

式将O
一

S方程化成线性代数方程组
,

再用 G au
s s 消去法计算

,

他得到了本征值
、

本征函数和

临界 R ey no ld s
数

,

但研究仅限于最不稳定的模式
.

求解O
一

S方程的另一有效方法是正交函数展开法
.

19 5 8年
,
C

.

L
.

D ol p h
,

和 D
.

C
.

L。

侧
、〔“’, 2 9 6 2 年 A

.

P
.

G a lla g llc : 和 A
.

M
.

M e r e e r L“3 ,

1 9 6 8 年 C
.

E
.

G r o s eli‘
7 ’

分到用
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C h a n d r a s e k h a r 一

R e id函数系及其推广形式来展开
,

研究了平面C o u e t te流
,

平面Po is e u ille 流

和非定常流的稳定性
.

一般说来
,

展开式应取相当多的项 (譬如
:

二十项 ) 才能获得较准确

的结果
.

1 9 71 年
,

5
.

A
.

O rs za g ‘吕’又用 C heb ys hev 多项式为正交函数系来进行展开
.

对于

无限次可微的函数
,

其精度可大大提高
.

上述方法都归结成展开系数的无限阶线性代数方程

组
,

它可以在某项处截断来进行计算
,

并同渐近解和 L
.

H
.

T ho m as 的结果进行了比较
.

本文提出了用G re o n 函数方法来求解O
一

S方程 ; 找到了 G re en 函数的矩阵表达式
; 证明

了它的互易性
; 最后导出了相应的线性积分方程

.

若采用了适当的积分近似表达式
,

就可归

结成非 自伴矩阵的广义特征值问题
,

它通常可用QR 方法求解
.

由于它适用于任意 R e y no lds

数下各种不同速度分布的流动
,

具有一定普遍意义
; 随着积分方程理论的发展

,

可以期望
,

它提供了求解 O
一

S方程的另一有效途径
.

二
、

问 题 的 数 学 提 法

现在用线性理论来研究平行流的稳定性
.

由 S q ui re 定理
,

我们仅讨论二维横向扰 动 模

式
,

即所谓
“
T ol lm ien 波

”

就可以 了
.

这时
,

扰动流函数可假定为

功(t
, x , , )= 必(夕)

e
:
戊 ‘, 一 ‘, , (2

.

2 )

其中
, a
为波数

,

苗为波幅
, c 是复数

,

其实部
c

r

为波速
,

而 a c ‘

为波幅的时间增长 (或衰减 )

指数
.

因为在基本流 U (川上叠加了扰动(2
.

1) 以后仍要满足 N a vi e卜 S to k e s
方程和相应的边界

条件
,

经线性化后
,

我们便可得到关于扰动波幅功(功 的O
一

S方程
:

{(D
Z
一 a Z

)
2
+ ia R [ (U 一 c

)(D
Z
一 a Z )一D

Z

U 」}功二 0 (2
.

2 )

边界条件为

功(1 )= 功
, (l) = 0 (2

.

3 )

功(一 l)= 功
I(一 1 )== 0 (2

‘

4 )

一一
, , , _ _ 、

一
J ,

一 ~
, ,

_

一 ~ ~
,

。 , r 。
、 ,

, 二
、 , ,

一 d _
, ‘,

二
_

_
_

‘ .

_
.

在方程 (2
.

2 )中
,

物理量均已无量纲化
,
R为R ey no lds 数

,

D = 一

兰
了 是微分算子

,

边界条件
a 夕

-

一
-

- - -
·

-

一
- - -

二

(2
.

3 )
,

(2
.

4 )是在固定壁面上的条件
.

这样
,

平行流的线性稳定性理论就归结为O
一
S方程的本征值问题

,

我们可以根据本征值

。虚部
c ‘

的符号来判定流体运动是否稳定
.

若
c ‘(a

,

R )> 。
,

流动是不稳定的;
若

c .

(a
,

R )< o ,

流动是稳定的
; c .

(a
,
R ) = O 则是中性稳定的情况

.

如引言所述
,

可以 用各种方法来求解上述本征值问题
.

下面我们来叙述本文首先采用的

G r ee n 函数方法
.

三
、

G re en 函数及互易原理

从O
一
S方程 (2

.

2 )
,

边界条件 (2
.

3 )
,

(2
.

4 )
,

我们可按如下方式定义G r e e n 函数

(D
Z
一 a Z

)
“
G (夕

, 叮)二 占(夕一叮) (3
.

1 )

G (1
,

冲)二 G 石(l
, 刀) = 0 (3

.

2 )

G (一 1
,

灯)~ G 二(一 l , 刀)= 0 (3
.

3 )
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G ;
”

(刀+ o , ,7)一 G二
”

(刀一 0 , 灯)= d息 i = 0 , 1 , 2 , 3

5匀匀

(3
.

4 )

方程中
,

d为 D ir a e d elta 函数
,

上标
“ / ” “ ￡”

表示对夕的一次或 i次微商
,

占令为K r o n e e k e r

记号
.

由此可见
,

‘(夕
,

们 在区域一 1 ‘夕( 叮, 刀( 夕( 1 中分别满足齐次方程和齐次边界条

件
.

在 , = 刀处
,

G re en 函数本身及其一
、

二阶导数连续
,

其三阶导数有间断
.

因此
,

在区域

叮( 夕( l 中
,
G (刀

,

的可表达为如下函数的线性组合

功
:

(夕) = sh a 勿一 1 )一 a (夕一 1 )e ha 勿一 1 ) (3
.

5 )

功
:

(夕)= (夕一 1 )sh a (, 一 l ) (3
.

6 )

在区域 一 1簇g ( 刀中
,

则可表达为另两个函数 的线性组合

功
3

(夕)= s ha (夕+ l)一 a (夕+ l)eh a (夕+ l) (3
.

7 )

功
;

(夕)二 (夕+ 1 )sh a (, + l) (3
.

8 )

于是

G (夕
,

刀)“

A
;

(刀)功
,

(刀) + A
:

(刀)功
2

(夕) 刀( 夕( 1

一月
3

(刀)功
3

(夕)一A
4

(刀)功
、

(刀) 一 1石刀( 冲

该函数已满足方程 ( 3
.

1) 及边界条件 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )
,

现在我们只需利用条件

定系数A
‘

(们
,

(￡一 1 , 2 , 3 ,

劝由此便可导出系数且
‘

(的的线性方程组
:

多A = E

其中多为系数行列式矩阵

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )

(3
.

4 ) 来确

(3
.

1 1 )

、,声、.产、.声、,
产

叮灯刀斤

碑

‘、
‘
J‘、了矛、‘了、

4,即‘d夕4

丈口
月

口

0
.

口

0
.

矛

功
‘、.,尹、、尸‘、.少、.产

刀刀叮刀
J产.龟、了召.、了r

.

、了.、

3‘3”3夕3

里甲止毋
J

工切
,

叻、.夕、.了尹、书J声、.了

勺刀斤叮
J户‘、古

‘
、
目

‘
、产r.、

212朋2价2
义切
.

浓甲
沙

山
才,

毋
、.
声、J.、.尹
廿

、.少

刀刀刀冲
产.、、曰

f
、护

‘
、才r二、

1,1111夕1

里田
才

丈口
.

丈毋
泞

一一历

、.了
口

⋯
1
.

1!2

嘴.二

sh a (, 一 1)
一 a (, 一 1 )e ha (口一 1)

一 a Z
(叮一 1 )s li a (刃一 1 )

(刀一 1)
sha (, 一 1 )

sha (, + 1)

一 a
(叮+ 1)

e ha (刀
一

于l)

(刀+ 1)sha (刀+ 1)

s ha (刀一 1 )

+ a (, 一 1)eha (刀一 1)

一a Z
(, + 1)

sh a
(, + 1 )

sh a (刀+ 1 )

+ a
(刀+ 1 )eh a (刀+ 1)

一a Z [ s五a (叮一 1 )

+ a (勺一 1 )eh a (刀一 1)〕

Za eha (口一 1 )

+ a “(粉一 1 )5 1, a 〔冲一 1 )

一a Z
[
sha (冲+ 1 )

+ a (, + 1 )
e ha (冲+ 1)l

Za eha (, + 1)

+ a Z (刀+ 1 )s ha (, + 1)

一 a Z [ Za e ha (冲一 1 )

+ a Z(, 一 1 )
sli a (叮一 1)]

3 a Z sha (冲一 1 )

+ a 3

(, 一 1)
eh a (叮一 1)

一 a Z

[Z
a e ha (刀+ 1) 3a Z sha (刀+ 1 )

+ a Z

(刀+ 1 )
sh a

(, + 1)] + a “(叮+ 1)e ha (叮+ 1)

(3

t.月,. .........,..1..

1

12

A
,

E 分别为向量
:

妊
:

(刀)

A
:

(刀)

A
3

(刀)

A
‘

(粉)

(3
.

1 3 )

了..........t

一一
、.产

刀
‘了.、

A

由此可以得到

A
‘

(叮)
么4l

一一丁
(3

.

14 )
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式中
,

△
,

△
4 ‘

为系数行列式和相应的代数余子式
.

A
‘

的表达式为
:

_

、,
= 里二旦鱼士i

~

)
~

〔鱼旦勿卫上丝些五州夕二里坦士丝丝丝丝鱼亘创上丝竺些丝

儿二工卫旦i(吐少丝上卫
-

亨玉i创丛丝三互创勿土里旦

]}
(3

.

1 5 )

(3
.

1 6 )

A
3
=

{一 a (冲一 l)[ sha (刀+ z ) + Z a eh a (冲+ l )」+ sh a (刀一 z )〔a (刀+ l)。h Za + sh Z a 〕}

A
(3

.

1 7 )

月
_ [一 2 a 3

(刀一 l )sha (刀+ z )+ a Z

(刀+ l )sh Z a sh a (刀一 l)〕
了 1 渡

一

一

一
△

(3
.

1 8 )

其中

公=

李
一

= 2 a 3 (sh
, : 。一 4 a , )

乙a

我们宁可用矩阵形式来表达上述结果

「 月:
(。)

, 「
功

3

(冲)
,

气(的 “ } != 才I 卜才叭(的
‘ 月 2

(叮)
J ‘

功
‘

(叮)
“

(3
.

19 )

这里

同样地
,

其中

显然
,

_

1_ 「一“
a c h Z a 一 sh Z a

△ L Z a 忍sh Z a

一 Z a Zsh Z a

(3
.

2 0 )
a Z

(Z a e h Z a 一 sh Z a )

。
A
。

(叮)
, r

功
;

(冲)
二

A
Z

(刀)二 ! != 刀! 1= 万。
:

(叮)
‘
A
澳

(叮)
“ L

必
2

(, ) “
(3

.

2 1 )

刀一遥
一

「
凸 ‘

Z a eh Z a + sh Z a

Za Zsh Z a

一 Z a Zsh Z a

一 a Z

(Z a eh Za 一 sli Za )
(3

.

2 2 )

万 = 一才了
(3

.

2 3 )

上标 T表示矩阵的转置
,

于是

G (夕
, 灯)=

中丁(妇 A
:

(的 ~ 中丁(川
.

左巾
2

(的 ”‘刀‘ 1

一 中百(夕)A
:

(叮) = 一中杏(刀)万巾
1

(刀) 一 l簇夕簇冲
(3

.

2 4 )

由 (3
.

2 3 ) 式显然可知

f 一中百(刀)A
:

(夕)= 一中百(刀)万中
1

(夕) = 中于(刀)才中
2

(冲)
‘(”

。 “、= 之
t 巾f(刀)A

,

(夕)= 中f(刀)才中
2

(夕) = 一 中百(夕)刃巾
;

(刀)

比较 (3
.

2 4)
,

(3
.

2 5 )
,

我们证明了 G re en 函数的互易性质

G (刀
,

刀)= G (刀
, 夕)

这对于 自伴的方程 (3
.

1) 是必然的结论
.

如果我们引进向量 巾(功

芍( 刀( 1

(3
.

2 5 )
一 l( 夕簇刀

(3
.

2 6 )
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(3
.

2 7 )

,,月口门甘曰打口翻
、

州

ha!ha!cha赫
cs夕f,

了........,., ....

巾(功 =

也就可以用中(功
,

即。ha 夕
, sh a夕

,

yc ha , ,

那h a夕的线性组合来表达 G r e e n 函数 了
.

由 (3
.

2 4 )

(3
.

2 5 ) 得

G ‘“
, ”, 一

{
巾T (夕一 l)乡中(叮+ z )

巾 ,
,

(刀一 l )乡 (I) (, + 1 )

叮( 夕( 1

一 1( 夕( 叮

(3
.

2 8 )

式中矩阵

一 a 的
1 粼1 2

O 一a 拜、、 a Z井曰 一 a 从
2

一 a 召Z a 拼2 :

.......lr

l

一一乡

、.了
O口Q自

.

nO
了.、

1............J

一 Z a eh Z a 一 s hZ a

a 仁Z a e h Z a + sh Z a ]

nUn甘

0 Z a Z sh Z a

0 0

a [Z a e h Z a + sh Za 〕 一 Z a Z sh Z a

一 a Z

〔Za e h Z a + : h Za ] Za 3 sh Z a

一 Z a 3 sh Z a 一 a Z

「Z a eh Z a 一 s hZ a ]

了.......‘‘1
.....

1丈△

上式中从
。

为矩阵才第落行
、

第汽列的元素
.

我们不妨称矩阵乡为 G re en 矩阵
.

四
、

o r r 一 s o m m e r fe ld 方程的等价积分方程

在上一节
,

我们得到了 G ree n 函数的表达式
,

于是
,

我们不难得到如下形式的积分方程

, (。)一
‘a R

!扮
‘、

,

。)〔‘U 一 ,‘D :
一

, 一 D ;U 〕必(。, d 。
(4

.

1 )

一 d
. , J 、 ,

_
、 , _ 。 卜, , 、 , 卜

, ~ ~
, 、 * t,

~
, 、 、

。 , :

二 * 曰、

上 式 甲 刀
,
= 万 _ 于目天士 叮阴诚分异寸

·

用万郁租万
,
刁寸工八义 ]JL

“ ,l

, (, )
一

‘a R

}{
、

〔(U 一 )(G ;
”

一
G , + ZU ‘G

。

“功(。, d 。 (4
.

2 )

由 (3
.

2 7 ) 式
一

丝努
) 一 勿’(“, (4

.

3 )

其中矩阵 勿 为

0 a 0 0

仪 0 0 0
(4

.

4 )
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类似地
,

d 中r (刀)

d 峥
一 巾厂(刀)勿了

(4
.

5 )

勿 了
为矩阵 勿 的转置

.

勿 T

0 a

a 0

0 0
(4

.

6 )

0 0 a o

所以

口
,

(y
, 勺)=

中T (, 一 l )乡勿中 (刀+ 1 ) 刀《之z‘ 1

巾 T (叮一 1 )勿 7 乡中(夕+ 1 ) 一 1《 , 簇叮
(4

.

7 )

不妨将矩阵 乡勿
,

勿’乡 看作 G r een 矩阵 的微商 乡
z

0 0 0 0

0 一 Za 艺s hZ a 一 Z a 3 sh Z a a :

〔Z a e hZ a + shZa ]

0 Z a 3 sh Z a Z a
‘ sfi Z a 一 a s

〔Z a e hZ a + s hZ a 」

0 a Z

[ Za eh Za 一 s li Z a ] a 3

[Z a e h Z a 一
5 11 2 口」 一 Za

4 sli Za

(4
.

!
......气

一一勿乡一一乡

同样地
,

可得

0

Z a Zs hZ a

Z a 3 s h Z a

a Z

[Z a e llZ a + sh Z a 」

0

一 Z a 3 s h Za

一 Z a 4 sh Z a

一 a 3

[ Z a e l, Z a + s hZ 。」 {
....f吐...‘

一一乡
丁

勿一一乡

对于二次微商有类似的结果
:

0

a Z

〔Za e hZ a 一 s h Z a ]

a 3

[ Z a e h Z a 一 s h Z a ]

Z a 4 sh Z a

(4 9 )

乡f二乡勿
2

乡梦= 勿T Z

乡 (4
.

1 0 )

式中

八曰八“八U八“0梦犷o

(4
.

r l)
o护aO

2 a 0

‘,.......,.又

一一勿

而 勿
丁,

为它的转置
.

令

芳
,
== (乡犷一 a 艺

乡 )二乡 (勿
”
一 a 2

8 )

笼
,
二 (乡梦一 a “

乡 )二 (勿 r Z
一a “

8 )乡

式中
,

g 为单位矩阵
,

不难得到

(4
.

1 2 )

0

一 4 a ss h Za

4a 4 s h Za

2a 3

〔Z a e hZ a 一 sh Z a 」

0

Z a Z

fZ a e h Z a + sh Z a 〕

一 2 a 3

〔Z a e h Z a + s h Z a ]

一 4 a ‘s hZ a { (4
.

1 3 )

...r月...t

l一一△
一一笼
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4 a s sh Z a

2 a 3

[ Za e h Z a + sh Za J

0

0

一 4 a 4 shZa

一 2 a 3

〔Z a eh Za + s hZa j

0

0

2 a 3

〔Z a eh Z a 一 sh Z a

4a ‘sh Za

0

0 {
f习川L

一一系

(4
.

1 4 )

所以

G 君
。
一 a ZG 二

巾r
(, 一 1 )笼

1
巾(刀+ 1 ) 刀< 夕‘ r

中 , (打一 )笼
。
中(夕+ 1 ) 一 1簇夕簇。

(4
.

1 5 )

将 (4
.

7 )
,

(4
.

1 5 ) 代入积分方程 (4
.

2 ) 可得

!{
,
、, 了

,

〔m 一 (, 一 ,
, 。一 ; )」〔U 笼

, + 2。、, 、〕。〔m :·(。+ , , 。+ , ) : ,。(。)、。

一{{
:

、, 了。
一

(。一 ,
, 。一 , )〕笼 , , 。m i·(。+ 1 , 。+ l ): *, 、。, d 。

一
去 功(“)一 ” (4

.

16 )

其中

刀‘夕( 1

一 l簇夕簇甘

或者

}{
1

〔, 了(。一 ‘, (U ‘
!
+ Z U ‘乡‘, , ‘”+ ‘, “‘(”, ‘”

+

};
〔, 了‘。一 ‘, (U ‘

2
+ Z U ‘”“, , ‘。+ ‘, “‘(“,“”

一 。

{{
’

〔。·(。一 , )笼
;。(。+ , )z, (。)、。+ l

‘

〔。·(。一 1 )笼
:
。(。+ , )〕, (。)。。)

t J ~ 立 J 夕 J

一
众构’一 “ (4

.

1 7 )

这是齐次线性积分方程
,

由它的可解性条件便可求得本征值及本征函数
.
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