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摘 要

本文讨论了连续型线性定常系统摄动的 R ic ca ti 代数方程所对应的稳定件问题
.

通过矩 阵 范

数分析建立了摄动的Ri
o

ca ti 代数方程的解的摄动界估计 (以系统参数摄动界表出)
,

从而 提 供了

一种方便的实用计算方法
.

一
、

引 言

众所周知
.

在讨论诸如线性系统的最优控制
、

卡尔曼滤波等问题 时 经 常 会遇 到 一 类

Ri
c o at i代数方程

.

从实际观点看
,

系统很难维持其 固定参数值或使之不变
,

在外 界干 扰下系

统参数会遭受扰动的现象是屡见不鲜的
.

因此
,

下列问题的讨论将是有意义且是有趣的
:

( 1 ) 在考虑线性系统的最优控制问题时
,

系统参数的任何小偏差都会对最优反馈控制

律产生影响
.

若系统参数的摄动界为已知
,

人们将要问
,

最优反馈控制律的系数矩 阵 中的参

数将会在多大范围内变化? 是否可能建立关于系统参数摄动界与最优控制问题对应的最优反

馈控制律的系数矩阵参数的相应摄动界之间的估计关系 ?

( 2 ) 在考虑卡尔曼滤波问题时
,

系统参数的摄动会影响到误差估计精度
.

当 存 在系统

参数摄动的情况下
,

系统的稳定性及误差估计的摄动界就成了主要关心的问题
.

通过讨论摄动的Ri cc at i代数方程的稳定性问题及估计系统参数的摄动界与摄动的Ri
。。a

-

ti 代数方程解的摄动界之间的关系
,

以上诸问题便可得到明确的答案
.

二
、

几只fl y H O B 方程

为下面分析所需
,

先引入两类矩阵范数
:

( 1 ) 矩阵G 任R
, 火”

的算子 2 范数 (记为 {IG ll
:
)

.

按定义有
:

朱照宣推荐
.
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l}G }}
:

(2 )

= S U P
}}G

,
{}
2

,

其中
二 〔R

” ,

、
”
:

州了
二)告

, 、

伪向量二的转置
.

矩阵G ( R
” ’ “

的F r o b e n iu s
范数 (记为}{6

‘

{{
; )

.

按定只有
:

!IG {}; = t r a e e G TG = 乙 习 g 了,

t . l 1 . 1

首先研究矩阵Jl o n y Ho
B
方程

,

其中G = (gl
,

)
.

P ,才+ 月TP
:
= 一 Q

,

(Z x )

其中
,
月 任R

” ‘ ,
; 尸: ,

Q
:

〔户
, ”

是正定实对称矩阵
.

稳定性理论已给出

定理 2
.

1 月 〔R
“ ” ·

的特征值均具负实部 (月为稳定矩阵) 当且仅当对任何正定矩阵 Q
: ,

方程 (2
.

1) 存在唯一的正定矩阵解尸
;

.

如果月经摄动而成为刁 + H
,

则 (2
.

1) 可以改写成

尸
,

(月十H )+ (月十万丫尸
,
“一Q

,
+ 尸

:

H + H T尸;

设Q
:

之最小特征值为拜
。 ,

则立即可证明有

定理 2
.

2 设A
,
尸

: ,

Q
,

满足 (2
.

1 )
,

其中尸
: ,

O
:

均为正定实对称矩阵
.

(2
.

2 )

}}月 }}
2

<
户。

’“’

12 {{v
,

}}
,

若H 满足范数不等式

(2
.

3 )

其中线为Q
、之最小特征值

,

则刀十H 的全部特征值均具有负实部
.

证
:

因 A
,

月
,

尸
, ,

Q
,

满足(2
.

2 )
,

H 满足 (2
.

3)
,

若Q
:
一 (H 7尸

:
十尸

:

H )为正定阵
,

则

由定理 2
.

1 即可推得定理 2
.

2 ,

故只须证口
:

一 (H T尸
;
+ 尸

,

万 )为正定对称阵
.

对任意 x 〔R
” ,

显然有
x 了Q

, 二> 产。尹二) 2 {1万 {}
:

}}P
:

}1
: 二T 二》}IH

了P
,
+ P

,

H }}
2 二了二) , 了(11 丁P

,
+ P

:

H )x

由此即可知Q
:
一飞H

了尸
,
+ 尸

,

万 )为正定对称阵
.

为了得到A + H 的衰减特征
,

常需估计出A + 万的特征值距离虚轴的最近距离
.

为了得到

这 一距离的近似估计
.

首先引入一个引理
.

引理 2
.

1 设P
I ,

Q
;

均正定矩阵
,

A
,

尸
1 ,

口
,

满足 (2
.

1 )
, 二 ; ,

凡
,

⋯
, 二

。

是正则矩阵束

<O
: ,

尸, >
。 二 。

按升序排的特征值
‘” ,

即二
,

是广义特征值问题

Q
, 戈二 二P

, 戈 (2
.

4 )

的特征值
,

则刀的特征值a
,

满足

扣
;

《一“一《协 (2
.

5 )

证 : 文献〔6 〕中已证明
,

若尸
。 ,

Q 。正定
,

S
。

为斜实对称矩阵
,

则 B 二 P0 【S
。
一Q0 〕的全

部特 征值刀
‘

满足

刀: ( R e
刀

‘

成 ,
。

(2
.

6)

其中。
,

是 (一 尸刀
。

)的按升序排的特征值
.

现在 令 Q
。
== 告。

: ,

尸
。
二尸厂 : ,

s。= 尸
卫
月 + 冬。

: ,

显
‘

”
’ ‘

一
’

一
“ ‘

’

一
、 ‘

”
‘ ”

‘ ’一

“
‘

一一
’
一 “

~
、 一 “

2 、 ‘’ - . 一 ‘ ’ 一 “ ‘ ’“
’

2 叹 ” 巡

然S
。
= 一 S

。‘,

其中 S产是S
。

的转置
.

方程 (2
.

1) 可改写为

。 _ : 。 。 1 。
,

” 一 f :
一

L“ 。
一万

一

叼 ‘j (2
.

7 )
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而尸
; 一 ‘

Q
;

的特征值即正则矩阵束 <Q
, ,

尸
,

>
, 二 ,

的特征值
,

于是 引用 (2
.

6) 立 即 可 以 得 到

(2
.

5 )
.

现设 月经摄动而成为 A 十H
,

在H 满足 (2
.

3) 条件下
,

对矩阵 月 + H 特征值实部的估

计归结为对相应于 (2
.

2) 的正则矩阵束 <Q
‘
一 尸

;

万一万
T尸

, ,

尸
;

)
, : 。

的特征 值估计
,

以下记

O
;
= Q

,
一尸

;

H 一H
T尸 :

.

利用对广义特征值的摄动界估计
〔” ,

容易得到 正 则 矩 阵 束 <Q
: ,

尸
,

>
, 、 。

与<口
, ,

尸
,

>
。‘ ,

的按升序排的特征值 二
‘

与 兄
‘

之间满足下列关系

二
‘

一 ZK
:

(P
,

){}H }}
2

( 充‘

( 二
‘

+ 2K
2

(P
;

)}}H }!
2

其中K
Z (尸

;

)= 1}尸
:

1}
2 ·

}!尸
, 一 ‘

{}
2

是尸
1

对应算子 2 范数的条件数
.

利用 (2
.

5) 来估计矩阵左+ H 的特征值
,

则有

定理 2
.

3 设月
,

尸
l ,

Q
,

满足 (2
.

1)
,

H 满足范数不等式

,}H 。
:

< 一
、、贡万 (2

.

8 )

则 A + H 的特征值厅
‘

均具负实部
,

它满足不等式

。 ~ 一 1 、 , 1
.

,
,
。

、 , , 二 二 , ,

爪 e u ‘

、一丁
北 ‘

飞一艺汀
,
十八 八 厂

‘) {1月 11, (2
.

9 )

不等式 (2
.

9) 的右端依赖于
二 ; ,

K
:

(P
,

)
.

在月给定时
, 二 : ,

K
Z

(尸
l

)可 由 月 ; IT y Ho
B函数

矩阵P
:

确定
.

三
、

R ie e a ti方程

矩阵Ri
c c at i代数方程是与线性控制系统的二次型最优问题相联系的

.

设线性 控制系统的

数学描述为

穷二月x + B “ x (0 )= % 。

(3
.

1 )

其中 x 〔R
. , “ 〔R

“ ,

A
,
B 为相应维数的矩阵

.

二次型最优问题一般表述为使下述性能指标取极值
:

r + 。

J t“
。, u ] = }

。

(“rQ‘ + u r R u )d ‘二 m ‘n (3
·

2 )

其中尸为正定阵
,

Q为半正定阵
.

设Q可分解为Q = C TC
,

而矩 阵 对 (A
,
C ) 为 完 全 可 观

;

(A
,

B ) 为可镇定
.

二次型最优问题 (3
.

1) 与 (3
.

2) 归结为解矩阵 Ri cc at i代数方程

A T尸 + 尸A 一尸B R
一 ‘
B T尸 + Q = 0 (3

.

3 )

及 u关 = 一R
一 ‘
B T P二 (3

.

4 )

为方便计
,

又不失一般性
,

可假定矩阵Q为正定阵
.

若记 邵 = B R
一 ’B 丁 ,

那 至少为半正定阵
,

则(3
.

3 )可改写为

月T尸+ 尸月一尸牙尸 + Q = O (3
.

5 )

如果月
,
尸

,

Q
,

平满足 (3
.

5)
,

则对任何H 均有

(刁十H )
T尸+ 尸(A + H )一尸砰尸+ O一 (H

TP + 尸H )= 0 (3
.

6 )

为了使得O一 (H
T尸 + 尸H )保持正定

,

仅需约定H 满足(2
.

3 )
,

这时我们以O
,
尸 代替了原式

中的Q
:
与尸

: .

以下均设此条件已为小扰动矩阵H 所满足
.
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现设摄动的Ri
c o at i代数方程形式上表为

(A 十H )r (尸十 E )十 (尸 + E )(A 十 H )一 (尸 + E )砰(尸 + E ) + Q == O (3
.

7 )

相应于系统矩阵A的小扰动阵H
,

上式中的E 表Ri c c at i方程 (3
.

3) 之解的摄动
.

摄 动阵E 形式

上满足下面的方程

(月十H 一研尸)
TE + E (A + H 一砂P )一E 平E = 一 (H

T尸十尸H ) (3
.

8 )

引理3
.

2 若H 满足条件(2
.

3 )
,

则 (A + 万一研尸)为稳定阵
.

证 :
方程 (3

.

5) 可改写为

(A 一牙尸)
, 尸+ P (月一牙尸 )二 一Q 一尸附尸 (3

.

9 )

立即可知
,

(Q + 尸研尸) 为正定阵
,

因此 (A 一班尸)为稳定 阵
.

又 因 H 满 足 (2
.

3)
,

(Q +

尸那尸 + H
T尸 + 尸H )必为正定阵

,

所以直接意味着 (A 十万一研尸 ) 为稳定阵
.

我们引进矩阵F 任R
“ “ ’

与矩阵G 〔尸
”“的K ro ne o

ke
r
乘积 (参见【1〕)

.

按定义有
:

�

矛
J .

r
‘

F À G =

、、G

: ; G

f
、: G ⋯ jl

o

G

了22 G ⋯了
Z o

G

几
2‘⋯几

,

G

〔R 爪 里双 “‘

“G�几

它是由空间R
’ 翅 ” x RI

““到空间R
’‘“ ”“的一种特殊的映射

.

为将m 行
n列矩阵集合 ( R , ‘ ”

) 中的一元变换为m n维向量空间 R , 中的一元
,

我们再引入

映射。: R
爪 ‘ ”

, R
价 ” .

如果矩阵

其中f
‘

e R
’ ,

�R任

、......

!
犷犷r

九人⋯几
了.......1
.

妞璐

为艰表

矛�妞
,

、...........J

则F 在a作用下的像a ( F )是空间R
” ”

中的一个向量
,

人九⋯几
....r.

!a( F ) = f =

为下面讨论所需
,

在此仅列举 K ro ne c k e r乘积的两条性质便够了
,

更多的性质可参见〔1〕
.

性质 1 如果 A
,

B
,

C
,

D 〔R
, “ ” ,

则有

(A À B )
·

(CÀ D ) = (A
·

C )À (B
·

D )

性质 2 如果 A , X , B , Q 〔R , ‘ “

满足矩阵方程

A X B = O

则有 (A À B T )
·

x 二 q

其中二 = a (X ) , q = 。 (Q )
.

引理3
.

3 令 苏二 (月一班尸) T À I
。

+ 几À (月一珍尸 )几

尹 = 尸À I
。

十1
.

À 尸

则并为非奇异阵且尹为正定阵
.

证
: 设矩阵 (A 一平尸)了的Jor da n

标准型为J , .

因此存在非奇异阵S ; ,

使得

S : (A 一那尸)巧
: 一 ’= Jl

由此可得
;
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(S , À S , 一 ‘) 【(月一砂尸 ) rÀ I
。

十 I
。

À (刀一研尸) r了( S ‘一 ’

妙S ; ) = J ,

凶 I
,

十 I
,

À J , ( 3
.

10 )

因 (A 一序尸)丁为稳定阵
,

即 ( A 一牙尸 )了的所有特征值无位于左半平面
,

那么 久
,

+ 几,
斗 0

.

这意

味着式 (3
.

10) 右边矩阵的对角元非零
,

也就是矩阵并的所有特征值非零
,

故苏 非 奇异
.

相

应可证尹非奇异而且正定
.

定理息
.

1 若H
, E 足够小

,

则非线性矩阵方程 (3
.

8) 必将E 确定为 11 的单仇连续函数 :

刃 ~ T ( 11 ) ,

且存在下列极限
:

1im }}E t}: 二 0
,l川l; 令

。 ( 3
.

11)

证
:

可将方程 ( 3
.

8) 改写为

(月+ H 一研尸 ) TE + E (A + H 一邵尸 )一刀研尸 + H ? 尸+ 尸厅二 o ( 3
.

12 )

在映射。作用下方程 ( 3
.

12) 两边的像将分别满足下述方程
:

或 (月+ H 一研尸)了E + E (月+ 厂了一 J厂尸 ) 一厂沙万 + 刀 ‘尸 + 尸刀」~ O

或
:

〔(刀+ H 一 不厂尸 )了À I
。

+ I
。

À (月十 H 一研尸 ) ‘一百不厂囚 I
,

」e

+ ( I
。

À P )h ‘+ (PÀ I
。

) h = 0 (3
.

13 )

其中 e ~ 。 (E ) , ll’ = 二 (H 了) , h一 a (H )
.

易见h’ 二a( H 了)二 ‘
·

。 (万 )二G h
,

其中 D e 士G 斗 0 因而显然有

( 1 )函数 f ( e ,

h) 二〔(A + H 一研尸 ) , À I
。

+ I
。

À (月十万一研尸产一 E W À I
。

〕e

+ 〔(几À 尸 )
·

G + (尸À I
。

) 卜h

在 (e , h) 空间坐标原点的小邻域内是有定义的
,

且分别对
e 和h可微

;

( 2 ) f ( 0
, 0 ) = 0 ;

一
_

/ 口
_

f 、 ~
.

, , J , , , ~
、
。 _ 二 . , _

, ‘ , , , ,
、

, , _

气J ) U e t ! 三丁
.

1 二 U e t L气月一理 厂 )
‘

凶 1 。

十 1 。

凶 t月一 妙厂 ) ‘ j笋 0
\ U g / 口 一几一。

(见引理 3
.

3)

故必存在一正数占) o ,

使 当llH 日: < 占及 !}E }1,
俨

< 咨时方程 ( 3
.

13) 将 e 确定为 h的隐函数
: e = T ‘(幻

或 万 ~ T (万 )
,

且在坐标原点的邻域内E 是H 的单值连续函数
,

即有

1im llE .{: 二 o
才}H (I 尸令

0

引理3
.

4 令占> O
,

丫> 0 均为足够小星
.

下 > O

如果

省( 下十 T 梦 ( 3
. 14 )

则

‘
一 l

。 , 、

粤
,

心
之乏之 一

灭二 t 立一 L一 4 T 下 ,
一 J = 白。

乙
一

‘

( 3
.

15 )

证
:
因 (3

.

14 ) 等价于不等方程

T 梦一占+ 下) 0 ( 3
. ‘

16 )

~ ~ , -

一
、 1 ‘ 己

一一 ~ 一一 一
, 一

、 , 。 _ ‘ ,

, 「 1
, ‘ . , ‘ .

。
、

粤
, _

1
满足 (”

·

‘“) 的占的可能存在区 间 为〔”
,

氨〕及L亩
〔’+ (‘一 4T K ) 2

〕
,

co J
·

量
,

故 (3
.

15) 式成立
.

当11H }}; 为足够小量时定理3
.

1保证 了方程 ( 3
.

8) 之解 E 的存在性及E 对 H

注意到 占是小

的连续依赖性
.
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现在我们来估计H 与E 的摄动界之间的关系
.

我们有下面的定理
.

定理3
.

2 如果H 满足 (2
.

8 )
,

则矩阵范数 }}H }}
F与 !IE {}

: 满足下面的估计式
:

lIEl }
·、

一

生书筹业{卜〔卜书望蟹{{深{毛
一

〕
‘

(3
.

17 )

其中a , 1}并
一 ’

}!
: ,

并 , (A 一牙尸)
r À I

。

+ 几À (A 一研尸)了,

刀= }{附 {}
2 ,

即才的最大特征值
.

证
:
方程 ( 3

. 8 ) 可改写为

(A 一附尸) T E 十E ( A 一 W 尸 ) = 一H T E 一 E H 一H T尸一尸H + E 不 E (3
.

18)

令滩 == (通一牙尸 ) , À 1
.

+ I
,

O (A 一研尸) r
.

因 (A 一班尸)为稳定阵
,

则并为非奇 异
,

即并
一 ’

存

在
.

再令

y = 一H TE 一E H 一万 r尸一尸H 十E 附E , e = a (E ) , 夕= a ( Y ) ,

那 么 方 程 (3
. 18) 等

价于方程

并
·

e = 夕 (3
.

r g )

或 e =
‘

添
一 ‘夕 ( 3

.

20 )

显然有 lle !!
2( }}办

一 ,

}}
2 ·

11, }l
:

或 }}E {}v《 }}并
一 , 11

: ·

}}Y I}, (3
.

2x )

即 11E ll; ‘ a [2 }}H {l;
·

‘}E ll; + 2llH llr
·

llP ll: + 刀!}E ll丢〕 (3
.

22 )

a = {}并
一 ‘}}

2 ,

刀== }}牙 }}
2

因{}H l}; 和1{E }IF足够小
,

利用引理3
.

4我们就得到 (3
. 17) 式

.

现在来考虑矩阵研摄动的情形
.

令矩阵班摄动后变为牙 + 厂 ,

还令 R 沈。at i 方程 (3
.

5 )之

解的摄动为E ,

则E 与厂形式上满足方程

A伙尸+ E ) + (尸+ E )A 一 (尸+ E ) (班十 厂) (尸+ E ) + Q = 0 ( 3
.

2 3 )

或 (A 一平尸 )了E 十 E (A 一班尸)一 E (班 + 厂 )E = 尸厂E + E 厂尸+ 尸厂尸 ( 3
.

24)

与定理3
.

1平行
,

我们有下面类似的定理
.

定理3
.

3 如果厂
, E 足够小

,

则非线性矩阵方程 ( 3
.

24) 必将E 确定为犷 的单值连续函

数
:
万= T : (厂 ) ,

且存在下述极限
:

lim }IE }{; = 0
I!犷1I F今

o

证
:
完全类似于定理 3

.

1的证明
,

故略
.

定理3
.

4 令a = t}并
一 ‘

}1:
, 。= t!班+ 厂}t

Z ,

与1!V l}F满足下面的估计式
:

( 3
.

25 )

乙== }!P !1
2 .

如果 [IV }}; < (Z a 占) 一 ’,

则矩阵范数 }}E ll
F

}IE I[; (
」二翌l塑山乙}挂二区卫旦旦眨二监一 r丫一 4a 2。。

2

1一厂11; 〕告

2仅己 (3
. 26 )

证
: 与定理3

.

2的证明方法相似
,

易证有

}IE }[尸( a [ e }}E !l; + Z d ll厂 !};
·

}}E !l; + 占2

!}犷}}; 1 ( 3
.

27 )

因 l}犷l};
,

}}E I}; 是足够小量
,

且 }{犷 {{F < ( Za d )
一 ‘ ,

利用引理 3
.

3
,

可由 ( 3
.

27 ) 式直接得 到

( 3
.

26 ) 式
.

回顾到牙 = 刀左一 ’B 了,

可知矩阵研的摄动厂代表 了矩阵B 的摄动B : ,

且厂与B ;
之间的关系

为

犷= B R
一 ’B :丁+ B , R

一 ’B T + B , R 一 ’B : 1 ( 3
.

28 )

由此得到



连续型线性定常系统的Ri o ca ti 代数方程的小摄动问题

}}厂1}
F夏 2 }!B l}

F
}}R

一 ‘
}}
: ·

{!B
,

1l
r + 1}R

一 ‘

}}
: ·

1}B
,

}!县 (3
.

2 9 )

如此
,

我们又有

定理 3
.

5 令
r 二 11R

一
’

{1
2 ,
b二 }}B ll

; , a , : ,
d如定理 3

.

4
.

如 果 }[B
,

11
; 簇一 b + 〔b

Z
+ (Z a jr )

一 ‘

〕万
,

则不等式 (3
.

26 ) 仍成立
.

证 : 易证

o< l}刀
:

}[
; ( 一。+ 〔。

2
+ (2 。。: )

一 ‘

〕告

当且仅当 r
}IB

,

}}; + Z b r }}B
:

{1
尸一

即意味着 {l厂 !}
; 簇(Z a d )

一 ‘

依定理 3
.

4 ,

直接知 (3
.

2 6 ) 式必成立
.

一

工
2仅 d

( O

最后我们来考虑系统 (3
.

1) 的参数 A
,

B 均有摄动的情况
,

或等价地考虑 Ri
c ca ti 方程

(3
.

5) 中矩阵月与研均有摄动的情况
.

令矩阵刀的摄动为H
,

矩阵研的摄动为厂
.

方 程 (3
.

5)

之解的摄动为E
.

H
,

厂
,

E 形式上满足方程

(A 十H )r(尸 + E ) + (尸十E )(A + H )一 (尸 + E )(附 + 厂 )(尸十E )+ Q = 0 (3
.

3 0)

或方程

(A 一邵尸)
rE + E (A 一邵尸)+ (H

’
一尸扩 )E 十E (H 一 犷尸)

+ H
T尸十P H 一尸厂尸一 E W E 一 E 厂E = O (3

.

3 1)

类似于定理 3
.

1 ,

定理 3
.

3 ,

我们有如下定理
:

定理3
.

6 如果H
,

厂
,

E 足够小
,

则非线性矩阵方程 (3
.

3 1) 必将E 确定为11
,

厂 的单

值连续函数
:
E ~ T

:

(月
,

厂 )
,

且存在下述极限
:

lin 、 {}E {}
; = o

1IH ‘IF今
”

(3
.

3 2 )
"州 IF ,

。

证
:

完全类似于定理 3
.

1的证 明
,

故略
.

定理 3
.

7 令刀= Zt}万 }l
; + 2 }{P {l

;
tl厂t!

F , a ,

占如定理 3
.

4所示
,

如果 H 满足 (3
.

8 )
,

厂 满

足条件
:

}1州}
; < (Za d )

一 ‘

且刀满足条件
:

刀< m in 魂〔Z a + 4a Z

llP }{
:

(1}砰 }1
2
+ llP {{

2

}}厂 }t
; )]

一 ‘, a 一 ‘

}

则矩阵范数 1!H }}
: ,

1】州 }
尸 ,

!}E l}
; 满足下面的不等式

:

}}E {}
; (

(z一 a 刀)一 左(1一 a刀)
“
一 4 a 2

(11W {}
2
+ }1厂}}

F )[卫l{旦{}日}毯主1{习匕{1笙l{: 〕达
Z a (l}邢1{

2
+ !IV I{

; )

(3
.

3 3 )

证
: 与定理 3

.

2的证明相似
,

易证有

l}E }}
厂戈 a 〔刀}IE }{

; + 2 }!H }1奚
·

}IP !}
2
+ 11P l}委l{厂}}

; +

+ }}E }!吴
·

}l不 {1
:
+ }IE }l丢}l犷 1!

; ]

若令
a = a (}}牙 11

:
+ }1厂 11

; )
,

b , (a 泞一 1 )

e = a [ 2 }IH ll
;

·

11P I}
2
+ l}P !}委

·

}1厂}[
; ]

则不等式 (3
.

3 4) 等价于不等式
a
l}E I!; + bl[E I}

; + c > 0

由此得到

(3
.

3 4 )
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1

_
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一 b 一 「b
“
一 4 a c l百

}{尤 {IF 簇乡

—
一 Z a

此即 (3
.

3 3 ) 式
.
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