
应用数学和力学
,

第 3 卷第 4 期 (19 8忍年 了月)

A PPlie d M
a t he m a t ie s a n d M

e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编
四川人民出版社出版

轴对称问题的对角线化一致质量矩阵

和弹塑性撞击的动力有限元分析

钱 伟 长

北京清华大学
,

1082 年 1 月 5 日收到)

摘 要

本文找到了轴对称问题的三角圆环有限元的对角线化一致质量矩阵
,

从而克服了集 总质量法

的粗略随意性所引起的不安
,

以及一致质量法的非对角线项对计算工作带来的麻烦
.

本文 也对弹

塑性轴对称撞击问题提供了动力有限元分析计算的基础
.

一
、

引 论

动力有限元问题中
,

有一个质量矩阵问题
.

通常采用集总质量法和一致质量法求得质量

矩阵
‘’」

.

集总质量法源出于早期的振动和颤振计算
〔“’

.

一致质量法和正规的有 限 元 计 算有

关
,

它和所用形状函数相一致
.

不过
,

一致质量矩阵一般不是对角线化的
.

这样
,

就给数值

计算带来不便
.

在大多数的计算程序如 E PIC
〔“’, 〔‘’

等中
,

人们仍采用对角线化 的 集 总质量

矩阵
;

也即是说
,

人们把这一有限元的质量按一定比例集总分配给该有限元的各个结 点
,

集

总质量矩阵的对角线项就是各结点所分配到的质量
.

当然
,

这种集总质量的假定
,

还缺乏信

服的证明
,

人们经常把计算结果的误差和缺陷归罪于使用了集总质量法
.

「

本文作者曾在前文
〔〔’中证明

,

对四面体有限元而言
,

不用集总质量法
,

用一种二次式形

状函数
,

也可以找到具有对角线化的一致质量矩阵
,

并用这种质量矩阵研究了在一般空间内

的弹塑性撞击有限元计算
.

本文进一步研究了轴对称问题的三角圆环有限元
,

证明用一种三次式形状函数
,

也同样

可 以找到具有对角线化的一致质量矩阵
,

并用这种质量矩阵研究轴对称问题的弹塑性撞击有

限元计算
.

当然
,

四面体有限元的质量矩阵对角线化问题比三角圆环有限元同类问题
,

要 简 单 一

些 对四面体有限元间题而言
,

质量矩阵的对角线化条件
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中
,

只有一个是独立的
.

所 以
,

在假设的二次式形状函数中
,

只要有一个可调节的待定参数
.

这个参数就是由这一个独立的对角线化条件决定的
.

(1
.

1) 式中的刀
‘,

N j
,

N
, ,

N
p

为四面体有

限元中有关四个结点 i ,

j
, 二 ,

P 的二次式形状函数
.

对三角圆环有限元而言
,

由于轴对称坐标
, 和 二

不能互换
,

质量矩阵的对角 线 化 条 件

}}
、

!

、 ,·‘·d一
。,

}{
N
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N 。·d ·d一。
,

}}
N ON , r“·d一”

(1
.

2)

中
,

应有两个独立条件
.

所以
,

在假设的高次式形状函数中
,

应有两个独立的待定参数
.

它

们就是由这两个独立条件决定的
.

(1
.

2) 中N
, ,

N
, ,

N 。是三角圆环有限元中有关三个结点 求,

j
,

k的高次形状函数
.

在四面体问题中
,

为了求得待定参数的解
,

我们只要求解一个一元二次式
.

在三角圆环

问题中
,

为了求得两个待定参数的解
,

我们要求解两个二元二次方程式
.

二
、

三角圆环有限元的形状 函数和对角线化条件的解

设在典型的三角圆环有限元和某一 (r
,

幻坐标面上交截一个三角形‘了k( 图 1)
.

‘,

j
,
寿为结

k (r k
.

: * )

i (r 才
,

z 一)

j ( r j
.

z j)

(b )

图 1 三角圆环有限元(a) 及其截面三角形(的

点
,

其坐标分别为 (r
‘, 昌 )

,

(:
, ,
为)

,

(r 。,
介)

.

我们引用面积坐标五
‘,
L

, ,

L 。,

即

(2
.

1)

、.......‘.....产“一

责
、a汁。

, r + c ‘: }

L
,

一

去
、a

,
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,· + · , 之,

L 。==

其中
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b
.

, c ‘

等分别表示
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,

k ~
、

了粉 旧引 丫汀 亿 t\
,寸月州卿 ‘、 j 就得 出

a , ,
b

, , e , , a ; ,

b
。, c 。

.

(2
.

1)式中的月表示三角形总面积
,

它是

r ‘ 2 ‘

r 了 之I

r为 介

乙
,
L , ,

L。为三角形任一点的面积坐标
.

r = r ‘

L
‘

+ r ,
L

,
+ r汉响

之= 2 ‘

L
‘

+ zj L
,
+ 几 L、

面积坐标还有下列性质
:

{
- 白

‘· ,
- 乙

,·、

- 6
,·。

一
“一

或

(2
.

3)11
J1.

一一月
Q山

(2
.

4)

L
‘

= 1
,

在结点 i ; 乙 = 0 ,

在 jh 边上

L
,
= 1

,

在结点 j
;

几= O
,

在 ‘k 边上

L 。= 1
,

在结点k ; 瓜一 。 ,

在汀边上
.

还有在整个三角形内
,

L
、

+ L
,
十L 、= 1

设位移分量。 , 功在结点i ,

j
,

寿上的值分别为(u ‘, 。
‘

)
,

(u
, , 切 ,

)
,

为有关的形状函数
,

而且

(2
.

s a )

(2
.

s b)

(2
.

se )

(2
.

6 )

(u。, 。。)
,

并设N
‘,

N
, ,

N
。

u = N
‘u ‘

+ N su ,
+ N *u 。

功 = N
‘

叨
‘

+ N
, 功 ,

+ N 。叨。

则 N
, ,

N
, ,

N
。

必满足下述条件

} (2
.

7 )

N
‘

= 1
,

在结点 艺上
,

N
‘

= O 在结点j
,

寿上

N , = 1
,

在结点j上
,

N j= o 在结点k
,

i上

N 。二 1
,

在结点寿上
,

N 。= o 在结点‘
,

j上

N
、

+ N
,
十N ‘= l 在三角形内各点上

除此以外
,

N
‘,

N j,

N
。

还应满足质量矩阵的对角线化条件
,

即

(2
.

sa )

(2
.

sb)

(2
.

s e )

(2
.

sd )
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”一 b
, ·,

其中
,

由于 : , : 是不能交换的
,

因此
,

只有两个条件是独立的
.

设我们可以把 N
‘ ,

N
, ,

N 。写

成 L
‘,

LJ
,
L * 的函数

,

把 (2
.

4) 式中的
r 代入 (2

.

ga
,

b
,

c)
,

即得
一

{}
、

‘

、 , :
‘

、·、· + 一

{!
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‘
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1o b)
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只要满足下述 条件
,

(2
.

1 0a
,

b
,

c) 在 ; ‘, r , , 介为任何值时 (不同时为零 ) 都满足
.
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一

!}
、

,

、。二、·己一 l}
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‘

L
‘

“·“
一}}

N ON
‘

L*“r d一
”

(2
.

1 la )

L Od ·d一 }}
N

了

N OL
‘

d ·d一}}
N ‘N

‘

L
,
d ·d一

”
(2

.

1 lb)N N叮日�闭

第一类积分中
,

L 的脚码和N N 的脚码中有一个相同
,

第二类积分中
,

L的脚码和N N 的脚码

都不同
.

我们很易证明这两类积分各自等值
.

所以 ( 2
.

1 1 a)
,

( 2
.

l lb) 实际上是两 个独立的对

角线化条件
.

为了简单起见
,

我们只取其最左的一式
,

即

}}
N

‘

N
,
L

‘
d ·d
一

。

( ‘)

}{
N

‘

N
,

“d ·d一
“

(‘J } (2
.

1 2)

所以
,

满足对角线化的一致质量矩 阵 要 求 的 N
‘,

N
, ,

N 。必须既满足 ( 2
.

8a
,
b

, c ,

d) 又满 足

( 2
.

1 2) 式的L
‘,

L
, ,

L。的形状函数
.

例如
,

如果取L
‘, L , ,

L。的一次式为形状函数则可取

N
‘
== L

‘,

N
j
= L

j ,

N 。= L 。 ( 2
.

2 3 )

它们满足 ( 2
.

8a
,

b
, c ,

d)
,

但不满足 ( 2
.

1 2)
.

因为我们已知有积分

}}
乙丁“’乙,“·““ =

-

一- 卫 i旦i塑 _ _ _
(a + 刀+ y + 2 ) !

2 A
( 2

.

1 4 )

所以
,

有

}}
N

‘

万
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L

,

d ·d一{}
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,
d r d
一

4
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万二一几改我
二 U
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〔f
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2
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1 5)

也即是说
,

以 ( 2
, 13) 为形状函数的一致质量矩阵并不是对角线化的

.

让我们取L
‘,

L
, ,

L 。的二次式为形状函数
.

这个二次式既有‘
,

j
,

壳的轮换对称性
,

中的L
, ,

几也是可以互换的
.

(同样N
,

中的 L
‘,

岛
,

从 中的L ‘, L ,

都可以各自互换)
.

我们设N
‘ ,

N
, ,

丛为

N
‘

== L
‘

+ 姓
。
+ B

; L
‘

+ C ;
(L , + 几) + B ZL 子+ C

:
(L }+ L 孟) + D

Z
L

,
L 。

+ E : (L
‘L , + L

‘

几)

N , = L 了+ A
。+ B ; L

,
+ C

;
(L

、

+ L 。) + B : L {+ C Z
(L : + L 孟) + D Z L

‘

L。

+ E
:
(L

,
L

‘

+ L
,
L。)

N 。二L 。+ A
。
+ B :

L 。+ C
;
(L

‘

+ L
,

) + B
: L孟+ C

:
(L 了+ L :) + D

Z
L

‘

L
,

+ E :
(乙必

‘

+ L oL ,)

其中A
。 ,

B
: ,

C
; ,

B
Z ,

C
Z , D Z ,

E
Z

为待定常数
.

把 ( 2
.

z 6 a , 1) , 。) 代入 ( 2
.

8a ,
b

, e )
,

得

A
。
+ B

I
+ B

Z == 0

A 。+ C , + C Z二 Q

而 且N

于是
,

(2
.

1 6 a )

( 2
.

1 6 b )

( 2
.

1 6 e )

( 2
.

17 a )

(2
.

2 7 b夕
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把 (2
.

z 6a ,
b

, e ,

)代入 (2
.

8 d )
,

并利用 (2
.

6 )
,

得

3A
。
+ B : + ZC

:
+ (B

:
+ ZC

:

) (L 了+ L了+ L 孟) + (D
Z
+ ZE

:

) (L
‘

L
,
+ L

‘

L
。
+ 乙

了
乙。) = o (2

.

15 )

利用L : + L {+ L 孟= 1 一 2 (么L
,
+ 几L 。+ L 、乙)和 (2

.

17 a ,

b)
,

上式化为

(D
:
+ 2 E

2
一 ZB

:
一 4C

:

) (L
‘
L

,
+ L

,

几 + 岛L
‘

) = 0 (2
.

2 9 )

但云L
,
+ 几L 。+ 岛L

‘

今 O,

所以
,

得

D
Z
+ 2E

2
一 2 B

2
一 4C

:
= 0 (2

.

2 0 )

(2
.

z 7 a ,

b)
,

(2
.

2 0)给出了只
。 ,

B
, ,

C
l ,

B
Z ,

C
Z ,

D
Z ,

E
:

等七个待定常数中的三个关系
.

从 (2
.

2 7

a ,

b)
,

(2
.

2 0)中解出月
。 ,

C
: ,

D
Z ,

代入 (2
.

z 6 a )式
,

整理后得

N
‘

= L
‘

+ B
,

(一 1 + L
,

+ L
,

+ L刃+ B
:

(一 l+ L
,
十L 。+ ZL

j

岛 + L 于)

+ C
Z

(一L
,
一L

。
+ L I+ L 孟+ 4L

,
L 。) + E

:

(L
‘

L
,
+ L

‘

L
。
一 ZL

,

几) (2
.

2 1)

在利用了〔2
.

6) 式以后
,

(2
.

21 )式可以进一步简化为

N
‘

二 L
‘

+ B
:

(一 L
‘

+ L 子+ 2五。L
,

) + C
:

(L
‘

一五子+ ZL
j
L。一 ZL

‘
L

,
一 ZL

‘
L。)

+ E
:

(L
‘

L
,
+ L

‘

L ‘一 ZL
,
L
。

) (2
.

2 2 )

粗看上式有三个待定参数
,

其实只有一个
.

因为
,

根据L
‘

+ L
,
+ 几= l

,

我们很易证明

一L
‘

+ L 厂十ZL
o
L

,

二 一L
.

(乙
.

十乙
,

+ L砂+ L 了+ ZL oL
,
二 ZL

j
乙。一云L

了
一乙L

。

(2
.

2 3a)

L
‘
一L 了+ ZL

,
L
。
一 ZL

.

L
,

一 ZL
‘

L
*
一 L

,

(L
‘

+ L
,
+ 几)一L 子+ ZL

j

几一 2乙L
,
一 ZL

‘

L、

一 2乌几一 L, L
,
一几几 (2

.

2 3 b)

所以
,

(2
.

2 2) 可以写成

N
‘
= L

‘
+ B (2岛L

,
一L

‘

L
,
一 L

I

L。) (2
.

2 4)

其中

B = B
Z
+ C

:
一E

:

(2
.

25 )

同样
,

可以简化N
, ,

N
。,

满足 (2
.

8a
,

b
, c ,

d) 的二次式形状函数为

N
‘

= L
‘

+ B (ZL oL
,

一L
‘

L
,
一L

‘

岛)

N
,
= L

,
+ B (2乙岛一 L

j

几一L
j

么)

N *二 L。+ B (2么L
,
一乙L 。一 L

l

瓜)
} (2

.

2 6)

这里只有一个待定常数
,

当然
,

(2
.

36 ) 式 无法满足两个独立的对角线化条件 (2
.

12)
.

也 即

是说
,

对轴对称问题而言
,

在二次式的形状函数的范围内
,

不存在对角线化的一 致 质 量 矩

阵
.

现在让我们进一步研究三次式的形状函数
,

满足上述i ,

j
,
k轮换条件的形状 函 数 可以写

成

N
‘
= L

‘

+ A
。
+ B , L

‘

+ C ; (L
,

+ L启十B : L {+ C
:

(L于+ L孟)十D : L
,

几

+ E
:

(乙L
,
+ 云L砂+ B

3
L {+ C

:

(L : + L 孟) + D
3
乙于(L

,
十岛)

十E
3

〔五{ (L
‘

+ L砂+ L 孟(L
‘

+ L
了

)〕+ F
3

么L
j

岛 (2
.

2 7a)

N , = L
,
+ A0 + B

,
L

,
+ C

:

(L
‘

十几) + B
Z
L : + C : (L : 十五妇+ D : 么几

+ E
:

(L
I
L

‘

+ 乌L刃+ B
3
L : + C

3

(L 了+ L 妇十D
3

乙了(L
‘
+ L日

+ E
。

〔L 于(L
,
+ L *) + L 孟(L

‘

+ L
,

) ] + F
:
L

‘

L
,
L
。

(2
.

2 7 b)

从= 岛 + A
。
+ B

,
L 。+ C

,

(L
,

+ 乙力+ B
:
L孟+ C

:

(L : + L爹) 十刀
:

乙L
,

+ E
:

(L *L
,

十 L *L
,

) + B
o
L 之+ C

:

(L : + L I) + D
3
L 孟(L

‘

+ L ,)

+ E
3

[去: (L
,

+ L
。

) + L { (L
,

+ 艺*)」+ F
o
L L

J

八 (2
.

2 7c 夕
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其中A
。 ,

B
: ,

C : ,
B

: ,
C : ,

D : ,
E : ,

B
3 ,

C
3 ,

D
: ,

E
。 ,

F
s

为 12个待定参数
.

根据 (2
,

sa ,

b
, e

)
,

我们有

A
o
+ B

l
+ B : + B

s
= 0

A
。
+ C

卫
+ C

Z
+ C

:
== 0

(2
.

2 8 )

根据(2
.

sa
)

,

并利用 (2
.

2 5)
,

我们从 (2
.

2 7 a ,

b
, e
)求得

3 A
。
+ B

:
+ ZC

,
+ (B

:
+ ZC :

)(L 子+ L }+ L 乏) + (D
:
+ 2E

2

)(L
,
五
。
+ L

o
L

.

+ L L
,

)

+ (B
3
+ ZC

s

)(L 矛+ L I+ L 孟)+ (D
。
+ 2 E

3

) [L : (L
,
+ L

*

) + L : (乙
,

+ 去
。

) + L乏(L
‘

+ L
,

)〕

+ 3F
3

(L
,

L
,

几)= 0

从 (2
.

2 5)
,

我们有

3刁
。
+ B

:
+ ZC

;
= 一 B

:
一 2C

2
一 B

3
一 ZC

s

而且

L 梦+ L 子+ L 孟一 1 = 一 2几L
,

一 ZL
,

L 。一 ZL oL I

L 君+ L】+ L孟一 1 = 一 3 L 爹(L
,
+ LO 一 3 L {(L

‘

+ 爪)一 3 L 孟(L
‘

+ L
了

)一 6 L
.

L
,
L o J

代入 (2
.

2的
,

得

(D
: + 2 E

2
一 ZB

:
一 4C

:

)(L
,
L。+ L oL

.

+ L
‘

L
了

)

+ (D
3
+ 2E

3
一 3 B

3
一 6C

3

) [L {(L
,
+ L 。) + L I(L

,

+ L *) + L孟(L
‘

+ L
,

) 1

+ (3F
:
一 6 B

:
一 2 ZC

s

)L
‘

L
,

岛 == 0

由于恒等式

么L
,
+ L

,

几 + 几L
‘

= (几L , + L
,
L 。+ 岛几)(L

。

+ L
,
+ 乙。)

= L奢(L
,
+ 几)+ L : (L

‘

+ L口+ L 孟(L + 乌) + 3 L
‘

几L 。

(2
.

3 2 )可以进 一步简化为

(D
Z
+ ZE

:
一 ZB

:
一 4C

2
+ D

3
+ 2E

3
一 3 B

。
一 6 C

3

) (L L
,
+ L

,
L。+ 几L

‘

)

+ (3F
:
一 3 D

。
一 6 E

:
+ 3B

3
+ 6C

3

)L
‘

L
,

L。= o

由于I., L
,
十几几 + L 。几

,

L
‘

乌几是互相独立的
,

所以有

D
:
+ 2 E

2
一 ZB

,
一 4C

,

+ D
,

+ 2E
3

一 3 B
:

一 6C
,

二 0 1

F
:
一D

:
一 ZE

:
+ B

3
+ ZC

:
= O J

从 (2
.

28 )和 (2
.

3 5 )中
,

解出A
。 ,

B
; ,

D
: ,

F
, ,

得

A
。
二一C

,
一C

Z
一C

:

B
:
= C

:
+ C

Z
+ C

,
一 B

:
一 B

3

D : == ZB : + 4C : 一 ZE : 一D
3
一 2E

3
+ 3B

。
+ 6C

:

F
。
== 一 B 。一 ZC

:
+ D

3
+ ZE

,

把 (2
.

3 6 )式中的A
。 ,

B
: ,
D Z ,

F
:

代入 (2
.

2 9 a
)

,

得

N
,

= L
.

+ C
:

(一 1 + L
‘

+ L
;

+ L口十 B
:

(一L
.

+ L于+ ZL
j

几)+ C
:

(一 1 + L
、

+ L I+ L 孟

(2
.

2 9 )

(2
.

3 0 )

(2
.

3 1)

(2
.

3 2)

(2
.

3 3 )

(2
.

3 4 )

(2
.

3 5 )

(2
.

3 6 a
)

(2
.

3 6 b)

(2
.

3 6 e
)

(2
.

3 6 d)

十 4L
,
L口+ E

Z

(几L
,
+ 乙L。一 ZL

,
L刃+ B

3

〔L : 一L
‘

+ 3 L
j

几一么L
,
L 。〕十C

3

〔L ; + L孟

+ 6 L
,

几一 2云L
,
L。+ L

‘

一 1〕+ 刀
:

〔L 萝(L
,
+ 乙刁一L

,

岛 + L
,

L
,
L 。」

+ E 式L于(L
.

+ LO + L孟(L
‘

+ L户+ 2乙L
,

几一 ZL
,

几]

(2
.

3 7 )

这里粗看好象有 8 个待定系数
,

其实大大少于此数
.

例如
,

式右第二项C
:

(一 1 + L + L
,
十 L刁

根据 (2
.

6) 应恒等于零
,

如果称其余的N
‘

表达式为

j\’一五
.

+ B
Z夕;

+ C
: 夕,

+ E
Z g a

+ B
a夕一+ C

s夕。+ D
s夕。+ E

s夕,

(2
.

3 5 )
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一 一一

~

一一一

一
,

一
~ ‘ .

一一 一
.

一

一
~~ ~ 户~ , - 冲~ , - 如-洲内侧~ . ‘‘

一其中

g :
“ 一L

。

+ L爹+ ZL
I

岛

夕2
“一 l+ L

,

十L箩+ L 孟十 4 L
,

乌

夕3“乙L
,
+ 几L 。一 ZL

了
L 。

夕‘二 L 萝一L
‘

+ 3 L
j

岛一么L
j
L。

g 。
“L 孟+ L I+ 6L

了

瓜一 ZL
,

L
,
L * + L

,

一 1

g 。
二 L : (L

,
+ 瓜)一L

,

L、+ L
子

L
,
L
。

g ,
”L 尹〔去

‘

+ L口+ L 孟(么 + L ,) 十 ZL
.

L
了
L
。
一 ZL

了

岛

它们并不独立
,

有下列诸关系
,

即

(2
.

3 9)

9 1
二 g :

= 一 g a

夕‘+ 29 。
= 一 g ,

9 4
+ 9 5

- 一 39 3

夕。+ 9 7
= 夕

: } (2
.

4 0)

解之
,

得

g 一
“ 一 9 3 , 9 2

= 一 9 3 , g ;
= g ,

一 2 9 5 , g 。
= 一 g厂 g , ,

夕。= 9 3
一 9 7

代入 (2
.

3 8)
,

得

N
‘

= L
‘

+ B 夕
3
+ C夕

,

~ L
‘

+ B (云L
,
十L

‘

L。一 ZL
,
乙
。

) 十C 〔L {(乙
‘

一L口+ L 孟(L
‘

一LJ j

其中B
,

C分别为

(2
.

4 1)

(2
.

4 2)

B = E
Z
一B

Z
一C

Z
+ D

3
一 2 B

3
一 C

3

C = B
3
一C

3
一 D

3
+ E

3 (2
.

4 3)

、了杏
月任‘住

.

仆白
户‘、

!
乡

!

(2
.

4 2 )有二个待定常数
,

是由对角线化条件(2
.

1 2 )所决定的
.

整个形状函数为

N
,

= L 十 B (L
‘

几+ L
,

L 。一 ZL
j
L O + C〔L {(L

.

一 LO + L 乏(L
‘

一L户]

N
,
一L

,
+ B (L

,
L 、+ L

j
L

‘

一 ZL o L ) + C 〔L 孟(L
,
一 L

‘

) + L {(L
,
一L力〕

,

N 。= L 。十B (L
o L

,

十 L
‘
L

,
一 ZL

f

L户+ C「L I(八一 L力十去}(岛一几)〕

把N
‘,

N , ,

N
* ,

代入 (2
.

1 2 )式
,

用积分公式 (2
.

14 )
,

得B 和C 的二个二次方程
:

2 0 B
2
+ 1 4B C + 3C

2
+ 2 8 B + 4C 一 16 8 = 0 )

4 4B
2
+ 4 4B C + 1 IC

2
+ 1 z ZB + 4 8C 一 8 4 = 0

(2
.

4 5)

(2
.

4 6)

、....、了.寸J|尸

这是二个椭圆(图2)
,

共有四个交点尸
, ,
尸

, ,

尸
: ,

尸
‘ .

。) 交点P
l : C = 3

.

2 4 4 6 4 2 ,

B = 一 4
.

9 2 4 5 4 6

(2) 交点P
Z : C 二 2 2

.

5 6 7 5 8 5
,

B ~ 一 9
.

7 9 4 0 3 r

(3) 交点P
s :

C = 一 8
.

4 8 5 2 1 6
,

B 一 4
.

3 7 9 2 4 9

(4) 交点P
4 :

C = 一 13
.

3 2 7 2 5 7
,

B = 4
.

3 3 9 5 5 5

每个交点所决定的C
一

D 值都使形状函数 (2
.

44 )满足对角线化条件
.

各该交点所决定的形状函

数在 i
一

j边上的分布形状见图 3
.

很易看到交点尸
3

所决定的形状函数的形状变化较为缓慢
,

建议在以后的计算中
,

取交点尸
8
所决定的B = 4

.

3 7 9 1 4 9和C = 一 8
.

4 85 1 16 为(2
.

4 4) 中的B
,

C

值
.

现在让我们计算一致质量矩阵的对角线项
.

它们定义为



43G

椭圆 a : 2 0B
2 + 14 B C + 3C , + 28 B + 4C 一 168 = 0

椭圆 b
: 4 4B

2 + 4 4B C + 1IC
2 + 11 2B + 48 C 一 84 = 0

交点P , :

C 二 3
.

24 4 642
,

B = 一 4
.

924 54 6 ; 交点P
Z :

C = 22
.

567 888
,

B = 一 9
.

794 03 1

交点P s :

C = 一 8
.

48 51 16
,

B = 4
.

3 79 149 文点P ‘: C = 一 13
.

32 72 87
,

B = 4
.

3 395 58

图2 两个对角线化椭圆的交点

”” ’

队一
_

‘

\‘一一/
’

双
* 二 1

交点P
i :

B 二 一 4
.

9 245 46

C = 3
。

24 46 42

交点P
Z :

B = 一 9
.

79 40 31

C = 22
.

567 88 8

万
一二 1 四 ‘二 1

交点P
3 :

B 二 4
.

37 9 14 9 交点P
4 :

B = 4
.

3 39 558

C = 一 8
.

4 85 11 6 C = 一 13
.

3 27 287

图 3 形状函数N
:

在毖 j边(L 、 , 0 )上的分布N ‘= L ‘+ B L
:

乙 , + C L ‘L sZ = L ‘+ B L ‘(1一L ‘)+ C L
‘

(1
一
乙

,

)
,

(在本文以后的计算中
,

建议用交点尸 3所决定的B 和C 值
,

即B = 4
.

37 引4 9
,

C = 一 8
.

4 85 116)
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致质量矩阵和弹塑性撞击的动力有限元分析

M
‘

一 2二。

{}
N : ·d ·d一

2二 p

{{
N :(一 L

‘

+ 一L
声
+ 一L 。

, d ·d ·

(‘) “ )

M
,
一 2二。

}{
N ;

·d ·d一
2 二p

}}
N ; (一L

‘

+ 一L
,
+ 一L 。, d ·d ·

了口) “ 、

、
。一 2二。

}}
二 : : 、·、二一 2汀,

}}
N : (一L, + 一“ + 一“, d ·d ·

(2
.

4 7 )

把(2
.

4 4 )代入 (2
.

4 7 )式
,

并用积分公式 (2
.

2 4)
,

得

M
.

= 2 二p A {拼
. r ‘+ 拼

,

(r ,

+ r 。) } 1

M
,

二 2二p A 诸召
,

(r
‘

+ r。)+ 召l r ,

全 卜

M
, == 2二p A {“

2

(
r 。

+ r ,

)+ 拌lr 一} J

其中

(2
.

4 8 )

2
‘ 。 , 。 . J j 。 。

. 。 _ 。
.

_ _ 。 。 .

。。
. _

。
. 、

升 i = 一蕊丁一 1 乙勺乙十 1 1 乙。 十 J 乙七 十乙U刀
“

十 1 4 刀七 + 3 七 ,
I l

(2
.

4 9 )
2

‘。
月 . 。 。 。

. ‘
。。

, 。 _ n 。 . _ _ n 。
,

_ 。
, ,

户,
= 一下兀一

毛

1 乙4
.

护 乙匕刀 ,
~ i 乙七 ,

. j 乙刀
一

,
门 乙甘刀协 月

,
丫粉

“
r

I ! {
如果用P , 交点的B = 4

.

3 7 9 14 9
,

C = 一 8
.

4 8 5 1 2 6值
,

上式给出

拼1 , 0
.

2 1 8 3 5 9 2 召:
= 0

.

0 5 7 4 8 7 0 5

很易证明

(2
.

5 0)

2汀
J以

,

十 JVI 矛
十 l性 为== 一万

~

P人 tr
‘

十 r ,
十 r 口

Q
(2

.

5 1)

三
、

运 动 方 程 的 积 分

现在让我们研究轴对称问题的运动方程
:

p u一

餐
+

鲁
+

十
(a一

。 ,
)

p “一

争
+

番
+

令
玩 { (3

.

1 )

其中
, P为变形以后的材料密度

, u , 。为
r , 二
轴向的位移分量

,

仇

r.
。

为应力分量
,

设面
,

6。为虚位移
,

于是
,

(3
.

0 式上分别乘如
,

得

肠为加速度分量
, a

r
, 。

: , 。 , ,

d。
。

而后乘 2二d r d z 积分
,

}}
2二 , 。“二“d一

2二

{}{令
+

豁
+

告‘
a

一
,
)
‘二d ·d ·

}}
2二
砷占二d ·d一

2汀

}}{争
+

器
+

令⋯}
。? ·‘·、· } (3

.

2 )

如果我们把积分全域分为
。
个有限元

,

则 (3
.

2 )式的积分应该是
:
个有限元积分之和

.

这

些有限元积分形式相同
,

称为各该有限元的特征方程式
.

这些特征方程单独并不成立
,

只是



过急宫

在 ”

钱 伟

个有限元组合在一起才是成立的
.

特征方程可以写成

l{
2二。a o u r“r、二 = : 二

}l丁
勺

擎十髦三+ 上(。 一。
。

)飞占
。r、r、二

JJ
’

JJL o r a z r J

}}
2汀 , 份‘田·d ·、一

2 兀

}}{争
+

器
+

告⋯ }
‘切·d·d ·

(3
.

3)

设 。 , v . a ,

筋
. a

, , 。
。 , 。 , , 二 , :

都可以近似地用形状函数 N
‘,

N
, ,

N ‘以及各该量在 公
,

了
,
存结点

上的值来表示
.

即
“= N u , 山二N w 。

a = N仃
, ,

a
。

= N 。
: ;

。= NO ,

筋二 N访

a e二 N o , , r , 二

= N T
, 。 } (3

.

4)

、J
,、.产、J、.、声.J、.1、,夕、,
夕、.产

a,DC.Q心了叹g
,nJll

:3.5i:3.51t3.5:3.5lt3.5(3.5:3.5I:3.5](3.5
N = LN

,
,

N
, ,

N ‘J

u 了“ t u ‘, u , , u * J d u T= : 乙u , ,

占u , ,
d u oJ

w l = L功
‘, 脚 , ,

跳 J dw l二 L6 功
‘,
d功

, ,
d娜 J

0 7 = L左
、 , 口, ,

姚J

访T 二 L肠
‘,

幼
, ,

加*J

o 丁= Lo
r , , 。

r , , 口
, 。z

仃百= L。
, ‘, 。

, , , a
, 。J

o 百=
L口, ‘ ,

。 , , , J , 。J

T不
:

= L : , , , , : , , , , 二
, . o J

N
, ,

N 。见 (2
.

4 4 )
,

它们具有对角线化的一致质量矩阵
.

中
,

其刀

门�
.比,一.--‘plr竹O(一‘

矛‘、叹
|r由于6 u

. ,

d u , ,
d。‘都是独立的

, 3 )式的第一式可以分为三个特征方程

}1
2二。N“N

‘·d ·d一
2二

}}{
一。

r

+ , 一

典
T

‘

+ N。 一 N。
。

{、
‘

、r J二

0 之
一

J
(3

.

6 a
)

({2
二p N。二

, r、r 、: = : 二
}l}

,

擎
。

,

+ r

典
T

, :

+ N。
,

一 N。
。

)万
,

‘rJ二

J J J J t 口r 0 2
一

J
(3

.

6 b)

l{
2二p N。二『、r 、二 一 : 二

({才
r

擎
。

,

+ ,

典
,

, ,

+ N。 一N 。。

飞二“
r‘二

J J J J t Q r 口之
一

J
( 3

.

6 e
)

设密度 p 在有限元的范围内
,

近似地为常量
,

于是
,

根据对角 线 化 条 件 ( 2
.

9a
,
b

, 。
)

,

以 及

( 2
.

47 )式
,

我们得

{}
2二。N“N

‘·d ·d一M
*
“
‘

枯 、

}}
2汀。N“N

,·d ·d一M
,
“,

伪》
(3

.

7)

、

l}!
2 二。N“N ‘d ·d一M

。“。
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于是
,

特征方程 (3
.

6a
,

b
,

c) 可以写成

M
‘
凉
‘

= f
r . ,

其中 fr
, ,

f
,

, ,

f
r
。

代表作用在

M
,应,

= f
, , ,

f,

j
,

k 结点上在 犷

M
。价 = f

r

。

轴向的有效内力分量
.

(3
.

8)

a N
_

.

日N
r

一

丁一 仃
,

月
~ r - 又

— T

d r
一

口Z

二 + N a
一N 。。

}
N

,

d ·d ·

r

擎
。

,

+ r

擎
,

r .

+ N 。
r

一 N 。 。

!
O r 0 2

一

J
N

,
d r

山

(3
.

g a )

(3
.

g b)

f
‘.t
fl�目日�(e)rf曰日�,e)

汀兀
9曰9曰

一一一一fr.f.,”才
心

f
r

。
( 3

.

g e )

如果把结点

= : 二{(矛
r

通丛
。

r

+ ;

退丝
T

r ,

+ N 。
,

一 N 。
。

飞万
,

、r、z

j J t 口r 口之
一

!
( e 〕

有关的所有单元的贡献组合在一起
,

则结点 i 的加速度应该是

。: = 几

旦
竺

刃M
‘

其它各结点的加速度也相同
.

(3
.

1 0 )

!

。;一 于f \上 , 。: -
(3

.

1 1 )
.臼一

户
产
‘

"万
,k

万M
,

刃M
‘

同样
,

我们可以从( 3
.

3 ) 式的第二式求得

; ;一于工
)

万f
二 ,

, 一
二 一

, 切 路- ( 3
.

12 )
刃M

‘

刃M
,

其中M
‘,

M
, ,

M
。

见 ( 2
.

4 5 )
,

f
, ‘,

f
, , ,

f
, 。

分别代表

壳

万f
: 。

k

万M
‘

1.、‘I
廿、.、!
、.,‘.

一 T 二 + r

丽
口N

。
:

+ N T
r 二州一即

+ 一
碧

。
,

+ “T 二

+ ·

器
。

·

+ N ‘二

dN
护

一日口一。叮日�(e)
叮汀

9自

一一一一了
.

( 3
.

13 )

「f「 口N
_

J
·“= “汀

}}飞
r 一

百刃
~

T 二

我们应指出
,

当在 t 时
,

设各结点的位移分量州
,

功 ;
,

位移速度分量 侧
,

山 : 为已 知
,

则我们将在下节讨论计算各结点上的应力分量值
.

从这些应力分量 值
,

我 们 通 过 ( 3
.

9)
,

(3
.

1 3)
,

就能计算f
, ‘ ,

f.
‘,

进而从 ( 3
.

10)
,

( 3
.

12 ) 计算时间 t 时的加速度分量州
,

动 :
.

设时间增量取△t ,

在 t + △t 时
,

我们可以从下 式计算其位移分量
、

位移速度分 量和结点

的新的坐标
.

川
十△,

= 川 + 仓{△t,

侧
十 “‘= 侧 十州 △t,

r :
牛 “‘二 r ? + 州

十 “‘

脚 {
十△‘= 田 ; + 山 ;△t

山 :
十 “‘= 山 : + 汤 {At ( 3

.

24 )

川
+ “‘= 川 + 功 ;

+ “‘

有了这些结点值后
,

我们就能进行下一轮的计算
,

( 3
.

14) 中的 (
r了

,

川 ) 为未变形前的结 点
‘



j诊0 钱 伟 长

的原有坐标
.

现在让我们计算fr
‘,

无
, ,

f
确 ,

六
. ,

j.
, ,

fz
。

.

首先利用(2
.

1 2)式
,

我们可以证明

{}
、

‘

N
,
d ·d
一 }{

‘L
‘

+ L
,
+ L。, N

‘

N
,
“·d一

0

(3
.

1 5 )

而且

}}
、 : d ·d一 }{

N , d ·d一 }{
N ‘“r ‘“

(‘)

_ 2
, 。 ,

。 。

二
。 。 。 . 尸 。。

. 。
,

。 , . _ _ n 。
, _ 。

, 。

1
~

.

一石1一
J 性 L 4 乙U

.

, ~ 工匕石。 月
. 0 0七 ,

. 己4 0
~

,
~ 了乙刀灿

~
仁 丫灿

一
」 =

一六 刁
了工 J

(3
.

16)

于是
,

从(3
.

9 )
,

(3
.

1 3 )
,

我们求得

二
_

. ( , , ,

二
。2 , _ 2

, _ , . ‘, 、_ . 。 ‘, 、 _

J
r‘

一 H ‘ U
一

宁 H i一 I , 二

一 1 不 兀直峋
‘; J

二‘

一 气
一 ’

I
, .

个 只厂
’

. :

O

,
_

. 0 1 , ~ : 。 ‘, ) _ 2
J

, ,
一 H 索 .

r

个 只 ‘- . , 二

一下
J

a 。, ;
f

·,
= AI

‘, T
· 二

+ A ;
“, a

,

(3
.

1 7 )AA汀汀

f
·。= A孟

, ,

A{
” = 2二

-

二
‘, ) _

2
v ·

, ” * - . ·

一息
a 。。;

f
, 。= A孟

” T
, .

+ A孟
2 , 口

.

其中

、,......‘.....‘/
“n�佃叮科��(e)以”的

物腼腼
d N

r 一 不 一十 N
O r )

N
‘

d r d ‘
A沂

2 ,

A歹
, ,

= 2二

A潇
‘, = 2二

+ N

)
N

,

dr “

+ N

)
N Od : d :

A{
名, =

A孟
2 , =

r

臀
N .dr 、二

·

臀
二

,
、r

*

r

臀
N .dr 山

(3
.

18 )
.一
".一
"

z口、了、/产.、、了‘、了、叮n川�佃�日日�佃“日�闭

经积分后
,

A
‘1) ,

A
‘2 ,

分别可以写成

A矛
‘, , 二 Lb H “ ‘, r +

2
。 兀了生

一 D 曰
、. , 产 r -

J
bH ( ‘为) r J

A荟
‘) r = Lb H ‘才‘, r ,

‘ , , ‘ ; ‘ 、 _ .

2
u n

’ J J
「月

~ 下
~

兀月
J

b H 〔了‘) r
(3

.

19 )

A孟
‘, 7 == LbH “‘, r ,

b H (奋, , r , 2
U n

’

~
产

r十下 兀汽」
O

A}
2 , , = Lc H “‘, r ,

A丁
, , 了= L e H

‘, ‘, r
,

A孟
, , r = L“H ‘. ‘, r

.

c H ( ‘, ) r , c H ( ‘旬 r J

c H (了了) r , e H ( , 旬r 」

e H (汤, , r
,

c H (为幼 r J } ( 3
.

2 0 )

其中 b
. c ,

r 为

b二 Lb
‘,

b
, ,

久J
, e = L c ‘, c , ,

众J , r , == Lr ‘一 r l一 r o J ( 3
.

2 1)
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H叮
,

等为九个矩阵
,

即

fH
!
H

Z

H
2

1
H

〔“,
一
} 11

3

H
‘

H
·

卜
H “ , ,

LH
3

H
。

H
4

」

H
o

H
。

H
1 2

11
: 。

H
,

H
r 3

H
, I

H
, 4

H
s

H
;

11
3

H
。

万
2

H
I

H
2

H
o

H
s
H

4

H
s

H
I‘

H
-

H
x s

H
,

H
:

H
[ :
H

.

H
。

{
H

。

H
, Z

H
。

H
; x

H
:

11
, 。

H
: 。

H
, :

万
,

厅 :
H

, ,

H
J刁

万
1 2

H
。

H
。

H
, 3

H
, 。

H
,

L月

H,

, .

!
...J

r.l
es
.

se
..L

一一
翻洲

1.......J

...r.

....

se
Lr.L..I.I..

一一一一

H (jj’

」 「H. 从 从
。

卜
H

‘““)“
} H

·

H
·

H
名

」 L 厅
,

H
:
H

;

r..

l
..I.L

一一
白H

1叮sellJ

一}
“‘’‘) 一

}

H
,

H
: 。

H
; 3

H
o

H
o

H
一2

H
l一

H
x i

H
,

H
,

H
; 3

H
-

H
一‘

H
:

H
x

H
。

H
一:

H
。

其中H
; ,

H
Z ,

⋯
,

H
; 。

为 14 个不同类型的积分
,

其结果为
:

汀 f「
,

口N
‘ : ; , ,

2二
。 .

_ _ .
_ _ _ 。

.
_

,

。
.

n 。 .
_ _ 。。

. _

。
。 ,

门
l
==

we汤 、、乙
‘
下下一

,

丈V 刀 r 口 2 ==
一下丁一 L 4 艺U 个约乙口十 匕4 七十 4 刀

“

十 石b 刀七 十匕七
‘

J 吸3
。

Z 3 a )
六 J J O儿

,

了:

汀 ff
,

口刀
‘ 、 , , ,

汀
。 .

_ _ .
_ _ n

.
_ 。

_ ‘ 。 。
, _

_

n 。 _ 。
。 , , _ _ _ . 、

月 ’“万 }}乙
‘

万Z丁
‘”

‘
a r a Z “

一

不一 L 4 乙U 一 ‘”石。十 石4 ‘一 “ 乙。一
乙‘。七 一艺‘七

‘

」‘西
·
艺石”少

H
。

二奥
汽

「f
,

日八Z

、、L
‘~ ; 丁于一

JJ 口乙I

(‘)

万“r J : = 李
一 【1 6 5刀+ 5 6e + 5 6刀

“
+ 4 0刀e + ge

“

」
了!

(3
.

2 3 e )

兀 「「
,

口N
‘ 、 , , ,

、

2兀
。 ,

。 二
。 。 ,

。
, . 。 , 。。

,

月
‘
= 万}}与瓦万

‘” ‘“ r “““万丁L‘4 ‘十 了”。一
‘

一

个 石”

~
’ (3

.

2 3 d )

(口)

, ,
汀 〔「

,

口N
‘ 、 , , ,

汀
。 _

。 _ 。 。
‘

。
. ‘ ,

, 。 , : J
尸 。 。。

. 。 。。
, 、

r 才
‘ 二二 ‘ 、、乙 f叹 于, 汉V

‘a r a Z ; 二二 ~
二二二一

~

L一 l b 匕刀一“场 ,
. i 4 U O

~ 月~ 1 0 乙月七 月~ 石 J与
一
」

‘

滩 JJ
‘

口L ‘ 丫!

(‘、

(3
.

2 3 e
)

汀 ff
二

口N
, 、 , , ,

兀
。 ‘

。 、 。 , 。。 。 。 。, 。 。 。。 , 。
, ,

月
。

=
一1

一

、、乙
‘- 万二一 ZV 刀r 口 z = 卜二 :一 L一 I D 石0 一 O D ‘一 ‘石。

-

一 ‘u。 场 一
。勺

一
J

汽 JJ 口儿
.

了里
厂口)

(3
.

2 3f)

兀 〔f
,

日N
, 、 , , ,

汀
, J

、 ‘ 。 一
。。

. , 。 。, . ‘
。 。。

. 。。 , 1

2了
,

= 片 曰 L
、

二丁i一 Z V ‘
a r口 2 = 一=

一 I J O石。个 O b灿 卞 办O。
一

宁 弓v 。场 卞 u切
一
J

人 JJ
‘

口乙I 丫 !

(目

(3
.

2 39 )

H
。
一

到
几

会从dr 心 一

奇
吃目

[一 2 5 2B 一 1 4 0C 一 1 12 B
2
一 z 4 0 B C 一 4 zC

2

1 (3
.

2 3 h )

。一蚤{}
L

,

瞥
N

‘
d ·d
一斋

〔“C + 2 8B ’+ 3‘B C + “c ” (3
.

2 3 1)
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、
; 。
一

州
云

黝
.dr dz -

(口)

老
:一 [ 8 4 0 一 2 6 5刀 + 4 4 sC + 2 4 0刀

2
+ 1 2 4刀C + 2 3C , ]

丫 !

二
、、一
贡}}

“

瓷
N

‘

d ·d一斋卜
2 ‘OB 一“ Zc 一‘, B

’
一 2”B c 一‘C”

(3
.

2 3 ))

(3
.

2 3 k)

H
. ,

= 芝
月

粤
一

[一 2 5 2刀一 14 oe + 5 6刀
2
+ 2 5刀c 一 e , ] (3

.

2 3 1)
丫!

H
: 。

= 龚
双

}}
L。

豁
N

‘

d r d 之 -

(’)

}}
瓜

会从dr dz - 2汀
, _ _ . _ _

。
.

_ .

。 。。 _ ‘ 。。 。
。 ,

下二丁
、

L艺I U十 l 么6 刀 十丫U七一 1 4 口
“

一 IU刀七 一七
‘

J t万
。

艺各m ,
了1

兀 〔〔
,

aN
‘ 二 , , ,

汀
,

_

_ _ n _

。
_ _ _ 。 。 _ _ _ 。。 。

。 , , _ _ _ 、

打
一4

=
一万r 恤、乙厂刃下, - I V 召 r 口 z = , 二丁一 L一 1 6 吕刀一 匕4 七 一 1 1 2 廿

‘

一 3 U 8万七 一 4 1七
‘

」 叹3
。

艺3 n j
“j

生 J J U 儿为 了I

只要能从已知结点位移 u ‘, “ , ,
姚

, 二
‘, 。, ,

断
,

以及已知结点位移速度 公
.

, 公, ,

公。,

初
‘,
山

, ,
白。计

算结点的应力分量
,

则通过 (3
.

1 7) 就能计算有限元对结点 i ,

j
,

k 的等效力 f.
、,

f.
‘

等
,

从 而

由(3
.

1 0 )
,

(3
.

1 1 )
,

(3
.

r2 )各式计算各结点的加速度
.

我们还必须指出
,

(3
.

22) 诸式
,

也可以从其第一
、

二式厅
“‘, ,

H
“I)
中轮换 ‘,

了
,

存标号求

得
.

四
、

结点上应力分量的计算

设某一元素中的位移分量
“(’)

, w ‘的
可以通过形状 函数 N I

,

N ;
,

N 又用这些分量的结 点值

来表示
.

上述形状函数是按未变形前的几何来描述的(图4 )

卜‘‘
“ ,

- ‘和!

、J
�

4.
了、

、...、r诬..少

。
’

—
~

.

汀

一
户

图 4 变形前和变形后的有限元位置和几何

它们根据 ( 2
.

4 4 )
,

是

N 呀” L梦+ B (L兮L孚+ L兮L呈一 Z L梦L忿) + C 〔(L了)
2

( L梦一 L昙) + ( L呈)
2
( L {一 L夕) 〕

N 孕= L{+ B ( L , L又+ L夕L履一 ZL忿L兮) + C [ ( L盆)
2

(L乡一 L怪) + ( L母) 2
( L卜 L且) ]

了

万笨二 弓+ B (弓 月十 弓粼 一 ZL { L ,) + C 〔( L兮)
“
(L卜 L ,) 十 ( L分

活 ( L卜 L {) 1
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其中 L叹
,

L孚
,

L公见 (2
.

1)
,

(2
.

2)
,

但
r ‘, r , , r 。, z ‘, : , , z 。是按变形前的几何

r兮
, r夕

, r
足

, “
母

, z ,
, “
又计

算的
.

这个元素的位移分量为
。。, , = N

o u 。“ = N ow (4
.

2)

其中 N“为

N
O
= LN 兮

,

N 夕
,

N艾
」

(4
.

3 )

而 u , w 见 (3
.

5 b
,

c)
.

在这个元素中的应变分量
,

可以用下列非 线 性 应 变 位 移 关 系 中 求

得
〔“’, 〔“’.

一

令
一

+

1[( 斋)
’
+

(会)

一

器
+

奋[(佘
一

)
’
+

(鲁)

(4
.

4 a )

(4
.

4 b)

口劫 口功

汽 =
,

石牙
a功

十 不丫
~

十
O r

口肠 口川

口之 口之

“

‘ = 一不

(4
.

4 e
)

(4
.

4 d )

犷
e
。

=
、

二二尸一一 1
犷 。

(4
.

4 e)

其中 犷。为有限元在变形前的体积
,
厂 为变形后的体积

.

F 。= 一答
几

(r兮+
r兮+ r

孟)
J

l r 梦

1 r
l (4

.

sa )

孟
二孟

: 2 {
t争
遥‘奋翔

之之厂 = 一

要
-
(
r ‘

+ r ,
+ : 、

)
Q

1 r
l

l r二

(4
.

sb )

我们必须指出
,

所产生的影响
.

君r 一 君 . , v.
,

的表达式 (4
.

4a
,

b
, c )中业已扣除了变形中由 于坐标轴的转角

把 (4
.

2) 式代入 (4
.

4a
,

b
, c ,

d)
,

得时间为 t 时的应变分量

·:一

誉
· +

音〔(臀
。

)
‘
+
(臀

·

)
’

]

、一

臀
, +

拟
一

臀
,

)
’
十
(臀

,

门

、
:

一

臀叶臀
, +

(群
一

)(
一

群
,

)
+

。“一
告

N 。。

(4
.

6a
)

(4
.

6 b)

。

)(摆一) “
·

6 c
,

(4
.

6d )

在结点 f 上
,

我们有 (L I
,

L :
,

乙足)== (1 , 。,
。)

,

从而得应变分量在结点 i上的值
;
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·:
。
一 H :

‘

叶省〔(
。:

‘ ·

)
2
+

(
H:

‘ ·

)
“

]
已
:
‘
一 。;

* W +

告〔(
H ;

, W

)
’
+

(
H ;

f w

)
’

]

(4
.

7 a
)

(4
.

7 b )

二 H竺
‘ u + H兮

‘w + (H熟u )(H分
‘w ) + (H竺

; u) (H鸳
*w ) (4

.

7 e )

l
二二二

—
“‘ (r ‘专 0 ) (4

.

7d )

. .

r
-

,

‘名.月
甘君

其中 H熟
,

l
门二

: 二二 二一 ‘ ~

艺丑
。

H全
‘

分别为

Lb夕+ B (b梦+ b又)
,
b , + B (b ,一 Zb足) + C (b ,一 b :)

,

b公+ B (b卜 Zb)) + C (b又一 b,) J

(4
.

sa
)

Le , + B (
c萝+ e

且)
, c , + B (

c , 一 Zc
且)+ C (

c g一 c
七)

, e
又+ B (

c
足一 Z c l) + C (c

又一
e })」

(4
.

sb )

J.一上Z

一9曰一一H

这里还应该指出
,

(4
.

7 d) 只在
r ‘午 O 时

,

才是实用的
,

当结点 在轴上时
, 。 , = 乙

,

即

1
巴口‘== s r ‘

= n 不
‘U 十 下 L LL门

‘
票u )

,
+ (H ;

‘
u )

“〕 (r
‘
二 0

, 。‘= 0 ) (4
.

9 )

而且
,

在 (4
.

幻 式中
, u ‘

二 O
,

上式或可写成

1
。 , , 。 ,

。 , , 。 _ , 。 、 .

。
, , 。 , 。‘ , . , , 。

。
, 、 。 _ , 。、 .

。
, , 。

己, ‘= 厄不
:Ll“万十。 ‘“于一乙o 石少十 , ‘o ;一 “‘, J“‘一 L”蕊+ 刀 LO荡一 艺O下夕十七 ‘o苏一”;) j““全

1
, 。 , 。 .

n , , 。 _ , 。 、 .

。
, , 。 , 。 、 * . , , 。 .

n , , 。 _ , 。 、 .

。
, , ,

十厕 i 悦L
“了十 石 气O ; 一 乙O ‘少一七 、O下一 ”石少」“

,
十 L”石十彭 气O蕊一艺o ;少+ 七 L。; 一”; )”“卜

‘

1
, 。 。 .

n , 。 _ 。 、 .

。
, 。 。 、 , . , 。 .

。 , 。 _ 。 、
.

。
, .

十感豆居呢L
“歹十刀 LC ; 一 z C石少十七 LC ; 一 “石少Ju ,

一 L“荞+ 刀 ‘C石一艺c ;少+ 以
C荞一 “; , “

“全
‘

(4
.

1 0)

应变速度 C
,

纬
,

乞
:

可以从下式计算
.

群=
a山

,

若. = 二
,

~

二一 一

d Z

少

r

=

擎
+

尊O r 口考
(4

.

1 2)

我们用变分后的几何描写形状函数
,

即

企 = N少
,

亩 = N亩 (4
.

1 2)

所以
,

我们有

aN
, ‘ . ,

a N
.

‘r

=
~

飞万
.
一

“
‘

, “Z

=
~

丽
一 w ” “乡=

N

—
U

.

口付
_

⋯ 日N 二

丫
, ,

==
一下, 一

,

w
’

十 一二一u’
口r 口之

(4
.

1 3)

在结点 1
.

上
,

(L
‘,

L
, ,

L 。
) == (l

, 0 ,

0)
,

= H
, ‘

6
‘ ,

乙二
‘

= H
, .

所以有

宙
‘,

宁:
二

= H
, ‘

宙
‘

+ H
. ‘
0
‘

== 卫立
r ‘

L } (4
.

1 4)
r .

斗 Q
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当r ‘

二 O 时
,

记= 0
,

则

‘。
,

一‘: (“: 一 。)一 2

公
、:“

,
+ B (。

,
一 :。

。

) + C (“一“
白
)〕、:

,

干「b
、
+ B (b

。
一 Zb

,

) + C (b。一b
,

)〕。孟卜

(r = 0 ) (4
.

15 )

其中Hr
‘,

H
二

见 (4
.

叙
,

的
,

但是根据变形后的几何计算的
.

在结点 j
,

寿上还有 相 类似的应变

和应变速度表达式
.

弹性应力是通过胡克定律
L“’从应变分量直接计算的

.

试二义蛛+ 2‘弓一口

代== 只乱+ 2晓县一妙
, : r ,

~ G 护人

。奋二只。二+ 2晓 ; 一Q
‘

(4
.

2 6)

其中 又
,
G 为拉梅弹性常数

.

口 为人为粘度
「“,

Q
,
= C : 斌 自干乏由户力 !砚}+ C亏p A (‘功

2 ,

(4
.

1 7 )
Q

‘
= 0

其中C : 二 0
.

5 ,

C若二 4
.

0为无量纲常数
.

结点 i上的弹性应力分量是根据 (4
.

a二
‘

= 肛乞十 ZG 心
‘

一 Q
‘,

u二
,

= 肛忿十 ZG 代一 Q
‘

。乡
,

= 加么十 ZG 。砂一O
‘

16 )式用该点的有关应变分量表示的
.

r
;

‘

一 、:
: ‘

{ (4
.

2 8 )

其中心见 (4
,

4e)
,

Q
‘

见 (4
.

17 )
,

在每一元素中
,

它们都是常数
.

我们必须指出
,

按 (4
.

1 8) 计

算所得的在结点上的应力分量值
,

在各有关的相邻有限元中并不保证是等值的
.

也即是说
,

在诸有限元间
,

结点位移是连续的
,

但应力分布不连续
.

在结点 i处的弹性应力分量组成一个等效应力
,

它是

。 一

丫省
、(a :

‘

一劝
’
+ (口二

,

一“
‘

,
’
+ (。“
一

劝
’
+ ”‘r几, ”

(4
.

19 )

当口 ;小于材料的拉伸屈服强度时
,

应力就属于弹性范围

当J :超过材料的拉伸屈服强度时
,

材料就产生塑性流动
.

在发生塑性流动后
,

正应力分

量就由塑性应力偏量
、

静水压强和人为粘度三项组成
,

亦即

、.了
n
甘,,自.时

.

J峡了勺
了.、l

a二
‘

二 S二
;

一 (P)+ Q
‘

)

《
‘

“ S二
‘

一 (尸)+ Q
,

)

J奋
,

二 S 岛
‘

一 (P
,

+ 口)

塑性应力偏量代表材料剪力强度特性
,

采用冯
·

西米斯塑性增量理论后
,

应力偏量

足
.

,
夕二

‘

和剪应力(对
二 ‘

)为



长
.

伟
一

钱一4遗R

又 一

剖会)s,
: :

‘
一

剖令)
“

:
;
‘
一

、(、)
\

{
李

、、刃声/礼�
。/了l

、

Zl
nJ

一一S 二

(4
.

2 1)

其中 S 为材料的等效拉伸强度
,

而烈为等效应变速度

: : 一

了答考(
。;

、

一 、;
,

)
2
+ (、;一、奋

‘

)
2
+ (、夸一 。:

‘

)
,
+

廿

3

2
(宁二

r ‘

)
“

} (4
.

2 2)

之
‘,
亡二

‘, 甘公
‘

为应变偏量速度
,

如果把 ( 4
.

2 0 )
,

(4
.

2 1) 中的应力分量代入 (4
.

2 9)
,

即得结果

a := S ( 4
.

2 3 )

等效拉伸强度可以 用静力拉伸强度来表示
,

在这时
,

牙只是。:的函数
,

引为

。: 一 、

/叁、(
。:

、

一。二
‘

)
·
+ ( 。二

‘

一 。,
‘

)
么
+ (。。

‘

一 。:
‘

)
2
+ 要

一

( , ;
, ‘

)
2

,
廿 乙

(4
.

2 4 )

在大多数的撞击问题中
,

应变总有少量的恢复
,

而总到总是增加的
,

这样
,

使 ( 4
.

2 3) 式成为

一个适用的近似式
,

静水压强既和体积变化有关
,

也和有限元内的内能有关
L仑‘

.

本文用 M i e
一

G r 山 ; ei s e n
物态

方程

p : 一 (K
l“+ K

Z“2
十 K

3o 3
, ( 1 一寸

-
厂拼

+ r PE : ( 4
.

2 5 )

这里的符号为

K
, ,

K
: ,

K
3 = 和材料有关的常数

厂= G r住n e is e n 常数

‘ _ _ _

p
.

_
_

犷
。

召= - ￡‘一一 1 = 下; 不牛一 1
尸 p 。 二

厂佃

( 4
.

2 6 )

而E :为比内能
,

它是各应力分量在结点 i 处对有限元每单位质量做功
.

它是从下 式 的 积分

求得的
.

佘
( , 二:卜 :

( 一 、S :
‘

, :
‘

+ s、。;
‘

+ S ;
‘
。舍

‘

+ Z r
、

‘

、;
‘

卜 (口
!

+ 尸 : )护, ( 4
.

2 7 )

这里必须指出
,

本文所用的高次形状函数虽能给出对角线化的统一质量矩阵
,

但是
,

它

们表示的位移和位移速度
,

除了在结点上连续
,

在三角形边线上一般不连续
,

所以
,

它们是

非协调的有限元
.

根据本文所编出的计算程序和计算例题将另文公布
.
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