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摘 要

本文以 K ir c hhof f 的薄板理论
,

解狭长矩形截面杆的约束扭转
.

这扭转问题
,

相当于在自由

端作用扭矩的悬臂矩形板的弯曲
.

得到的结果
,

不仅证实了 T im os he n k 。 教授以能量法所得的扭

转角
,

并且也给出应力的值
.

一
、

引
.

言

Sa int
一

V en an t 的扭转理论对变形有两个前提
.

一是与圆轴的情形相同
,

横截面各转 了

一角度
; 一是所有横截面有相同的翘曲

.

于是

在横截面内只产生剪应力
,

形成一力扭以平衡

杆端的扭矩
.

但正如常发生的
,

由 于 某 些 约

束
,

不能产生均匀翘曲
.

例如杆的一端固定
,

而

在 自由端作用一扭矩 (图 1 )
.

因而不仅固定端

截面不可能有翘曲
,

并且邻近的截面亦不能自

由翘曲
.

因此
,

除剪应力外
,

不均匀的翘曲将

在横截面内形成 自相平衡的正应力
.

这种扭转

称为约束扭转
.

在弹性理论中
,

约束扭转是个难题
,

并尚

无精确的解
.

Ti m os h e n k o
教授曾以能量法解

狭长矩形截面这问题
,

并得到 自由端的扭转角
.

A
.

Fo p p le 亦以能量法作出狭长椭圆截面的解
,

并以此对狭长矩形截面这情形作估算
.

在 K ir c h h o ff 薄板理论与 S ai nt
一

V e
na nt 的扭转之间

,

看来并无明显的联系
.

但 我 们

可以用 K ir ch h of f 的薄板理论
,

解狭长矩形截面杆的约束扭转
.

因这扭转问题
,

相当于一悬

臂矩形板在 自由端作用一扭矩的弯曲问题
,

所得的结果
,

不仅证实了 Ti m os h
e n k 。 教授得到

的扭转角
,

并对几个横截而给出剪应力
,

以及在固定端截面内的自相平衡的正应力
.

同时也

证明
:

固定端的约束的影响消失很快
;

离固定端较远的截面
,

各自转一角度
,

只 对 较 近 的

4 63



张 福 范

横截面
,

才稍微发生弯曲
.

并且
,

对于离固定端较远的横截面
,

其剪应力的分 布 与 S ai nt

ven “ n t 的解相同
.

二
、

叠 加 的 几 个 部 份

我们用叠加法解悬臂矩形板的弯曲
,

从而

获得狭长矩形截面杆的约束扭转的解
.

叠加的

组成部分为
:

( 1) 一矩形板
,

三边为简支边
,

而夕= b

这为广义简支边
,

沿边的挠度为 (图 2 ) :

(平)
, . 。= 乙 ‘ s in

二
2 , 4

水兀戈

a

式中的 ‘ 为待定常数
,

并且挠度曲线与边的中点为反对称
.

板的弯曲面为
:

= 丛二卫一

? 望~ J了一鱼
-
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二 .

粼⋯
“in h 心 以 ‘一 “

丫
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m 汀y
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m 汀y

a

优汀X
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1)

式中的 a 。 =
胡汀b

a

由上式
,

得沿 夕= b 这边的剪力 厂
,

为
:

D
L厂 ,

)
, 。‘二一下万

~

仁l一召
‘

)
‘

乙
m 3汀s
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/ a 二 .

3 + 召
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、
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,

一
一
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C 0 t ll a o l S in 一
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a . 1 一拼 / 口
(2

.

2 )
仍 . 气 ,,

’

二

沿 、二 a
这边的剪力 犷

二

为
:

CO S 名汀
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Z 一 ‘

名 、、

。

忽兀g
s i n 一了厂

.

(2
.

3 )
‘一
m
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,
·

一
ZD (‘一“,

’

令石

沿 夕= O这边的斜率为
:

了旦丝
~

、
\ 口夕 /

, ·o

1 一召
= 一厄了

~

兀 乞
二气气

.

”

m 心
sin h a 二

/ 1 + 拌

气万两二一
a , c o 〔n a ‘

、
.

m 汀x
}5 1 n

—/ a
(2

.

4 )

作用于板角点 (a
,

b) 的集中力为
:

‘R )
一

D (卜
。)

么

手 乙

二
2 * 4 , .

”

明 :

一

(节会
C。, h a ·+

,

而歌可) (2
.

5 )

( 2 ) 叠加的第二部分为
:

有一矩形板
,

沿 夕= O
, 夕= b这两边为简支边

.

二= O
, x = a

这 两边为广义简支边
.

它们

的烧度为反对称 (图 3 ) (万)
. 。 。

= 士E C
‘ sin

‘一 。 沪 1

名兀y

b
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面杆的约束扭转
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一
一

一一
~

一
一一

一
一 一一一

~

板弯曲面的方程为
:

牙一石
c

{上丝
9些丛

sin h 刀
‘ 【

1一那

2

: 汀戈
, ; 汀X

一万一c o s n 一石一

1 + 」二全
乙

刀
,

, in h 尽

忿兀劣

十 c o s n ~

石
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~

一
1 一拼

2

: 龙戈

图 3
一石一 “卫

,

宕二戈 1
.

玄汀口

朋
一 石一了

“, n 一

扩
几

i兀x l
“‘n n 一

歹」

(2
.

6 )

式中 的 尽一等
·

并得 以下诸算式
:

(心
一

”〔, 一川
“

诺黔sC. 德珊梦
~

(牛华
十 尽

s in h 刀
‘

: 汀夕
5 , n 一

左
‘ (2

.

7 )

(气)
, _ 。二

-
4 D (z一沟

“

一一 夕
~ 一一一砂乙 乙

解3
C

‘ e o s f兀

‘· I 仍 . 2 , 4 ,一
砰

本景丫
s‘”

怜名兀戈

a (2
.

8)

了
.

旦刃犷、 二

\ 口夕 /
, ·。

夜
_ _

户
b ‘曰 名

, . 2 , 4 , .

”

c
‘

丝书一
(2 一、

一

子
一

」
仇兀戈

(
一

笋
+

一

乒)
’

—
5 In

—
a

(2
.

9 )

‘R ,

一
D (, 一“

2

,

子石
‘ZC

‘

一 ‘兀 1 + 召

1 一拼
+

刀
‘

sin h

、/ 1

二
, 。

两
一

/ 、
、

丽正万十
“o t n 万

‘

(2
.

1 0 )

(3 ) 叠加的第三部分为
:

有一四边简支边的矩 形 板
,

在 夕= O 这边

作用反对称的分布弯矩 (图 4 )
.

M ‘x , 二 .

军
, _ . ,

‘
·” , n

厂
味
且

-l
劣

M (劝 “ 乙
二气气

.

”

”
.

阴汀X
乙 沉 5 1 n

—
“

有以下几个有用的算式
:

牙 =
一

赎江
2刀万

‘ 乙
二礼气二

‘
奏「一

、 一

奥一
阴

一 L S ln n ‘
召 .

卜一一
。

.

一叫
· sin h

协兀g

a

一卫生些
sin h fn 兀夕

a
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+ ·o t、a .

弩卫C o sh

罕]
S‘n

喋)
夕 一。

一

赢
。一

裂
,

二

翻

(均
· - ‘

一命
(‘+ “,

。 一

裂
⋯

m 兀戈

a
(2

.

1 1)

eo th a 。

5 in h
“ a 二

跳忿劣
S ln

—
a

(2
.

1 2 )

m E
二

s in h a 。

Z
‘ .

1一召
,

、

气工 十 1干户
一
a 二 CO ‘n “。 /

m 汀戈
5 In 一—a

(2
.

1 3 )

(心
二

一丢
一

。 一

裂
⋯
买
氏‘

〔杀
+ (2 一川

诺
一

]

潇 )
忿汀刀

5 , n 一石一 (2
.

14 )

答犷
一
+

a “

(卿
。 , 。, 一 (1一拼) 乙

二
2 , 4 , ’

二

不共旦 一 (a
o e o th a 。一 1)

S ln n U 衍

E
。

(2
.

1 5 )

卜一一
a ee 一一叫 ( 4 ) 叠加的第四部分

.

由于以上这三部分仍保持板的角点(a
,

b)
,

(0
,

b) 无位移
,

为了适合扭转所产生的变形
,

叠加图 5 所示这部分
:

砰一 “。

(
一

牙一
戈 (2

.

1 6)

式中的 寿为一待定常数
,

并得到
:

日班
,

/ a \ Zk a 一 l
二

一

= 斥1 沈 ;
J

一 环 二=
- -

—一 ,

d 夕 \“ 了 汀 。 二

斌⋯ m

打1汀X
5 1 11

—
a

(2
.

17 )

尸= ZD (1 一拜)
a Z

班
口x 口y

= 一 ZD (1一川 k (2
.

1 8)

由于以上这四部分均满足薄板弯曲的微分方程
,

将它们叠加而能满足所有的边界条件与自由

角点条件
,

则所得的解应是 K irc h h of f 薄板理论的精确解
.

三
、

以 K ir ch h of f薄板理论解狭长矩形截面杆的约束扭转

设有一狭长矩形截面杆
,

夕二 O这端为固定
,

而在自由端作用一力偶
,

使杆扭转
.

这相当

_ _ _ _ 一
, ,

~
,

一
, , ,

一
J 、 、 、 ,

,
, 、 ,

。 。 , . ,

一 ~ ~
_ 、 、

_
、 , 、 r

_ ~
、 , , ,

/ a班 、
于一悬臂矩形板的弯曲(图 l )

.

这板的边界条件
,

应满足 夕, 。这 边 为固定边的(
~

誓一 )~ 。
,

‘. ‘

曰
产

与
’

“ 一
” J 甘

四
、

一
一 / ’

一 ~
” ‘

~ ” 刁 、 ”
’

一
’「’‘ ’

~ 口 一

~ ~
/ 动

~
‘

~ ~
” J

\ 口夕 /

而其他各边为自由边
,

剪力与弯矩均为零
.

同时
,

两角点 (a
,

b) 与 (0
,

b) 为自由角点
.

由于

叠加的各部分
,

沿边的弯矩均为零
,

故只须消去剪力即得自由边
.
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,
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,
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,
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叠加算式 (2
.
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,
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,
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,
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:
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,
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叠加算式 (2
.
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,

(2
.
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,

(2
.
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,
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它们的和为零
,

得到
:
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.
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对于自由边 , ”O,

将得一 相同的方程
.

由于在自由角点 (a
,
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,
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.
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,
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四
、

数 值 例 子

设有一狭长矩形截面杆
,

b

一 = 4
, 拼二 0

.

3
.

对未知 量 ‘
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a Z
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,

D
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所得的解为 az,

鲁
- 一

,

⋯及
孚

.

由计算机计算得到
:

C
: ,

C
: ,

⋯
,

a Z E

D

a , 川 = 2 , 4 , 6 ,

⋯

0
.

32 317 X IO一s
尸a Z

刃元r
, 0

.

27 59 9 X 10‘s 0
.

2 2O8 l X 10“s
, 0

.

16 842 X 10‘s
,

0
.

12 4 7 l X 10一气

0
.

35 839 X 10一6
,

0
.

11 993 X 10一 6
,

0
·

4 9 363 X xo一7
,

0
.

22 517 X IO“ , ,

0
.

1 1830 X IO一 , ,

0
.

673 92 X 10“ 8
,

0
.

4 10 32 X IO一8
,

0
.

2 6 343 X 10一 8
,

0
.

176 5GX IQ“ 8
.

0
.

12 263 X 10“ , ,

0
.

87 760 X 10“9
-

0
.

9 10 87 X IO一 6
,

0
.

2 67 57 X 10一 6 ,

0
.

94 03 9 X IO一 7
,

0
.

3 95 05 X 10 一 , ,

0
.

190 56 X 10一 7 ,

0
.

IO2 0 4 X 10一 7 ,

0
.

59 19 6 X IO一 8
,

0
.

3 65 63 X 10 一 8
,

0
.

23 747 X 10一 8
,

0
.

16 OGSX IO一8
,

0
.

1124 9 X 10 一 8
,

0
。

8 105 1 X 10’ 9
。

0
·

66 345 x xo一 6
,

0
.

2 02 2 3 X IO一6
,

0
.

745 68 X 10 一 7
,

0
.

3 2 5 47 x lo 一 7
,

0
.

16 1GOX IO一 7
,

0
.

8 84 58 x 1o 一8
,

0
·

52 200 x zo一 8
,

0
·

3 26 82 X IO一8
,

0
.

2 146 l X 10一 8
,

0
·

14 G 55 X 一O一 8
,

0
.

IO3 38 X 10 一 8
,

0
.

4 85 46 X IO一 6
,

0
.

154 78 X 10 “ 6
,

0
.

597 57 X IO一 7
,

0
.

2 7 03 l X IO一 , ,

0
.

137 87 X IO一 7
,

0
.

7 70 4l X 10 一 8
,

0
.

46 2 0 0 X IO一 8 ,

0
.

293 00 X 10一8
,

0
.

1 944 3 X 10一 8
,

0
.

13 3 32 X IO一 8 ,

0
.

95 174 X IO’ 9
-

C. 1 ,

尸a Z

2 , 3 ,

一 0
。

535 11
D 汀2 一 0

.

24 2 12 一 0
.

1393 6 一 0
.

0 877 85

一 0
.

0 583 02
,

一 0
.

0 159 87
,

一 0
.

63 06 9义 10“ 2
,

一 0
.

30 94 2 K 10一2
,

一 0
.

174 43 X 10“2
-

一 0
.

IO3 ll X IO一z
,

一 0
.

7 17 58 X 10一 3 ,

一 0
.

50 154 K 10一 3
,

一 0
.

3 649 6 X IO一 3
,

一 0
.

忍74 2 8 K 10一 3
-

一 0
.

2 l lGS X 10一 3
,

一 0
.

166 95 X IO
一 3 ,

一 0
。

04 02 97

一 0
.

0 1233 4

一 0
.

5 192 0 X IO一 2 ,

一 0
.

26 522 X 10’ 2
,

一 0
.

153 6OX IO一2
,

一 0
.

97 04OX IO“3
,

一 0
.

65 33 l X IO“3
,

一 0
.

4 6 168 X 10一 3
,

一 0
.

33 89O X IO一 3
,

一 0
.

2 5 65 1 X 10一 3
,

一 0
.

199 lQX IO一 3 ,

一 0
.

1 578 3 X 10 一 3
。

一 0
。

0 28 79 9

一 0
.

9 702 5 x l0一 2 ,

一 0
·

43 24 9 X 1 0一2
,

一 0
.

2 290 8 X 10一2
-

一 0
.

135 97 x 1o一2
,

一 0
.
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,

一 0
.

596 53 X 10一 3
,

一 0
.

42 5 92 X IO一 3
,

一 0
.

3 152 4 X IO一 3
,

一 0
.

2 40 22 X 1 0一 3
,

一 0
.

1875 OX IO一3
,

一 0
.

0 21 187

一 0
.

77 64 1 X 10“ 2
-

一 0
.

36 4 lo x 10一 2
,

一 0
.

13 O2 6 X IO“ 2
,

一 0
.

120 97 X IO一 2
,

一 0
.

79 079 X IO一3
,

一 0
.

546 29 X 10“3
,

一 0
.

3 93 88 x l0 一 3
,

一 0
.

2 9 38 2 X 10”3
,

一 0
.

2 2 5 34 X 10 一 3
,

一 0
.

17 684 X 10
一 3 ,
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E
二

一 8
.

切 = 2 , 4 , 6 ,

尸
6 4 1 1一气万一

-

兀 ‘

一 4
.

7 38 3
,

一 3
.

14 26
,

一 2
.

3 23 8 一 1
.

8 55 5
,

一 1
.

5G 88
,

一 1
.

06 69
,

一 0
.

954 70
,

一 0
.

914 2 0
,

一 0
.

8 95 27
,

一仓
.

8 849 2
,

一 0
.

8 786 5
,

一0
.

8 74 56
,

一 0
.

8 71 74
,

一 1
.

3 84 3
,

一 1
.

0 32 4
,

一 0
.

94 3 55
,

一 0
.

9 093 3
,

一 0
.

89 27 2
,

一 0
.

8 834 2
,

一 0
.

87 760
,

一 0
.

873 9 1
,

一 0
.

87 123
,

一 1
.

26 04
,

一 1
.

00 59
,

一 0
.

934 2 7
,

一 0
.

90 5 09
,

一 0
.

8 904 4
,

一 0
.

8 820 6
,

一 0
.

8 76 8 1
,

一 0
.

87 33 1
,

一 0
.

8 708 6
,

一 1
.

174 3
,

一 0
.

985 00

一 0
.

92 6 47

一 0
.

9 01 39

一 0
.

88 84 1

一 0
.

88 08 2

一 0
.

8 76 00

一 0
.

87 2 7 5

一 0
.

870 46

一 1
.

112 5
,

一 0
.

96 8 27
,

一 0
.

9 19 86
,

一 0
.

83 8 14
,

一 0
.

88 657
,

一 0
.

87 968
,

一 0
.

87 52 5
,

一 0
.

87 2 23
,

一 0
.

87 008
.

_
. _ . _

尸
花== 艺

。

1 3 4 9 一了、一
,

上声兀

现将以上所得的解
,

讨论这狭长矩形截面杆约束扭转的变形与应力
.

(A) 自由端的扭转角

对于 自由端这横截面的水平中线
,

其各点的位移
,

应 由叠加四个部分得到
.

叠加的第一

部分
,

由于系数
a 二 非常小可以不计

.

叠加的二
、

三两部分
,

对这截面不产生位移
.

叠加的第

四部分
,

由方程 (2
.

1 6) 得到
:

〔牙, /
‘一

叫笠一)
因 。一 2

.

; 3 4。

会
,

‘附,
一

2
·

‘3‘”

会 (号一 )
最大挠度在角点 (b

,

0) 与 (a
,

b)
,

其值为
:

(
a
)

(b)

(砂): :
一 士2

·

1 3‘”

会
·

普
一士 1

·

3 5 0 1

粤
一 * 。

·

。8 4 0 4 5

粤
由 (b) 式可知

,

自由端横截面的水平中心线
,

经杆变形后仍保持直线
,

只是倾斜了一 角 度
.

这符合 S ai nt
一
V e
na nt 对杆扭转变形的前提

,

即横截面作了一刚体转动
.

由 (b) 式所得的斜

率
,

就是杆自由端的扭转角价
.

, 一f瞥、 一
2

.

; 3 4 9

华一
。

.

6 7 。5 6

华\ U 汤 / , . 吞 名~ 尹J ‘

口

式中的 D =
E h

3

1 2 (1一拼
,

)
’ 而 h 为狭长矩形截面的高度

, a方为截面面积
.

于是

劝“
一 2

。

1 3 4 9尸b

E h3

万—

一
1 2 (1 一拼

2

)

2
.

23 4 9Pb x 12 (1 一拼
2

) _ _ 6 X 2
.

1 3 4 9 (1一 0
.

冬)
二h3 2G (1 + 拼)

汀G h
3

尸b
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_

_
_ 一‘一一

,

一
~ 卜~ ~一

一
一

一-
,

~

- -
~
一一一

-

一

一一
-一
一一

一

一

= 一 2
.

8 5 4 2
尸口b

G h
3口

(
e
)

T im os h e n k o
教授对本文这例题

,

以弹性力学的能量法所得的扭转角 势为
:

3M
6 G a b

3 〔卜争匹零亘]一虑豁乡
一

〔卜
一

奋三亘亚言咖
一

〕

一 2
·

8‘”7 :

黯
在以上这算式中

,

l为杆长度
,

而狭长矩形截面的底为 2a
,

高为 Zb
.

于是算式 (c) 中的 h 相

当于 2b
, a 应改为 2a

,

b 相当于 1
.

于是对于我们所计算的问题
,

尸a ,

则算式 (c) 成为
:

.

并且
,

以 M
,

代替
1一8

一一
a
一z

M
,

l

16 G a彭
2

.

85 4 2

结果证实
:

用 K irc hh o ff 薄板理论所得的扭转角 势
,

与 Ti m os hen k。 教授以能量法所得的

结果相同
.

式中的负号表示角度的转向在图 1 的坐标系中为负
.

(B) 横截面的变形

由于固定端约束的影响
,

在固定端附近的横截面
,

它的水平中线在绕其中点转动以后
,

将不再保持直线
,

而发生弯曲
.

这表明横截面不再是简单地作一刚体转动
,

并且发生弯曲变

形
.

这是可以预料到的
.

现以叠加法计算横截面的水平中线的变形
.

叠加的第一部份 (图 2 ) 由方程 (2
.

1) 所给
.

因非常小而被忽略
.

表 1
,

表 2 列出由方程 (2
.

, 6)
,

(2
.

6)
,

(2
.

, , ) 所给的
,

沿 。= 尽
,

答
~

, r ‘’J
’

J ” , ‘刁

协
‘

谬 一曰

一外
‘ ’

, 、 “ / ,

~ ~
/ J ,

工
、 一 ’ ‘

”
’ 、 一

’
“ , ’ 、一

’ 一 ‘ / ‘/

“
目 卜 J

”
目 口 4

’

2

这两横截面的水平中线上几个点的挠度
.

挠度
.

表 1

然后
.

再计算离固定端较远的横截面的水平中线的

横截面 , = 李
。

任

,

{
。

1 冬
。

} 冬
。

} 冬
。

—
{

—
卜

一

一一生一一一{
一
一一二

—
{一‘‘二一扁一一

。 } 。 八。
: 。 ‘ ,

尸a Z }
。 。尸 。 。 。 尸a 里 } 。 。 . 。

“
,

尸 a 2 1
, , ( 2

.

1 6 ) { U
.

U O 任U任0 一 下i 一 】 U
。

U O O D J 一石- } U
。

U ‘O J 1 0 一 于犷一 ! U

} “ } 口 } 刀 1
平

‘,
·

, ,

1
一0

·

0 5“了2 }
一o

·

0 3‘0 ‘5 }
一0

·

o‘4 4 9‘
}

”

万
‘,

·

‘ , ,
_

}
”

{
一o

·

00 3 3‘4 {
一 o

·

00 2 9 5 7 { ”

叠 加 结 果 {
”

·

0 3 3 7 7 3
{

“
·

0 2 2 30 ‘ }
”

·

0 , 0 8 6 7
}

”

J O
·

U3 3 7 73 ! o
·

0 2 2 5 1 5 ! 0
·

0 11 2 58 }
.

0
:

表 l 内的最后一行
,

为当中线变形后成一斜直线 (联结
二 = 0

, 二 = 粤的挠度) 时 应有 的 挠
‘

度
.

1 书

~ 一 1
、

二 。 二‘

~ 一 一
. 、 ,

~
. , ,

~ 抽 ~
, , t ,

~
_ , ~

浏丁 x = 万
~

0 达息幽沉反
, 川 以百出

一

匕相胜地小 J J
。 勺羚

。

口

对于
告

。
这点 相应地小了

.

这表明这水平中线的左段
,

在中心附近将成为稍微向下凹进的曲线
.

对于右段
,

变形

将是反对称
.

因而这横截面除倾斜一角度外
,

发生稍微弯曲
.

对于 刀= 誉这横截面
,

其水平
‘
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中线亦有些弯曲
,

但程度更小
.

表 : 横截面 , = 冬
。

‘

旦
Z

1
尸

1
尹

砰
(:

.

, 。)

砂
(2

.

‘)

砰
( 2

.

1 1 ,

1 69 8。华
Lj

1 13 2 6
华三
乙声

0 0 6 6 3华
2 少

一”n”

nnU叠 加 结 果

一 0
.

0 6 5 8 33

0

0
.

104 06

0 10 4 06

一 0
.

0 4 28 6 2

一0
.

0 0 13 0 4

D
.

D6 9 09 4

0
.

06 9 3 7 3

一 0
.

0 2 10 4 2

一0
.

0 0 13 0 4

0 0 34 2 8 4

0
.

0 3 4 6 8 T

表内的最后一行
,

仍为当中线变形后成为一斜直线时的挠度值
.

可以看出
,

横截面的弯曲是

十分微小的
.

对于横截面 夕= a , 1
.

5a
,

2a
, 2

.

5 a ,

3a
, 3

.

5a
,

方程(2
.

1 1) 所产生的挠度可以忽略
.

表

3 中列出由方程(2
.

16) 与(2
,

6 )所计算的结果
.

表 3

{
。

普
·

与
6

平
( 2

.

1 6 ) 0
.

3 3 9 7 8

一 0
.

0 6 4 7 3

0
.

2 7 5 0 5

些
’

D
nnW

0 2
.

。、

叠加结果

0
.

2 26 5 2

一 0
.

0 4 3 1 3

0
.

1 8 33 9

尸坦
D

」 」

一
。
尸a Z

U i l J乙O 一 卜 ‘

U

一 0
.

0 2 1 56

0
户

0 9 1了0

nnU

W
( 2

.

2 6 )

牙
( :

.

6 )

叠加结果

0
.

5 0 9 6 7

一0
.

0 5 4 9 9

0 4 5 4 6 7

0
.

3 3 9了8

一0
.

0 3 6 6 6

0
.

3 0 3 1 2

0
.

1 6 9 89

一 0 0 1 8 34

0
.

1 5 1 55

nUUn

y = Za

nU八11

y = 2
.

sa

砰
2

.

1 6 )

研
( 2

.

。 )

叠加结果

W
( 2

.

: 6 ,

万 (2
.

6 )

叠加结果

W
、2

.

1 6 )

珍
( 2

.

6 )

叠加结果

邵
( :

.

x 。)

研
、:

.

。 )

叠加结果

0
.

6 79 5 6

一0
.

0 4 4 14

0
.

6 3 5 4 2

0
.

4 5 3 0 4

一0
.

0 2 9 4 1

0
.

4 2 3 6 3

0
.

2 26 52

一 0
.

0 14 70

0
.

2 1 1 82

0
.

84 9 4 5

一0
.

0 3 3 13

0
.

8 16 3 2

0
.

5 6 6 30

一0
.

0 2 20 7

0
,

5 4 4 2 3

n一”

y 一3 Q

1
.

0 19 3

一 0
.

0 2 2 1

0
.

99 7 2

0
.

6 7 9 5 6

一0
.

0 1 4了1

0
.

6 6 4 8 5 0
.

3 3 2 42

一UnU

y 二3
、

6 口

1
.

18 9 2

一0
.

0 11 0

1
.

17 8 2

0
.

了9 2 8 2

一0
.

0 0 7 3 5

0
.

7 8 5 4 7

0
.

3 9 6 4 1

一 0
.

0 0 3 6 8

0 3 9 2 7 3

很容易校核
,

对于以上离固定端较远的横截面
,

它们的水平中线经倾斜后
,

仍保 持 为 一 直

线
.

换言之
,

以上这些横截面均各自作了一刚体转动
.

例如对于 夕“2a 这横截面
,

它的扭转

角为
:

(, )
, 一 : 口

一
。

.

6 3 5 4 会

华二阵
。

一
,

.

: 7。8 一

介一
。

.

3 17 7

平J- 产 / ‘ J ~ ‘ 盛 . 沪

这截面的扭转角等于白由端的扭转角的46
.

8多
.
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从以上的分析可知
,

_
,

_ b
、

二 ~ , ,

灯寸万 = 4 还 1育垠
, 在离自由端略大于75 劣的长度内

,

正如 S ai nt
-

V e n a示 所设的
,

横截面各自作了一刚体转动
.

至于在扭转问题中的翘曲
,

亦可以由薄板弯曲面的方程得到
.

例如由方程(2
.

16)
,

所得

的翘曲方程为
:

a附 / a 、
,

子而 = 之

、万一
x
)
“

坐标轴
二 垂直于板的中间面

,

并向下为正
.

从上式可知
,

翘曲所形成的体积为零
.

对于叠加

的其它三部分
,

可以同样地计算横截面的翘曲
.

将这四部分叠加
,

就得到横截面的总 翘 曲
.

(C ) 扭矩 M 。 与剪应力

现计算狭长矩形截面约束扭转的扭矩分布
,

以及它所引起的剪应力
.

这剪应 力 相 当 于

S a sn t一 V e n a o t 扭转理论的剪应力
,

可以互相比较
.

由方程 (2
.

1)
,

(2
.

6)
,

(2
.

2 1)
,

(2
.

2 6)

得到
:

M
: ,

= D (l一拼)
口2班
口x 口y

一 D(
; 一。)

2

共乙“ 乙
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二
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,
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/

·

e o s h
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5 in h
一
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a

fn 兀X
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‘ / O

/J‘、、r..LM一
D (, 一‘! ,

子石
C“

2

{
z + c o sh 刀

‘

sin h 刀
‘

+ 召1 一拜 I兀戈
. , 忿汀工 1

.

1十召
卞一丁一

’

万
一5 ‘u ll ~ es

石
~

J十 一厄一

_ . ,

i汀x l一召 i汀%
,

i兀% 1 1汀“
” , ” 11 一万一

一 2一
. 一

万
~

“os n 一
F 了

“os
es

石
匕 si

(4
.

2 )

M
: , 1一拼

2
艺

二
2 一4 , . ‘ .

。 f/ a o . _ ,
, m 汀刀、

,

m 兀刀

乙 份、龟一 份下一币下一一 州
门 C O l ll a 加一

—
JC O 5 ll

—( \ S l n ll
一
a . G / O

.

/
, ,

优汀夕
.

、
. ,

仇兀夕 飞
刊
~
t C O 工ll a . 一

—
一一 1 声5 1 11 11

—
之CO S

\ e / 口 J

优兀戈

a (4
.

3)

M 。= 一D (l ~ 心寿 (4
.

4)

叠加的第一部分 (4
.

1) 所提供的扭矩很小
,

可被忽略
.

将 k 及 召二 0
.

3 代入《4
.

4)式
,

得到
:

。
,

_

_ _ 、 _ _
_

_

P
_ _ _

J珍 : ,
== 一刀LI一U

。
3夕艺

。

1 3 4 9
~ ~

万二了= 一 0
.

4 7 5 6 9尸
J少 J‘

(4
.

5 )

方程 (4
.

5 )所提供的扭矩起着主要作用
.

表 4 列出沿横截面宽度的几个点的扭矩 M
, , .

离固

定端较近的横截面 。< a)
,

例如 ,
= 万a, 万

“ , 应叠加方程 为 (4
.

2 )
,

(4
.

3)
,

(4
.

5 )
.

对于

夕异 a 的横截面
,

则方程 (4
.

3) 所提供的扭矩可以忽略
.
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表 4
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截面的右半部分的扭矩分布与左半部分对称
.

在离固定端较远的截面
,

例如 y = 。 ,

2a
,

3a
,

约束的影响已消失
.

扭矩的分布除两端外十分接近于 S ai nt
一
V en an t 的值 0

.

5尸
.

因而剪应为

的最大值亦十分接近于
3M

,

h a Z

.

这与狭长矩形截面杆的扭转相一致
.

对于离固定端较近的截

粤
,

由于约束的影响
,

扭矩的分布与自由扭转有显著的差别
.

乙

a
l一4

面
,

例如 y 二

在扭转理论中
,

水平剪应力 ‘
二

组成的扭矩为 0
.

5尸a
.

另一半的扭矩
,

由截 面两端的垂

直剪应力 ‘
之

所提供
.

在薄板理论中
,

另一半的扭矩将由垂直剪应力所提供
.

这 两者本质相

同
.

(O) 不均匀翘 曲所引起的正应力

约束扭转的一个特点为
: 由于沿杆长度横截面的不均匀翘曲

,

在横截面内产生正应力
,

构成一 自相平衡的力系
,

称为双力矩
.

固定端截面的翘曲完全被阻止
,

组成双力矩的正应力

为最大
.

现计算这截面的双力矩与正应力
.

作用于固定端的弯矩为
:

M (x )= 乙
一

2 , 4 , ”
·

一
、, J

一
. , 盈 · , 一 , ~ 。

、,

。 , 。
1 ~ 。

系数 E
.
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,
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当 m 逐渐增大
,

则收敛更放慢
.

因 E
。。

为 E
Z

的

1
。

0 4

10
但 E

, 0 。

为E
6 。

的 0
.

9 7 2
.

所以即使继续取很多项
,

也很难奏效
.

但 可 以 看 出
,

系数

刀
、

有一特点
.

自 E 。。 以后
,

后续的系数变化很小
.

如 果 将它们分成区间
,

在每个区间之内
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的 刀
,

几乎是相等的
.

例如 自 E
。。

至 E
。。

共八个系数
,

它仍是从 。
.

8 8 2 0 6 变 化 至 0
.

8 7 52 5 ,

相差不到 1 疼
.

从 E
: 2
= 。

.

87 4 5 6 至 E
。。
= 0

.

8 7 0 86 这八个系数
,

相差为 0
.

42 3厂
.

因 而在这

些区间内的 E
。

可以看作为常量
.

对于后续的系数情况相同
.

于 是
,

在计算沿固定边某一点

的弯矩 M (劝 时
,

可将几个项集合起来
,

而它在该点不仅成周期性
,

并且它们之和等于零
.

例女口对 于 ‘一备
这点

,

由 E
。。

这项开始并取每连续的 , 、项
,

得到
:

常数 { 0
.

7 0 7 1 2 + z + 0
.

7 0 7 1 2 + 0 一 0
.

7 0 7 1 2 一 1 一0
.

7 0 7 1 1 + 0 } = 0

如果以 E
e。

至 E
S :

按原来的系数作计算
,

所得的和为 0
.

0 0 0 9 8 3尸
,

小得可以忽略
.

因而
,

用

E
Z

至 E O 4
诸项而忽略后续项

,

将给 出 M (x ) 在 “一

会这点
足够精确的值

·

在计算 ‘一

是这点
的弯矩时

,

我们将集合由 E
6 日

开始的共‘6项
·

例如 从 E “ 至 E
。。,

得

到
:

常数 {0
.
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.

7 0 7 1 1 + 0
.
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.
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.
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.
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.
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.
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.

3 8 2 6 8 一 0 }= 0

故在计算 二一

晶这点
的弯矩时

,

用到级数的 E “ 项而忽略后续项
·

同样的
,

要得到 ‘一

矗这

点的弯矩
,

须集合由 E
6。

至 E
, 2 :

共32 项
,

而得到它们之和为零
.

于是
,

所 作 的 计算应到达

E
6 ‘

这项
.

在计 算 x 二票这点的弯矩
任

只须 由 E
:

开始相继集合四个项作成一新级 数
.

对于

大的 m 值
,

得
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对于在 x = 苦
a
这点的弯矩

,
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常数 {一 1 + 0
.
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.

7 07 2 2 + 1一 0
.

7 0 7 2 2 + 0 + 0
.
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所以用到 E
。。

这许多项作计算
,

而忽略其余的
,

即得足够精确的结果
.

现将 M (x) 值列表如

下
:

表 5

名名名 000 a
/ 3 222

a
/ 1666

a
/ 888

a
/ 444 3 a / 888

a
/ 222

MMM (x ))) 000 一0
.

8 2 2 5 9PPP 一 1
.

0 2 7 5PPP 一 0
.

9 7 63 2PPP 一 0
.

6 2 3 82 PPP 一 0
.

2 49 5PPP 000

对于横截面的右半部分
,

弯矩的分布与左半边为反对称
,

如图 6 所示
.

它们形成两相等而相

反的力偶
.

已得到了弯矩 M (劝
,

可以很容易得到沿板厚 h 线性分布的 正 应力
.

对 于表 5

中 二= 共这点的最大弯矩
,

其弯曲应力为
:
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这数值为 S ai nt
一

V e n a nt 扭转的最大剪应力的 2
.

0 55 倍
.

一 1
。

0

一 O
。
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图 6 固定端的双力矩
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