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摘 要
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现研究它解的有界性与渐近性
.

当(0
.

1) 的系数 P‘j(O 是周期函数时
,

Byp 江。
K a [1] 曾加以研究

,

而当P ‘,

(l) 是任意函数时
,

至今还未曾有人研究过
.

此外
,

B y p江 H雌所用的方法
,

只适用于周期系

数的情况
,

对于一般情况并不适用
.

在本文中
,

我们将给出一种研究方法
,

它既适用于周期系数的

情况
,

也适用于一般情况
.

一
、

方 程 的 变 换

在以下讨论中
,

为了书写简单起见
,

我们把P
‘,

(O简写为P
‘, .

首先我们研究如何通过适当的变换将(0
.

1)的形式加以简化
.

为此
,

我们假定久
2 ,

九
r在

妇
。 ,

co )中均不等于零
.

至于这一条件限制的适当放宽问题
,

将在下一节中加以讨论
.
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此处刀可以为实数
,

也可以为虚数
.

作变换
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凡( * J ,
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.
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,
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,
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,
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,
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将上式以及 (1
.

5)式代入 (1
.

e)
,

于是得

金
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鲁
+ 、

1
一 。
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.
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其中
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。,
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叹七一工A df

代入 (1
.

7 ) 并消去
e J ‘。 2 ,

得

d七
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/ 1 d A
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万万
.

一戈一艺 1 丁十万月
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前面曾指出
,

刀可以为实数
,

也可以为虚数
.

但是
,

即使刀为虚数的情况下
,

我们也很

容易证明下述两点
:
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1
.

二 1

到 z :

的变换是实变换
;

2
.

(1
.

10 )中
2 1

的系数为实函数
.

先证明第一点
.

由(1
.

3 )
、

(1
.

5 )
、

(1
.

9 )可得

由(1
.

2 )知
,
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如是
,

就证明了第一点
.

合l{
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现证明第二点
.

为此
,
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利用上述诸式
,

l d月

2 d t

不难得出
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如是
,

就证明了第二点
.

综上所述
,

可得
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关于 P1
2 ,

p
Z ,

条件限制的放宽问题

在上节方程的化简中
,

我们曾假定丸
: ,

九 ;在 (t0
,

co )中均不等于零
.

现讨论
,

如 何 适当

放宽这一条件限制
.

P
‘,

为周期函数且有界的情况

在此情况下
,

我们只要求P1
2 ,

九
;

中有一个在 (t
。,

co ) 中不等于零 即 可
.

事 实上
,

对

(0
.

1)作变换

夕1= a 戈 1
+ b劣

2

珑二 c 劣 :
+ d 戈

:
(2

.

1 )

其中
a ,

b
, c ,

d 为待定常数
,

于是得
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, 夕, + Pf

Z刀z
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.
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== p二
, y ;
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:夕: }

血击血dt
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, ,
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)
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(2
.

3 )

△= a b一 c d

由于丸
,

为有界
,

因此
,

如果丸 2
在(t0

,

co )中不等于零
.

那么
,

由 (2
.

3 )可见
, 一 _ ,

、 . , .

_ b
少丈妥远玲五

誉
充分小

,

并使
a。一。、 。

,

那么
,

(2
.

, )就是一非异变换
,

并且在此变换下所得之 (2
.

2)中
,

其川
: ,

川
,

在 (tn
.

co ) 中均不等于零
.

这样
,

我们就可以对 (2
.

2 ) 利用上节所述的方法加以

化简以便研究其解的稳定性
.

由于 (2
.

1) 为一非异变换
,

故 (2
,

2 )与 (0
.

1) 二者在稳定性方面

是等价的
.
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同理
,

如果九
,

在 (t
。,

co )中不等于零
,

则只要选择誉
,

号充分小并使ab 一 。d 、 。
,

即可
口 U

得到相同的结论
.

2
.

P
‘,

为任意函数的情况

设P1
2 ,

九
,

在 t 任 (t0
, t勺 时有零点

,

而当 t 〔 (产
,

oo ) 时均不再有零点
,

此外
,

井假定

所有丸
,

在 (t
。, t勺 内为有界

,

在此情况下
,

我们可以对 (0
.

1) 从 t= 产开始进行前述变换
,

并

在 (产
,

oo )内对它的解的稳定性加以研究
.

如果
,

对于 (0
.

1)
,

由才= 户
, 二 ,

= 对
。,

‘ 2
= 对

。

初

值所确定的解是稳定的
,

那么
,

由 t = t0
, 二 ,

二为
。, x : 二凡

。

初值所确定的解也必然是稳定的
.

为了证实这一点
,

我们只需证明
:

( 1 ) 由 t= t o , 二 ,
二二 ; 。, 二2

= x Z。

初值所确定的(0
.

1)之解
,

在 t 〔(t
。,

t餐 )上始终为有界
,

从而 由t二 t0
, 二 ,

= 气
。, x :

= 气
。

出发的解
,

均可解析延拓至 t” t气

( 2 ) 如 t= t。时所取之初值
x ; 。, 二20 为充分小

,

则由此初值所确定的解在 t= 产 时所取之

值也为充分小
.

令

!x
, 。

}+ l二
: 。

l= 占
。

并令
塑

2
= m a x { IP

‘,

1}
t。‘t《 t务

:
.

]

由于假定P
‘,

在 (t
。,

t勺 内为有界
,

故1n 为一 有限数
.

据此
,

由(0
.

1) 可得
产... .,Jr.l. ..Jr.. ... .�

囚引 xl0 , + 誉

l‘
2

!引 xz0 }+-- 警
}二

;

}+ !二
:

}簇j。+ fn

:
。

( lx
l

, + , “
2

’)“‘

:
。

( l‘ ! 1+ IX
Z

}’“‘

:
。

( ‘x
!

‘+ ’/
2

‘’d ‘

设 1二
,

! + !x
:

}到达占
,
”泌

。

(益> l) 的时间为红
,

则由上式得

占
;

成占
。
+ tn d

:

( t
:
一 t。)

据此
,

并注意到d , “幼
。,

于是得

小‘

+弓一
‘

_
占

,

一氏
t ,

多
一 少

下 硕二 十 t0 =
协0 1

同理
,

1劣
:
!+ !戈

:

}复由占
,

到达d
:
= k6

: 二 k
Z
占
。

时的时间t :

为

+
、、.声
尹

z一吞
一

tZ> 2

而 !x
;
!+ }二

:

{之值到达d
。

= 妙d
。

时的时间 t钡巧为

1

一1
_

.

~ /
‘

k 、二
了。少) n l 一一丁 一 尹十 r0

、 刀忍 /
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1
二_

.

二 _ /
‘

k 、二
。

、 , 、 r , , .

二 . , . .

⋯
、 冲

、 ,

如 t井毛
n 【

-

一
一竺 )+ t。 ,

则当t = t补时
,

l劣
,

l+ !劣
:

!之值为
\ 明 /

!‘
1

}+ lx
2

}( k
”

占
。

从上述证明过程中
,

我们不难看出
,

在整个区间(t
。 , t勺 内

,

解x l

(t )
,
二 :

(O始终为有界
,

此

外
,

由最后这一不等式可知
,

如 }二
, 。

】+ lx
: 。

{= 占
。

之值取得充分小
,

则 t = t签时 x ;
(t
苦
)

, x :
(t

釜

)之

值也为充分小
,

三
、

解的有界性与渐近性

P
‘,

为周期函数的情况

定理 1

(
a
)

(b)

如 (0
.

1) 之系数为周期函数且有界
,

并满足

T

(夕
, :
+ 夕

: 2

)d t= o ;

T
, _ _

f T
.

⋯
_

T
p

‘

d t) 0
,

1 Ip
‘

Id t( 巴;
一

(f== 1 , 2 )
。 -

-

-
一 ’

」
。

’ ‘ ” ~ 4

尸.t... .砂已.
.. ...,J

其中Pl 一 P
Z

由(1
.

1 1 )
,

(1
.

1 2)所定义
,

T 为周期
,

则(0
.

1) 之解为稳定
.

证
: 在满足条件(b) 的情况下

,

由Bor g 的结果 , “’
可知

,

(l
.

1 1)
,

(1
.

1 2) 中之
: 1 , 二 :

为稳

定
,

此外
,

根据条件 (a) 以及P1
2 ,

九 ,的有界性
,

由 (1
.

1 1)
,

(1
.

12 ) 所 示 之关系不难推出对

二 , ,
x Z

而言也是稳定的
.

同样可以证明下述定理
:

定理2 如 (0
.

1) 之系数为周期函数且有界
,

并满足

(·)

{
(b ,

(

(P
: ,
+ 力

: :

)d t< 一 a T (a > 0 ) ;

介dt > O
,

. , .

_
T

{P
,

1d t乓万
4

(i二 1 ,

2)
T0尸... ..,J

则 (0
.

户之解为渐近稳定
.

2
.

户
,

为一般函数的情况

定理 3 如 (0
.

1) 之系数满足

}:
。

‘,
1 1
+ p

2 2

, “‘( 。
:

P : 2 ,

P
Z :

为有界
;

P
。

> 0 ,

连续
,

有界
,

lim P
‘

= a 梦> 0 (i~ z , 2 )

、.了、.少、,声
夕

a.t)C
j

‘、了
.、矛‘、

亡~ ) C洲乃

则 (0
.

1) 之解为有界
.

证
:

在满足条件(c) 的情况下
,

由【3 〕p
.

28 八)
,

可知气
, 二 :

为有界
,

再结合条件 (a) 与

(b)
,

即可推出xl
,

凡的有界性
.

同理可证
:

定理4 如 (0
.

1) 之系数满足

(
·
)

‘

聋瓮!:
。

(,
1 1
+ , 名2

, d ‘-

一
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(b) P
; 2 ,

P : 工

为有界
;

(
e
) P

:

> 0 ,

连续
,

有界
,

11二 P
‘

~ a : > o (‘= 1 , 2 )
子- ) O口

则对(0
.

2)之解
,

有 lim x :
(t) = o ,

lim 二:

(t)” o
,

, - ) C 心 t ~ 》 ‘) O

顺便指出
,

如 (0
.

1) 之系数为常数
,

几二 a 士刀为 其 特征根
,

则 此时定理 3 的条件实际上

化为
a = 0 与产< O

,

定理 4 的条件实际上化为a < o与尸< 0
.

显然
,

前者对 应 于纯虚根的情

况
,

后者对应于实部小于零的复根的情况
.

定理5 如 (0
.

0 之系数满足

(
·
)
}:

。

‘,
! 1
+ , 2 2

, d ‘< 一
‘, a > 。

:

(b) P , : = O (t
”

)
,

P
: :
= O (t

,

)
, m 为某一正整数

;

儿
, . _ 、 . 、 , , 、, , ,

_
. _

_
、,
..

‘c )
:

笃飞 p
、

= 。
,

! p l< i落干歹 ‘, 二 ‘, “)
,

共甲舟, p力某些止数
,

则对 (0
.

2)之解有 lim 二 ;

(t) ~ c
,

lim 二 :

(r)二 0
.

! ~ ) C减二 了‘》 仁洲O

证
: 根据条件 (c )

,

由【2〕p 4 1有关定理可知
,

当t、OO 时有
z ;

(t) = O (才)
z :
(t)= O (t)

然后
,

再根据条件(a) 与 (b)
,

不难得出本定理之结论
.
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The B o u n de dn e ss a n d A sym Pt o tic s e ha vio r o f So lu tio n s

o f D iffere n tia ! Syste m o f Se c o n d
一

O rd er w ith

V a ria b!e C o effie ie n ts

L l L i

(T ‘a ”ji” U ”iu e r‘it夕
,

T ia ”jin )

Ab str a et

In this Pa Pe r ,
t五e fo llo w in g e q u a t io n s w e r e s tu d ie d :

~ 夕
1 1

(t)二
, + 户i : (i)盆 ,

二 P : :
(t)x 、+ P , : (t)戈

,

争争

w be r e P‘j(t) a r e e ithe r pe r io d ie fu n e t io n s

fo r th e b o u皿 de d n e s s a n d a s ym pt o tie b e五a v io r

a r b itr a r y

s o lu t io 牡s

f u n C tio n s

w e r e 曲

o f t
, a n d 50

业
e r ite r ia

n e d
.


