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摘 要

本文研究最高阶导数项带小参数的二阶拟线性椭圆型方程的狄立克雷问题
.

在退化方 程 不存

在奇点的情形下
,

当参数
。
是充分小时

,

证明了解的存在性和唯一性
,

并在整个区域导出解的 一致

有效渐近近似式
.

引 言

关于最高阶导数项带小参数的椭圆型方程的狄立克雷问题的研究
,

近十年来已进入非线

性方程的领域
.

1 9 7 0 年
,

M
.

5
.

Be rg er 和 L
.

E
.

Fra e n
ke 厂

‘’

首 先 研 究 了 椭 圆 型 方程

扩△u十 u 一 g 叹x )护 = O的齐次狄立克雷问题
,

证明当 。
充分小时

,

狄立克雷问题的解是存在和

唯一
,

并在整个区域导出解的一 致有效渐近 近 似 式
.

1 9 7 3 年
,

P
.

C
.

Fi fe 又 研 究了方程

一
。

户
」

会〔一
(一 ,

斋卜
”(
一

, 一 O 的非齐次狄““雷问题
·

‘9 7 6 年
,

C
·

’
·

H 。‘,
·n d 〔”’

又考虑退化方程具有特征的半线性椭圆型方程
:

了
, 、

口Zu

伙
“戈x

,

夕少石蕊乏
口Z u

+ :。 (二
,

。) 赢示
,

、

日Zu \
十 “仁汽 刀夕万了

一

/
、

口u
.

。
, 、

口u
.

,
,

十 月Lx
,

刀)一三花
一

十万 气x
,

夕少一三二一十 厂 戈x
, 夕 , “少= U

U 汤 仃 y

的非齐次狄立克雷问题
,

但该文只在除去切点 (指区域 的边界与退化方程的特征的切点) 的

正则四边形 (re g u la r q ua d ri la ter al ) 上作出解的渐近近似式
,

未能导出解的一 致 有效渐近

近似式
,

并且还需假设狄立克雷问题的解存在
,

和在正 则 四 边 形 上 关 于
￡是 一致有界

:

】城义
,

, : s) }《M
,

M是与
“无关的常数

.

本文应用边界层校正法重新研究上述问题
.

当 ￡
充分小时

,

证明了解的 存 在 性 和唯一

性
,

导出解的一致有效渐近近似式
,

得出与文〔1 〕
、

〔2 〕相当的结果
,

改进了 H ol la nd 的工

作
.

显然本文所用的方法
,

也适用于方程的系数依赖于
“和 “的情形

.
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形 式 渐 近 解

考察二阶半线性椭圆型方程的狄立克雷问题
:
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其中 O< e ( 气
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,

口 表示 劣夕平面上的有界凸域
,

口口 表示 口 的边界
,

和
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假设
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0
.

1) 中的系数和边值函 数 切(二
,

功 在

所定义的区域中是无限次可微
,

边界口口是无限次光滑
;
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夕
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,
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在假设 (H 3 )下
,

可作非奇异的自变量的变换使微分算子 L
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表达式)
,

所以不妨假设 A , O,

B 三 1
.

1
.

外部解

假设区域 口 的边界与退化方程的特征线 x = x0
、

x = 为
,

(局 < x , )相切于 过
、

B 两点
.

以

口口
一

表示边界被特征线族 x = c ,

(八 < c < xl )按 夕的正向 穿 入 区 域 的 部 分
,

设 其 方程是

夕= 刀
一

(x )
;
以口口

、

表示被特征线族穿出区域的部分
,

设其方程是y = y ,

(x)
.

假设狄立克雷问题 (2
.

0
.

1) 一(2
.

0
.
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,
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甲的系数 以 劣

,

妇 是异亏
,

依据线性椭圆型万程
LI 日

的正则退化理论
’书’知应在 口口

一

上给出。
‘

的定解条件
:

。。
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再假设
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.

退化边值问题
:

粤
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t, 以
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)1存在无限次可微的解。
。

.

将切
。

代入 (2
.

1
.

3 )
、

(2
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的柯西问题
,
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浮
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因夕= y 一

(x )的导数在切点刀
、

B具有奇性
,

所以L
Z

〔。
。

〕在点 A
、

B 一般也具有奇性
.

在不包

含切点月
、

B 的区域内
,

可以根据 (2
.

1
.

3 )
、

(2
.

1
.

5) 式逐步地解出以
,

(‘= 1 , 2
,

⋯
, m )

,

最后

求得附
。

.

显然如此作得的砂
,

在a口
十

上一般不满足边值条件 (2
.

0
.

2)
,

并且在切点月
、

B具有奇性
,

即只可能在不包含口习
+

和A
、

B 的外部区域中有效
,

称为狄立克雷问题的外部解 (或解的外部

展开式)
.

下面再在 口口
、

和月
、

B 的邻域构造边界层

校正项
.

2
.

常型边界层

在边界口口的邻域建立局部坐标系
:

过 a口的每

点尸作长为 p 。

的内法线
,

取 p 。

充 分小使 各内法线

互不相交
;
对于口口的邻域中的每点 M

,

取M 沿内

法线到边界的距离作为它的 p 坐标 (o( p 成p 。

)
,

取

此内法线在边界上的原点尸沿边界到切点A 的弧长

作为M点的 e坐标
,

以顺时针方 向为正
.

设切点 B

的口坐标为夕
。

.

在局部坐标系 (p
,
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,

算子N
。

具
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图 2 局部坐标系
.
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,

和假设O( 月( 1
.
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; 卜
!。, 一

u , I 以 , I

a 2

口占口叮

+

一
澎一。

了

一吴
- 。
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弓

护一

晶
一
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, , 一

如
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日

十氏
一 l ,

卜 2互
’一 三

甲
一 ‘
一三下一

U g

+ f
、一 2 , , 一 2

占
‘一“刀j

一 2 ,

(j二 1
,

2 , 3。 + 1 )

石
‘, 3 。 + 2

兰 (a
· , 3 。

占
‘刀3“

+ ⋯ + e l“a
、, 3。 + 3

占
‘。3 “ 十“

)
~

表砚一

+
口 g

-

口2

+ (f
‘一 : , 3 二

+ ⋯ + 。 , “

了
‘一 2 , 3 二 + 3

舀
‘一 2 刀3 , 十 “

)

假设。。在月点的邻域具有展开式

心
。
二 乙

。 ; 。
。 , ,

(雪
,

刀) + 。贾
’ + ’
功‘。,

f . 0

代入 (2
.

3
.

2 4 ) 式
,

比较
: :

的同次幂的系数
,

得到确定
。。 , , ,

(j二 O
,

1.

问题

,

3。 + 1) 的 柯 西

a Z
右

。 . n .

a 。一一百宕或竺 十
O 宝

-

a右
。 , 。

a占
= O如

、.了、,产八Ot
尹‘q乙Q自0口no0自9自

J

r、矛r、

、

l
lwewer/

占. 0
= 0

,

lim
七。 oo

U 。 , o

一 。
,

f
。< 喊李)

\ 百 1 / {
,

乙尸
一

.

际+

8 2
仑
。 , ,

口占
“

aU 。 , s

11 一一石下 -
U g

B
。 , ,

〔召
。, , _ ,

]

: _ 。
二

李
。, : ‘, 、 (。)一。

。, ,

(。
,

, )
,

J !

1im

毛、 oo

勺 。 , ,
二

。
,

f
。< 。(

李)
、 ‘ l /

nUO
a八U

(,’~ 1
,

2
,

⋯
,

3m + l)

从 (2
.

3
.

2 6 )解得

勺 。, o
== 0

代入 (2
.

3
.

2 7) 式 (取 j= l)
,

考虑到 (2
.

3
.

17) 式
,

解得
一 b

.

“
。, !

一百
三”

【
2。, ,

‘0 , +

瓷
“(“

,

“
,

, (” , , 」 (2
.

3
.

2 8 )

记 S
, , 。

为下面形式的函数所构成的函数集合

彩弃= “

二丝些
g 0

乙 峨篇代
’ ,

(n是正整数)

一 m 竺 P

砚券表示 S , , ·

中的元素则 勺 。 , - 〔S
: , ;

.

利用性质

( i )

(11 )

S 二了
, , ,

S二了
, ” 2 〔S p : 、p Z

、
”, + n , ,

日S 若:毛
a占

〔S
, 、 , , 。 ,

口S 咨l毛
〔S p 一 1 , .

助

二丝
: 。

二鱼
S二华~ O (, p e “a ‘ ) = O (e f

p
o
’ e “a 。

r e

可 以应用数学归纳法证知书
。, ,

(S
, , ; ,

(j= 1
,

2
,

⋯
,

又 沪
‘“’

确定于方程和边界条件
:

一 , 。 、

aZ

势‘
0 , _ , 。 、 口沪

‘0 ,

a 。(8)兰畏了
- 一 a 。

(0 )
~

笼了一 0 、一 产

口r 芯 一 ”

丫
/

口丁

)

3。 + 1)
.

= Q (o

沪‘
o ,
!
: 一 。

= g ‘0 , ,
/

_ _ _

占
。

、
气U咬刀气 二之一 )
\ ‘ 1 /
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其 中Q
‘o , 、

q ‘o , 在“
,

叮)坐标系的表达式是

Q ‘。, 二 一 。l(刀
。 , ,

〔右
。, 3。 十 ,

」+ ⋯ + B
。, 。。 千 2

〔右
。, 。

〕) +
。 :

(B
。, : 〔右。

, 3 . + : 〕+ ⋯

+ B
。, 3 。 + 2

[舀
。 , ,

] ) + ⋯ + 。, “ ,”

“B
。 , 3。 + 2

仁右
。 , 。。 + ;

〕

1
。 _ ‘ , , , _ 、 , 、 ,

.

q
‘ “‘

三一(丽汗乏下
.

刀
一 ~

’ 一

切
‘ 一“‘

一
’

恻“‘?7) 一 r
‘一‘

l”一 。

易知

1 〔叻。
产。 、 , .

/
, 。 、

1 〔00 0
2 。、 ,

\
_ 。 z 。、 ,

梦
‘ ’‘

== 了丽歹}
; 叼

‘ “ ‘ “ 丁 十又“
‘“ ’

一万动)
一

l
。
甲

‘ “ ‘ “ r

/
“ “ ‘ ’ ‘ ’

+
一 ~

乓黑华
才、 气口少

Q ‘。, e K ‘口) r

d :

其中 K (0) 二
一 a 。

(0)
a 。
(0)

、洛二
, , 。 。 / 。 , b 、 1 , ZM 廿 、

_ _

_
_ _ _

{ 少a 。

(的
·

有店到 习
”

\
u

\ 乏丽
n ”

,

灭两
一

、飞丁
~

,

只 甲
‘“
一

’11 改盖

{一万抓一

泪 二 m a x !a
。

(口) }
,

可以证知当 8= O (
。, )时

a 刃沪‘
0 )

口r , i口6
‘2

一 b
八

_
_

, _ 、 _ _
,

二, - ~ T 口

= U (。r
‘舀. + 艺,

0 3 成 + 艺一 ‘Ze 乙a o

)

一般地
,

在确定 右
‘

的柯西问题 (2
.

3
.

2 5) 中
,

将 夕
‘一 :

关于
。 ;

展开
,

可以应用数学归纳法

证知

“
‘

一(翼
·‘“

。 , ,

(‘
,

刀, + ·‘
。一 ‘(‘)

)
,

(‘一 ‘
, 2 ,

一
+ ‘,

其中心
‘, 。

= o
,

和

“
一昌(

“:2
3 亡, 户 + ⋯ + “’少

3 卜’二 ’, ,

(]’一 1
,

:
,

⋯
,

3

m+
1 ; : 一「亘类兰飞当拭

2 , 一 1
,

〔⋯裱示取

“
J

口‘劝“ ,

a r ll口0 12

整数部分
; r 二 i 当 j> 2l’一 1)

一 b

一
= O (

。r‘
3“ + “一 3‘, 8 3 , + 2 一 3 ‘一 ‘2 e Za o

‘。)

4
.

抛物型边界层 (Pa r o b o lie b o u n d a ry Ia ye r
)

先构造 城点邻域的边界层项
.

引进内部坐标系信
,

的
,

将算子 产
。

中的 系 数 关 于
。,

展

开
,

将 产
。

分解成

泞
。

〔u 」三 。、
1

(乙
。‘E

‘

+ e r
。 + ,

它3耐
2

)〔
u

卜户 (
。f占

, 。;。
, u

) (2
.

4
.

1)

其中

~ 口
若 . ,

日 。 a
乙 。
兰 “

「百驴
一

十 ”斤
-

百歹一八
一

丽厂

护一州
一
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口2

乙
‘

三 “ ‘

L互
,

叮)

砂
一

+ 艺O
、一 ,
又互

, 叮)
口2

口占口刀
+ c ‘一 :

(君
,

珍) + d
‘一 :

(雪
, a
刃少

.

-石下,

口 g
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口
�

此+ e ‘一 3

(占
,

口
刀) 一云不十J

‘一 ‘
又互

, 叮) 一 a
‘+ ,

(舀
,

灯)

3 m + 1)

一刀
‘

(占
,

斤)
a

d叮

( i = 1
,

户
: , , 2

二 ( a 3耐 : + 。la 3。 + 3
)
口舀

2
+ 2 (b

: 。 十 : + 。 :
b

3 。 , : + 。萝石: 二 十 3

)
a 2

口占d刀

,

0口

2
a

+ ⋯ + ( ,
3 , 一 : + ⋯ + 。;几一卜

“3 ,
一

念
一 (、

3 , + :
+ ·、

万
。二
一 )
盗

假设狄立克雷问题 ( 2
.

0
.

1) 一 ( 2
.

0
.

2 )的解在刁点邻域的展开式是

犷器
,
(占

, 刀; 。:
) == 乙

。丈夕‘(君
, 叮) ( 2

.

4
.

2 )

代入 (2
.

4
.

1) 式
,

令
。厂

,

( i = 一 z
,

0
,

⋯
,

3m )的系数为零
,

得到关于 v 、,

(￡= o
,

1
,

⋯
,

3 m + ] )

的递推方程
:

( 2
.

4
.

3 )n
�

一一
一鲡

�

助
几一

二
。

〔,
。

〕二 a 。一

赞
一 + 、
金

E 。[夕
、

〕= 一乙 刃
。

「夕
‘一 ,

〕+
1

了砰1 )万
一
月

‘一 ‘叹‘
,

刀
·

夕。,
. ‘ . ,

y ‘一 : ( 2
,

4
.

4 )

(落二 1
,

2
,

⋯
,

3 m + 1)

其中

人伪
一9一 白‘了、

H
一

”
’一 ’

尸 (“

访
:

一

勺”
,

Zh z + 儿z + 12

(P

又,
, 二
_

上

十 ⋯ + P几= i一 1

‘ i 一 1 )

( i一 1 ) -

,

) !儿
2 !⋯

1C

一

)
�

的六J
犷
�

J ,

尸 ( 0
,

口p h
,

口0左
: 口

0
,

y 。

)
I咨11 + + l

, ( 2雪) 左
, 刀寿2

,
; l、⋯g , l

,

再给出定解条件

l
,

‘ ! 占一 。= ‘,

( i二

叮
‘

甲 “ ,

( 0 )
,

_

肖
。

}刀l‘
一

~
,

e 王
( 2

.

4
.

5 )

从 ( 2
.

4
.

3 )
、

( 2
.

4
.

5 ) (取

0
,

1
,

⋯
,

3胡 + 1)

一 O ) 求得

夕。
= 切 (O)

代入 ( 2
.

4
.

4 )
、

( 2
.

4
.

5) (取 i ~ l) 可以得到确定 , ,

的柯西问题
.

由于尚

们应用文献〔7 」的方法作出其展开式
,

和研究解在A点邻域的性质
.

( 2
.

4
.

6 )

无 法求解
,

下面我

以 D 表示区域 D 二 { (占
,

的 }占》 o
,

刀镇 一 1}
,

以K
。

(D ) 表示在 D 是无限次可微和成立估

计式

口夕

日lu

:

口刀l:

一

呱
一

华
+ 刀2

)卫书止胜」 ( 2
.

4
.

7 )

的函数集合
,

有下面的引理
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引理1 (〔7 ]的引理 6 )
.

设F 馆
, 刀)(K

r

(D )
, r
是正整数

,

则存在
。
(舀

,

叮)(K
r 一 :

(D )

使成立

E
O

〔。 ] = F (占
,

刀)
。
!
: 一 。= 0 (2

.

4
.

8 )

定理2
,

递推方程 (2
.

4
.

3 )
、

(2
.

4
.

4 )当占> O时
,

分别存在无限次可微的解夕
‘,

(i== 1
,
2,

⋯
,

3。 + l) 满足边界条件(2
.

4
.

5)
,

并且当叮( 一 1时具有展开式
:

梦一 乙夕
, ,

(。
,

O + 邵
,

才
一 0

(2
。

4
.

9)

其中夕,
. 、

〔尸
‘一 : , ,

(j== 0
, 1 ,

⋯
,

N )
,

刀多
, 〔K

s二 + 卜。。‘一 ; ) ,

N 是正整数
.

证
:

先引进 (a
,

t) 坐标系将柯西问题 (2
.

4
.

4 )一(2
.

4
.

5) 改写成

一
, , ,

~
、 。 , .

1
; ,

~
二 司 。、

、洒 ” 。
一 芯 ” 。, L“

‘

」

一台
L苏 2”一 芯

‘” , L“
‘一“」十又砰万

-
“

‘一 ‘ 又艺
’

““U ,

;
‘

!
’t” 一以之。 / b目。 十

, ; (一斌 11石万矽;)
‘* “’(。,

(2
.

4
.

1 1)

(f= 1
,

?
,

⋯
,

N )

再应用数学归纳法来证明定理
.

假设y ,

当, ( 一 1时具有展开式
:

y 几二乙 夕: , ,

(a
, t) + 珊

,

i一 O

(2
.

4
.

12 )

代入 (2
.

4
.

1 0)
、

(2
.

4
.

1 2 ) (取i== i )
,

并取y , , I ,

(j二 z , 2 ,

⋯
,

N )是下面柯西问题的解

声压

n臼夕另
: , 。

[夕
: , 。

]二
日9 1 , o

口t
二 一尸 (O

,

O
,

沪(O))
,

一双Z

alo 丙

一
斌乏石乃瓦诃(0)

男
: , 。

[夕
, , ,

] = 男
: , 。

[夕
: , , 一 ,

〕
, y : , ,

}
,

一

~
一。

,

(j= 1 , 2 ,

⋯
,

N )

得到关 于 刀护的柯西问题
:

一

警
+ “。

臀
一刀

。

黔一
‘ : , 。

〔,
! ,· ,

,

“”
’

!
: . 。一 。

因 男
: , 。

〔夕
; ,

们 〔K sN
+ 3 ,

所以由引理 1知刀留 6 K
3

N+
:

.

又当 刀> 一 1 时
,

则 y : 由抛 物 型方程

(2
.

4
.

4) 和边界条件
:

官昌
-.叮

...皿.... ...

.1、、/.了。:
, : . 。一。, ,

(。)
, 。:

.
,

一(兄 g : , ,
+ 刀分

,

确定
.

定理对于y :
成立

.

假设定理对于i= 1
,

2 ,

⋯
,
寿一 1成立

,

可以类似地证明定理对于 i二k

也成立
.

定理证毕
.

〔注〕
.

当刀为有限值
,

而雪, co 时
,

展开式 (2
.

4
.

9) 仍然成立
.

下面再考察y
‘,

(i二 1 , 2 ,

⋯
, 3m + l) 当刀, co 时的性质

.

引 理 2 (【5] 的引理7)
.

设无限次可微函数试省
,

的 在区域 G : = {(君
,

的 !舀> O
, 刀> 1全满

足方程



关于非线性狄立布需问题的一 致有效渐近解

刀
。
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,

口2 .
+ “冲

贵一
刀
。一

霎
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,

。

一2一
、

l
尹j

其 中 少一。
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一

赞
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,

若
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“
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’

‘刀

〕
,
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,
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= O (叮
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)
,

2 ,

}
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以
一

“

介
十 : 2
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则在口

,

成立

一呱
2

尝
。

“十们
里二塑
之 (2

.

4
.

13 )

定理3
.

柯西问题 (2
.

4
.

4 )
一

(2
.

4
.

5) 的解助
,

(f= 1 , 2 ,

⋯
,

3 m + 1) 在区域G
;

具有展开式

夕 二 乙
夕

‘, ,

(。
,

t) + 乙歹
, , ,

(省
, 。) + 万岁 (2

.

4
.

1 4 )

其 中夕
‘ , ,
= 白
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(j= 0 , 1
,

⋯
, m )

, 召
, , ,
〔R
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(j= m + 1 ,

⋯
,

N ) ; 奢
‘, ,
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⋯

, 111 + 1 )
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莎
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〔乙 S
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⋯
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2
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一

: 十
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.
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.

1 5 )
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是只与1
1

和人有关的常数
.

证
:

应用数学归纳法来证明
.

假设刀
:

具有展开式

夕;
一 乙
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(二
,

t) 十 乙 歹
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(占
,

l] )十万分
,

代入 (2
.

4
.
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,
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一

〕

E
‘
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_
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一￡

1 , 。

’L石
“1 , ,

J+ (刀
。, 。
一 B

! , 。

’L概万
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.
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,
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臼二 O
,
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, ·
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,

所以夕
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= 切
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再取万
, , , ,

(j一 。
,

1
,

⋯
,

N )分别是下而柯西问题的解
、.....、夕.,...,
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旦万
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、.产
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〕
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江 福 下女

在区域几
, ,

协
, 2 ,

可以分别在四个子区域
:

川卜{
(;

, 。) !O < 舀、
如 支

: ,
2 簇 叮

乙

‘
。 :

六
、

畔
一

卜
, : ) ,
少

:
1

< ;‘ ·、
1 ,

1
、、六

,

哪
一

价
,

n)I 扮二、 ·、
1 ,

活、
、

飞、 : ( 1

}
、

。外一

价
, 刀) ,。< 、、

·、
1 ,

一八
。<

补内
类似 {

一

也证明 二
。

〔u
二

〕

3 m 一 2

二 0 (。
, 2 )

.

3 fn 一 2

在旦点的邻域可以类似地证明N 仁U
二

〕二 0 (。
, 2 )

.

在边界口口上显然满足 (2
.

5
.

约中的边 界条件
,

再考虑到定理 1
,

立刻得到所述定理
.

三
、

佘 项 估 计

再补充假设
:

(H S)
.

在区域习上成立尸
。

(戈
, y

,

U启) n 。> o ,

其中 U
。

是由 (2
.

5
.

1) 式给出的形 丈渐近

解
,

n0 是常数
.

以L
:

表示对应于N
己

的线性化微分算子
:

L
,

二 。L
Z
一L

;
一F

。

(二
, 夕 ,

U
。

) (3
.
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以 Z
。

表示U
。

的余项
:

2
.
二 u ,

一U
。 ,

有
3明 一 2

L
。
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,

l二 e ; 2 中
。
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)一 F (x
, 夕
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U
。

)一F
。

(
x ,

,
,

U
。
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。
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2 )

Z司
。。 二岁

。

(3
.

3 )

其中小
。
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梦
。
= 。了

们 十 2中二
.
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。
二 Z

。
一 岁
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,

的边值问题
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L
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U
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。
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.
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u
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‘: 阶的偏导数
,

】11二‘
:
+ 玄

2 ,

在假设 (H 4) 下成立
‘丫’

引理 3
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L
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关于非线性狄立克雷问题的一致有效渐近解 1此

若日口是属于c
Z , 。,

f (、
,

妇 任c
。 , 。

(叮)
,

则存在唯一的解 * 〔c Z , 。

(叮)
,

和成立估计式

:二 }
2 , a

簇 : 一 ‘

K }f !
。, a (3

.

7 )

其中K 是与 。无关的常数
.

以 C
:

:浅(。 )表示C
: , 。

(‘2 )中在口. 取零值的函数所构成的子空间
·

在 C月a(。 ) 中 定 义算

子方程
:

u 二 T
:

仁“〕 (3
.
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U
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.
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。
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Z
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K
;

K
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证毕
.

从引理 4 和 5 知T
。
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二

中的压缩算子
,

所以算子方程 (3
.

5) 在S
。

中存在唯一的解u0
,
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到

定理 5
.
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·
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续函数空间C
。

的范数
.

证
:

首先知道边值问题 (3
.

5 )一 (3
.

6) 的解 2
。

在S护 中是唯一的
; 否 则

,

设 另 有一解
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·
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U
。
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}
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(
“

厂
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(
￡
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二
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.
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�
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1
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二
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