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摘 要

木文讨论了具有周期系数的几类 Ri cc at i 方程的周期解问题
,

并给出几类二阶常微分方程 有

周期解的条件
.

大家知道
,

具有周期系数的微分方程和一个微分方程具有周期解是两回不同的事
, ”

.

具

有周期系数的微分方程在什么条件下有周期解
,

这是周期系统中的一个重要问题
,

秦元勋教授在〔2 〕中回答了陈省身教授在中国科学院讲学时提出的关于周期系数的 Ri
c -

c a ti方程

夕,
二 A (戈)夕

2
+ B (x )夕+ C (戈 )

在什么条件下存在周期解的问题
,

式中假设 A (劝
、

B (劝 及 C (幻均是周期为 2 二的实连续函

数
.

这个问题的解决有着重要的理论价值和实践意义
.

文【3 〕指出
,

Ri cc at i 方 程 在流体力

学
、

弹性振动理论等许多科技领域中都有应用
.

本文在一
、

中
,

利用作者在文仁4 」中得到的结果给出具有周期系数的几类 R ic c at i 方程存

在周期解的条件
,

指出应用秦元勋教授在仁2 〕中所得到的诸充分性定理并不能完全判定出所

述几类方程有无周期解
.

在二
、

中
,

我们利用一
、

及文仁4 」中的结果又给出了几类二阶常微分

方程存在周期解的条件
.

一
、

几 类 R ie e a ti方 程

木文以下假设所提到的函数均是周期为 T (T > 0) 的实连续函数
,

其中有一些并具有所

需阶数的导数
; a ,

b 及 c
均为实常数

,

且
a尹 0

.

定理 1
·

1
·

设 ‘(/ )。(X )、。
·

若

}:
G 口d / 一。

,

贝。方程

, ,
一

尽
, 一。(·, 2

一“、 + ·。
2

)
(1

.

1 )

的一切实解均是周期为 T 的实周期函数
.
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证
.

由文〔4〕中定理 1
.

1 知方程 (从 l) 是可积的
,

且其通解为

( i )

(11、

, < 4

acrf
,
、一。

巨
g

(阳 }GQ 、
一

。c
卜

一

会
一

〕

。 / l b \
护二 叹a c 盯

, 夕= 一行 ! 一一不
-

一——
--

一
~

一

不二 )
、 a

}
G Q “x + C

‘“ ‘

(1
.

2 )

(1
.

3)

(111) b
Z

> 4 a e l付
,

刀

其中 。=

飞

/万丁可⋯
, U 4 U 一

一
‘

〔
· th

(
二

一

了忑不荟
,

{
G Q 〔‘X + C

)一务
一

]
(1

.

4 )

}
Ud / 表 · 的一个原函数

,

。为任意常数
.

由假设条件推知
,

方程 (1
.

1) 的诸系数函数都具有周期 T
,

因而满足〔2] 中给出的一切解

均为周期函数的必要条件
·

令 。(/ )一

};
G 口d X

,

由

}:
G Qd一

。 易证 , (/ )是以 犷为周期

的实连续函数
.

这样一来
,

若 梦(u) 是任一实连续函数
,

且
u 二华(劝 在 【O

,

T 3上的值不越出

梦(u) 的定义域
,

则复合函数 笋 (切(x) )亦是周期为 T的实连续函数
.

最后
,

由诸解式 (1
.

2 )一

(1
.

4)
,

定理即得证
.

利用〔4〕中定理 1
.

2 及定理 1
.

3 ,

仿前可证

定理 ,
·

,
·

设 G 口‘”
,

M ll 一N 尸‘”
·

若
{:

G Q d / 一。
,

贝。方程

G
产 八

, ,
.

一
、 。 , ,

,

,
、 、

~
.

一
。 、

.

口
产 ~ _

,

y
‘

一 云
一

y = 留L“L夕十户 ,
‘

一。L刀十户 )。
一

十 “行
‘

J十 ‘ 户 一 户
‘

(1
.

5)

和

夕,
= 尸(戈)夕

2
+ P (劣)夕+ 中(x )

的一切实解都是周期为 丁的实周期函数
,

其中

(1
.

6 )

1

M万 一N F

f
_ 。 而, 2 , , , 。* , 。, 、 了, , : , 、 :

/ C
, : 。。\

. _

。 、 T ,

。门
I u呵川 一川

i v

甲川
J v

个
J以 J v {

~

万不 一 U 甘叼 )十
c 认

‘I v 一
切

一

J
L \ t了

’

J
(1

.

7 )

尸 =
1

M万 一N F

「
, , r 二 , , , , 了 了 .

。
、 , ,

一
, 、 ,

.

, ‘ 二 、 了 , _ 、

/
G

/ ,

_ _ 、

! jVj 月
‘

一川
’

月 十 厂 州
‘

一户
‘

州 十 仁拟 月 十了V 户 ) l一万一
。‘叼 ,

‘ 、 ‘J /

+ Z a Q、二+ Z e。、二。
名

〕 (1
.

8 )

~ 1 「 。 。
。

。
, 二 二 .

o
r r ,

.

一
r ,

/ G
产

,

~ ~ 、
‘

~
, , 。

_
。

〕

甲 = 而不乞厂一饭才巨
一

l a 叼厂
“

一厂
‘

刀 十 厂 月
‘

十 厂 月 卜丁 , -

一。行甲 }十 c 叼月
‘

行
‘

l
止粗 丈 J

一
上 v J

·

L \ 甘 / J
(1

.

9 )

定理 1
. 3

.

在方程 (1
.

1 )
、

(:
.

5 )及 (1
.

6 )中设 ‘Q, 。
,

、万 一那二 , 。,

[
犷‘Q、二= z, 0

.

(

理数
,

函数
;

i ) b
Z

< 4 a c时
,

(z )若G Q护 e o n st
. ,

则它们存在周期解的充要条件是
a o l二 r二(r 为有

下同)
;

(2 )若 G Q 二co ns t
.

= k
,

则当 G 二co ns t
.

二掩, 时
,

它们的一切实解都是实周期
、 .

~ k
_

、 _

_
,

_
.

_

_ ,
_

_
. ‘ .

_
_ _ _ .

_
_

二

当 G = 斤尹
c o n st

.

时
,

它们具有周期解的充要条件是 T和份
: 可公度

.

~ 一
Q

‘ - - 一一”
‘

切 ’

目
” J 产 、 ’J ’

刊
‘y J ’

盯” 诀 / . 外 小 ” 凡
‘ ” 曰 a o k

J

自供
.

(ii ) 若 护二 4 ac
,

则它们都有唯一的周期为 T 的实连续解
,

且分别为

b ~

一 份
名口

b ~ 一
_ _

石二
一

份一户 次 夕一
‘肠

一 bG H + Za尸

bG N 一七a
M

(b G N 尹 父a几了)
.
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(iii ) 若 夕> 4ac
,

则它们都恰有两个周期为 T 的实连续解
,

且分别为

。一

(盒
土

如
,

, 一

(
一

斋
一

士

r)
‘ 一“ 及

一 (b 士Z a 二)G H + ZaF

(b 士Z a : )G N 一 Z a
M

((b士r )G N 尹 Z a
M )

.

证
.

( i )

下面只对方程(1
.

1 )给出证明
,

关于对另二方程的证 明
,

与此类似
.

b
Z

< 4 a · 时
,

由

}:
G Qd / 一 ‘、。

,

容易证明
! 6 1

, (x 。一

{;
G Qd一 {

了(二) +
一

东
二

,

1

当 G Q子 e o n s t
.

时

k男
,

其中 f (x + 7
’

)之f (x )
.

(l) 若 ‘Q笋co ns t
.

当 G Q 二 e o n s t
.

二 k 时

则 (1
.

2) 式变为

, 一G

〔
。

, g (一f (X ), + tg

(
‘一 ‘g (一 f(X , , , g

(
罕一

+ C

)
梦

X + C

)

。反〕I

b
十 一万

乙U

显然
,

: 为周期函数的充要条件
一

是函数 ‘(、
、

、耐、
)的周期 丁和、数可甲

/ 十

c)
的周期
洛

可公度
【。) ,

亦即有 小汀

一
(2 )若 G Q三。。。st 一 k

,

则 (1
.

2 )式变为

_ 「
, .

~
、 .

b l

夕= ‘ ! . t g 戈a 。陀戈十‘少十
一 ‘, ,

!
L 乙U J

利用文〔引中的结果
,

即可得所需结论
( 11 ) 若 b

Z
一 4 a C ,

贝。由方 , : (1
·

1 )。I勺通解表达式 (1
,

2 )及 (,)中所证
!

G 口d /
不是周期函

数推知
,

仅当 (1
.

2) 式中 C 二 QO 时
,

它有周期解
,

即唯 一的周期解 夕=
b
—

一
行

(111) 若 b
Z

> 凌a c ,

则方程 (1
.

2 )的解式 (1
.

4 )可写为

。

一
G

[
· e “ 1 G Q d ‘ 十‘一‘

a r
(G Q d , 一 c

e a r } G Qd ‘于c
一

+ 召 一 Q : 1G Q d ‘ 一 c

b

2 口
_

显然
·

此时方程 (‘
·

1) 恰有两个周期为 犷 的实连续解 。一

(会
士 ·

)
G

,

它们分别对应

于 C 二 干co
.

证毕
.

注意
,

定理 1
.

1 及定理 1
.

2 的结论中均只要求实周期解
.

如果要求
“

实连续周期解
” ,

则

应把
“

一切实解
”

改为
“

无穷多个解
”

显然
,

这样的周期解是有实际意义的
.

我们指出
,

应用文〔2 」中的诸充分性定理并不能完全判定出方程(1
.

1)
、

(1
.

5) 及(1
.

6) 当

满足 ,目应定理中的条件时存在周期解
·

事实上
,

例如
,

若
l:

G Qd % , 。
,

对
·

于方程 (1
·

1)
,

贝。

当 b
Z

> 4 a e
且

a c》 0 !;寸
,

由于

月(二)C (x ) = a e Q
Z
口

2

》0

所以就不能应用文犷月中的定理 3
.

1 来刊定出它恰有两个周期为 T 二 2 二 的实连续解
; 对于在
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〔0
,

2 二j 的部分区间或整个区间上有

f了 一。‘Q、
’

、 4 a co
Z
o

Z

或 (艺一。。。丫< 4 a e。
‘
e

Z

\ 妙 / \ 、了 /

程

·

方
力ti为ca能ic时的方程

,

文【2 〕中的定理 3
.

2 或定理 3
.

3 也无

例 1
.

1
.

系数为周期 2二 的实连续函数的 R

夕,
== 夕

2
+ 2 (

sin 戈一 1 )夕+ s in Z x 一 Zsin 戈一 e o s x + 1

是 (1

别式

.

5) 型的
.

这里豫解函数是 G 二Q 二 1
,

F = 5 in x
,

特征常数为
a = 1 ,

b二 2 , c = 1 ,

且判

△二夕一 4 a。二 o “ ’,

故依本文定理 1
.

3 (ii )
,

它有唯一的周期为 2二 的实连续解

夕= 1一si n 劣

但是
,

在区间要< 二<
粤 内却有(B (二))

,

< 4 A (二)c (二)
:

‘

一
‘

~
”

“
-

一
’ ‘

2 、 一 、 2
’ ‘ 一‘ ’ J 、 、 一

“ 、 一 、 ‘ 一 、 ‘ ’

4 (1一 sin x )
2

( 4 [ (l一 s in 戈)
“
一 e o s 戈〕

且在 〔O
,

2二 ] 上并不成立
m in y l

(x ) == m in (z一 sin 二 + 斌云元王)) m a x y Z

(x )= m a x (1一 s in x 一斌氏石牙)

因此不能应用文【2 」夸3 中的定理 3
.

3 来判定出所给方程有周期解
.

二
、

几 类 二 阶 方 程

定理 2
.

1
.

( 、。 若

l:

设 G Q笋 O
,

MH 一N F 尹 0
.

G d x = O
,

则二阶齐次线性方程

/
,

~ G
, \

,
_

_
。

g ,I

十 l 口行一下不 1梦 十c 行
‘
夕= 0

\ 气了 /
(2

.

1)

的一切实解均是周期为 T 的实连续函数
.

( i‘) 若

}:
“ d ! 一。和

{:
尸 d 戈一 。

,

贝。二阶齐次线性方程

。 .

/
,

~ G
产 _

。、
, .

「一
。

。
,

。 八 ~ G
声 、

.

_
.

,

犷 十又
”针一

~

万
一 一艺厂

户y’ 十L厂
“

一岁
’

一 才‘

气
”。 一飞乒

~

夕十
“仃

‘

」夕“ ” (2
.

2 )

的一切实解均是周期为 r 的实连续 函 数
; 若

{:
F d X , 0

,

贝。它无斗卜平凡周期解
·

(: ; :) 若
!:

G o d一
。和

!:
。
一(

尸 +

令)

R u d 二二 。(。为 (1
.

6) 的任一实解)
,

则二阶齐次线性方程

g 产
+ R 必夕= 0 (2

.

3 )

(其中 R
、

尸 及 巾 分别如 (1
.

7 )
、

(1
.

8) 及 (1
.

9) 式所示 )的一切实解均是周期为 T 的实连续函

数
;
若
}:

R U d X ‘。
,

贝”它无“卜平凡周期解
·

证
.

( i ) 由文【4〕知
,

方程 (2
.

1) 是可积的
,

且通解为
b f ,

,

- —
、 气J a X r 了 L \ / 「 \ ,

b
’

< ‘C 时
,

“一 “ z ’

LC
孟 C o s

{
勿

{G
d x

)+ C
Z S‘”

又
。

}
G d x

)J (2
.

4 )
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b
Z
二 4 e 时

,

工l= e

一

音C d 支
_

f
_ 、

又C
,
+ C

Z

{G “) (2
.

5 )

b
Z

> 4 c 时
,

夕二 C
, e (

一

咨
十 下

)l
‘dx + C

: 。

(
一

音一 ) (
‘“

(2
.

6 )

。 二 1
,

—一县
l十4 6 , =

~ 只-

材 4 c 一 口
‘ ,

艺

1
, i万

~

ee
~

一厂

丁之 勺了 入了 O ‘

一 4 C ,

之
C

,

及 C
:

为任意常数
.

余下的证明过程与定理

的类似
.

(11) 及 (111)的证明与 (i) 类似
,

从略
.

定理 2
·

2
·

在方程 (2
·

, )「扫
,

设 G (/ )、。
,

!:
C d / 一 l、。

·

( i ) 护< 4c 时
,

(1) 若 G (劝尹co snt
. ,

则方程 (2
.

1) 有非平凡实连续周期解的充要条

件是 b = O且 耐 = r 二 :
(2) 若 G (x) 二 c o ns t

.

= k
,

则方程 (2
.

1) 有非平凡实连续解的充 要 条

件是 b = 0
.

(ii ) 若 护》4c
,

则方程 (2
.

1) 无非常数周期解
.

证明与定理 1
.

3 的类似
.

当
}:

G d / 一 ‘, o 且
}:

F d一
。

,

或

}:
G Qd一乙笋” 且

(:
““d一

0 时
,

对于方程

(2
.

2 )或 (2
.

3 )
,

可有与定理 2
.

2 相类似的定理
.

例2
.

1
.

方程 夕“
+ Zt g 、 夕尸

+ co s坛 刀= o 是 (2
.

1) 型的
,

此处豫解函数为 G 一co S Z x
,

特

征常数为 “一。
,

一
1

,

, 。另。式 态一“
2
一 4 C < 。

,

且 ‘〕一 1
·

由于

{:
“ C O S Z X d /

一
l

,

巨。。‘-

1二
, : 二 1

,

故依定理 2
.

2 (i)(1 )
,

所给方程有非平凡实连续周期解
.

事实上
,

由 (2
.

4) 式可

得其通解为

sin人划
尹

!
2

、
:

〔
。一

(专
S ‘· 2 /

)
+ e

Z

卜
n

(专
S ‘· 2

x
.

厂
c o s

--2-- 一 ”’”

又
1

.

。

~ 花一 5 In 乙X
4

兰1
2 J

, .J.x一2n

。。5

(专
s‘n

+
x一2

其一切实解均是周期为4 二的实连续函数
.

例2
.

2
.

方程夕,,
一 Z e tg x 夕/

+ 艺s in 4二 夕= 0也是 (2
.

1 )型的
,

这里G 二 sin Z x
,

b = 0 , e = 2 ,

△二 b
Z
一 4 c < 0 ,

无非平凡周期解
.

。一、 :
·

由于

{:
“S‘

一
d /

一
‘且 。‘一创丁二

,

故依定理 2
·

2 (‘, (‘,
,

它

例2
.

3

场 G d 劣 =

常系数齐次线性方程梦 + b少 + ‘夕= 0 是方 程 (2
.

1) 当 G 三 1 时的特例
.

由于

2二务 O
,

根据定理 2
.

2(i) (2 )
,

它 当且仅当b ~ 0 且
c > 0 时有非常数周期解—

这
J 0

是熟知的结论
.

定理2
.

3
.

设G Q护 0 MH 一N 尸护 0
,

1 G Q d x ~ 0
,

夕为方程 (1
.

1)
,

(1
.

5) 或(1
.

6)

的任一实连续解
·

若

}:
, d / -

夕口

O
,

则相应的二阶非线性方程

”“ 十

(bG Q一
‘

, 、
,

~
, 。

八。
,

于万 一 IU
‘

一以护『
‘

二 以2廿
“

t丁 /
(2

.

7 )
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。 .

八 。。 G
, _

。 。 \
,

。
, 。

。
, r 。 .

。
。 、

一
,

。 /
,

~ 八 G
,

\
U “

十 ! O行叼一
.

牙不 -
一 艺Q叼厂 IU

‘

一 Q叼 U
’ “

= 叼 LQ 厂
“

十 C行
“

) 一厂
’

一厂 1 0 行留一 , 井犷一 】 t艺
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