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摘 要

本文用多重尺度法研究等深度及固定壁面的两种叠合流休间界面上的重力
一

表面张力波的缓慢

调制
,

推出第一阶的调制波的演化由非线性 S c hr 6 d in g e r
方程所描述

,

然后讨沦了所谓的
“

St
o k es

波
”

的稳定性
,

一
、

引 言

近年来一些作者对水波的非线性调制问题进行了研究
,

并得到了一些有意义的结果
.

在

用多重尺度法方面
,

较早及较典型的工作是由日 本 的 H
.

H a s im ot o 和 H
.

O n
o( 1 9 7 2) 所 进

行的
.

他们研究了二维等深度重力水波
,

并证明了第一阶扰动是由非线 性 S ch
r 6 d in g e r

方程

所决定
,

同时对此方程找到一个称为 Sto ke
s 波的解

,

它的稳定性可以很容易地加以讨论
.

后

来
‘

D a v ey 和 S tew a r ts o n
(2 9 7 4 )推广了他们的结果到三维的情形

.

而 D jo r dje v ie 和 R ed e k o p p

(19 7 了) 则研究了三维的重力
一

表面张力波
,

他们证明了调制波的演化由两个偏微分方程所描

述
:

一个带有强迫项的非线性 S o h r
耐 in ge r 方程和一个线性方程

.

本文研究两种叠合流体间界面的重力
一

表面张力波
,

努力推广 H as im ot 。和 O no 的 结 果

至本情形
,

并且还揭示了存在着两个单独的共鸣现象
,

它们已被 D jo r d ie vi c
等所注意到

.

最

后
,

较详细地讨论了 S to k es
波串的稳定性问题

.

二
、

问 题 的 提 法

我们考虑两种叠合流体的界而的运动
,

并设它们不可溶混
,

在二维情形
,

界面方程可表

达为
:

夕= 亡(
二 , 才)

假设 界面的平衡位置在平面 y = 。上 (如图 1 )
,

两种流体的密度分别 为 p , 、

八
,

深度

为h
; 、

凡
,

压力为 夕
l) (x

,

刀 ,

O
、

P( 2) (二
,

夕
,

0
.

假如两种流体为理想不可压的
,

且运动是
〔l夕 ( 2 )

无旋的
,

在重力作用下
,

则在两个区域内存在速度势 币 (x, y ,

O
、

巾(二
, y ,

t)
,

且它 们 满

足 L a Pla e e 方程
:

(矛)

V
Z
中(x

, 夕 , t)二0
,

l二 z , 2 ;
(2

、

1)

朴 李家春推荐
.
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在固壁处满足条件
:

夕, 石公

y ~ 一h l

(J泞鉴一夕
口一口

一
~ ‘曲~

一
‘ ~ 一‘- . ‘- - “‘- “一

目

“一
~
“
‘~ ~

一(2 )

(2
.

2 )

图 1 所考虑的问题
.

(2 )

口少1
d夕 I少一人

2

在两个区域内 (包括界面上) B e r n o ul li 方程成立
:

, (: )

一
。 ,

粤
一要(v攀)

2
一。。, 。,

U 杏 ‘

(2
.

3 )

在两种流体间界面上满足运动学条件
:

a少 a互
口y 口t

以及动力学条件
:

(万)

口小 口亡

口x 口劣
o ,

在 夕= 乙(二
, t)上

,

l= 1 , 2 ; (2
.

4)

。 / 1
:

1
P

、 .

一P
“一

~ I {一 而 个
~

~

而
\ 1 1 I n

。 乙
: :

-
1 ~ 丁广

丁
~

乙
~
丈

~

石丁 一

Ll + g 妄)“
‘ 在夕= 亡(劣

, t)上 ;

或

「
_ d砂

,

P Z

! 尸 2一一 5 二一 个
一-
万 一

‘ 廿名 ‘

口价
(V 中)

(l)
2
+ 。p :

习
一

〔
。!

票
+ 澳匕

乙

(1)

(V 巾 )
“
+ 夕P

!“
〕

T乙。

= 一五碗万
感

在 夕= 雪(戈
, t)上

,

/ 2

(2
.

5)

其中 r 为表面张 力 系 数
,

贵
+

女
一

为 G

一 曲率
,

对二维情况
,

表达式如上所述
·

三
、

线 性 理 论 结 果

当界面的振幅很小时
,

通过方程
、

边界条件的线性化
,

可证 明存在如下形式的界面波
:

夕二亡(x
, t) = 刀

e “‘X 一“ ‘,

(3
.

1 )

其中波幅 刀为小量
.

相应 的速度势为
:

小 (x
, y , t)=

s。刀。o s h 寿(夕+ h
,

)

k s in h kh
,

e “‘x 一O, , ) (3
.

2 )

(2 )

少 (二
, 夕 , t)

二
~

竺里夕些卜虹习二旦
, , (、一 。。

k sin h kh :
(3

.

3 )

色散关系为
:

。 2
= 卫虹鱼二卫翌

坦竺竺且全
~

卫卫一 +
-

鱼
~

a 1 a Z

a : = ta n h k hl
,

l= 1
, 2 (3

.

4 )

由此可得 R ay leig h
一

T ay lor 稳定性
: 在 p ;

< 八
,

即 下部流 体 比 上 部 流 体 轻 时
,

当 k> 从

一「迪2夸卫立1
“ 2

时
,

运动是稳定的
,

、< k
。

时则不稳定
,
、
。

称为临界波数
.

而当。
:

> 。
2

时
,

‘ J J
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这种波总是稳定的
.

四
、

非 线 性 调 制

首先
,

我们将在 夕= 《x ,

t) 上所满足的界面条件 (2
.

4 )
、

(2
.

5) 通过展开为 亡的幂级数而

使它在 夕= O 上满足
.

其次
,

我们将中 和 亡展开成如下形状的渐近级数
:

(皿)

c ”中 (” ) , 岁
(·)

一 乙 岁‘” , “ , (占
, 夕 , :

)Z
仇

l二 1 , 2 (4
.

1 )
8问乙

一一小 (劣
, , , t)

亡(二
, t) = 乙

。·

亡‘
·, ,

亡‘
·, = 乙 雪‘

· , 二,
(占

, :
)Z

’

” . 1 沉 . 一

(4
.

2 )

其中 言= 。 (x 一厂r)
, 二 = 。z t

Z = e x p {i(k二一 o t)}
(刃) ( l )

必 (” , 一”‘)二中 (” , ” ) ,

互‘
” , 一 ”, = 舀‘

” , ” ,

(盆)

上面一横线表共扼
,

因为巾
、

乙均为实函数
.

注意到与线性情况时解 (3
.

1) 一 (3
.

3) 的形式相

比
,

由于非线性相互作用
,

出现了 Z 的高次项 (高次谐波项) 及 Z 的零次项 (非波动项)
.

然后
,

将上述的级数展式代入到方程 (2
.

1) 及固壁条件 (2
.

2 )以及对 亡展开了的界面条件

(2
.

4)
、

(2
.

5 )中去
,

并令这些等式两端的
￡
同次幂及 Z 的同次幂的系数相等

,

就 得到一系

列的方程及在固壁处以及 夕= O 处满足的条件
:

岁劣
“,

(己)

一阴
2
寿
2
少 (” , ” , )二 一 2 ‘m k 巾寥

‘’“ ,
一 必翁

2 ’耐 l= 1 , 2 (4
.

3)

(1 )

小 ;
” “ , 一 0, 中护耐

y - 一 h i
二 O (4

.

4 )
y ~ 人:

中罗
’用 ’

+ ‘”, 口立
‘

一
,
二 一 厂‘寥
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之, 附)

了

〔! 》

一 <亡(
, , ‘

.

川
‘

) 少(
。 , .
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) 、

y y / , , ,

一冬<:
(, 产

‘
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)g (
, ‘”

,

川
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! “ ,

” , ’ ) >一
一 y y 少

一 、2 <。
‘。 “

: (
! ! ,

一 )
事
‘护:

”护· “

, >
。 , ,

+ ik<n : ‘亡(
” ‘ .

, ,“
川

”

)>
。 _ , , 。

+ 、; <脚
l’

; (一
,

优
,

)澎(
” ”

·

出
“

, >卜
, , .

一掩
2

< ”:
“优 , , 产互(

” ‘ ,
” , ‘)雪(

” ” .

l=

{夕户
2

亡(
n

,

阴)一 im 口户:
价〔

, ‘
,

”‘)一 户2犷 动{
”一 ‘一 , + 。

:

岁:一
2

1
,

2

仍)

(4
.

5 )附入
川伽,

川由
怜

一‘。p
Z

<。
“

: (一
,

川
,

) 多手
·“ ,

邢
“

)>
。 , 。

一。
2
厂<。(一

,

。
r

)命:
” ” ,

水
“

, >卜
; , ,

屯,

一丁 p Z口
<。 “ : (

! : , ,

,
,

): (
。 · ,

。
·

)易{了
’ ,

’
,

’ >
, , ,

户:
浇
2

<m
, 阴 /’

( 2 ) (2 )

中 (
, ‘ ,

川
‘

)中 (n
即 ,

m
“
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. , 。
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寿<切 , 中(

” ‘ ,

川
‘谬

(。
” .

川
”

)
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昌;
· ‘

饥
产

)
谬{

, !”
,

一
‘

”>
。 , 。
一、

2
、
2

<。2
·阴 / ·

: (一
,

1n
,

)
谬
(

一
)
谬
(柑绍

,

仍叻
夕 >

。 , 。

户
1一2+

( 2 )

+ P Z

<套(
n ’

,
, ; : ‘)中

一 ZI T m
硬

”一 ‘
·

其中{ l }表示前面{

少
: ‘’ 2·‘”
谬二梦

‘ ·
”“ ’>

: , 二

}一

川
一。

“
k
“
T“

”
·

协,

川 一找l彗
一“

·

间
.

3
。 ,

,
, _ _ , , _

十
~

石
~

“
一

1 火川
一

川
乙

“

跳
娜

乙(
” ‘ ,

饥
‘

)亡(
” “ ·

‘
”

)雪(
n .

,
,

))
。 , ,

(4
.

6 )

}中各项将带下标 2 和顶标 ( 2 )的各量换为带下标

而记号< )
, , 。

表示括弧中使汀 + 。“ = 。 ,

耐 + m 扩
= m 或使n, 十”“ + ” 甜

= ”,

所有各项之和
.

例如

1 及顶标( 1 )的量
.

m , + m l,
+ 脚

脸

= 脚 的

<。(

一
)
谬(梦

” ,

优
’‘

)

在上面各式中
,

如 。一 1 < m
,

则

(2 ) ( 2)

)
: , :

= 互‘
, , 。, 巾誉二

’‘, + 亡‘,
, ” 巾 ;呈

, ”

攀
(
护‘一 1

、

叫
、

酥
”一 1 叫应取为零

,

若
。一 2 < m

,

则孚(

亡(
n 一 2

,
, ”)也应取为零

.

如 n = 1
,

则巾(卜 1
,

, )
、

亡(卜 1
·

, )取为零
,

如 n
( 2 ,

则

亡(
“一 2

,
,, ‘)亦取为零

.

孚(n 一 2
.

。一 2
.

。)

m )
、

(4
.

3 )一 (4
.

5) 式便为求解所用的方程
,

我们只用到 n簇 3的情形
.

顺序地由低阶到高阶求

解可得前两阶结果为
:
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而 B 住
,

动应由更高阶的方程所决定
.

正如在其他的非线性调制问题一样
,

所得到的色散关系与线性理论时相同
,

弱非线性调

制的传播速度 厂 为群速度
,

一个基本的量 左满足非线性 S c h r 6 di ng er 方程
.

在上面的结果中令 p Z
二 o

,

T = 。,

便得到不计表面张力的二维重力水 波 的 结 果
,

且与

H a s

im ot o 和 O n 。 的结果一致
.

如单令 p : = 。
,

就得到二维重力
一

表面张力波的结果
,

且这里

的方程 (4
.

1 7) 与 D jor d ie vi c
等人的结果中方程 (2

.

13) 取二维情况相一致
.

五
、

St o ke s波串的稳定性问题

由于色散关系(4
.

15 )与线性理论时(3
.

4 )相同
,

故线性理论中的不稳 定 情 况
,

即 k< 瓦

_ 「g (p
Z
一 p 口1 1/

2 , _
、

_ 、

、 北 j,. ,

。
。 卜

冲二
; 二、 ; : 、 ,二 。丫挑* 。 。、

、

、 、
_ 、

2 / 。 , 。
一

。
二 !逃等一

~

}
,

(几 > p :

)时
,

我们的非线性调制波也是不稳定的
,

因为这 时 护< 0
.

但在一

L T J
, ‘尸 2 / 尸 ‘z ” J ’ , 人 ” J 曰 “ 性 卜

~ 卜
形 , ”, ,

叭 。~
‘ ” ”心儿 ~

’

~
/ J

~
” J

~ 、 ”
‘

’二 ‘J-

线性理论中稳定的情况下
,

非线性调制波也会产生不稳定性
.

我们讨论 Sto k e s 波串的 稳 定

性
,

它可由方程 (4
.

17 )中系数 拼
、 护的乘积的符号来判定

,

当 仰< O 时是稳 定 的
,

仰> O 时

则不稳定 (参看【l 〕)
.

注意到系数
, 的表达式中当 户 ,。 :

+ 尸2二 ,
一

3T 存
3

。昌
= 。时

, ” 变为无穷大
,

这便是 二 次 谐

波共鸣现象
,

因为这时二阶谐波的系数 a , 、 a Z 、

刀
,

变成无穷大
.

而当 g h
,

(p
,
一八)一(p

,
+ 八

.

冷二)
、

:
一 。时

, , 也为无穷大
,

这是长短波共鸣现象
,

因为这时群速度 。 满足
:

, ‘2

g (刀
;
一 p :

)
犷 一 二二 一一

—
一 一

一一
P 1

hz
P 2

宁一
奋一
探2

而等式右端正好是长波 (壳、 0) 的相速 。二

当不是很接近上面两个共鸣情况时
,

的稳定性
,

下面考虑几个特殊情形
.

( 1 )在临界波数附近的稳定性
,

在上面的公式(4
.

18)
、

(4
.

19 )中令

号的平方
·

我们可以按 召
、 , 的上述表达式来讨论 S to k e s

波串

。 2

, o (设p :

> p 、
)

,

则这时
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拌岛 一
9 2

(户
2
一户

,

)
2 ( ;

{
2

(
p ! + 。

2

次)
“。 3 < 0 (设 。> 0 )

护久昌
3 T k

7口矛

一
二乞一一 > O

4 (p
: + p :

业 )。
3

\ 仃 2 /

所 以 脚 < o
,

即若假定 儿> k
。

且 与 k
。

很接近时
,

( 2 )在两边流体的深度为无穷大的情况
.

为方便起见
,

先将 “
、 , 用无量纲数来表示

,

St o k e s 波串是稳定的
.

令

万= kh
, ,

万二
h

2

不
’

P x

P l
十P :

护
T 左

2

口(户
,
+ 夕

:

)

则龙
、

刃
、

户
、

户皆为无量纲数
,

并有

2户一 1 + 少

P 芳

_ ‘ 户
.

1 一户
尸

”

= —
一十

—
-

J 一 J Z

「
2户一 : + 3

红越丛
L 石 i

衫匕誓鱼〕�苦

, .上r

�9以

g

ZP 芳。ka l「
一 。’广a ! + ”’ 广

2。

击
2

凸
2

+ 3
九

; +

普
(九

: 一。
2

句

十 ( 1 一户)

粤犷
。。

1
一 。

2
、、

一

李
一

、1
百云 \ U Z / J

( 5
.

1)

掩
2

ZP补。 2 0 1。 ; [ 户
二 1

+ ( 1 一户) 。
2
- 或

一

户
一”

2·’(9。’一‘。。’+ 9 ,
产

l
‘

一al

+ 户( z一户)
_ , ,

a :
一 石仃 i 仃 ,

卞 4 一
J 2

+ Z o r。二一 6a : 一 sa ;二 ; 一 ] sa 全+ 4叮 , a 孟一 6 a }。二)

g。孟一 1 0二 ; + g ) 十
-

急
一

。户·“(· , 十 8·‘一‘’了r‘、、
一 ( ‘一”,

2

借
+ ( , 一户) 。 :。。 : + 8。 ; 一 4 )〕一

粤
a ]

{
4广

万刃
”( , 一”, (

‘+

炭)
’
一 4夕击

2a l

乙
2
‘( 2户一 ‘, 一 (

”十
一

资勺
广

2

:
。一

导限勺
应 一 、)

、..,J...
飞.‘、,J2、、.尹了+ ‘“’( 2”一 ‘) (

一

藻旱
+ 户) + 击

‘

叔
几

‘粤
一

\ 占 i
( 5

.

2 )

在深界面波情形
,

龙、 co
,

万刃, co
,

认h
‘

《 1 , a : , 1
,

几、

6
2
一 2户一 1 + 护

伶 1
, _ ^ J .

_ 咭
、

犷一言(“户一 ‘+ “玛

1 一户
s呈

1 ,

得

1 。

s k
么

( 2声一 )
“
一 6分( 2户一 , ) 一 3少

2

(动 一 1十少)
“
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击
“ 1 5少 9丁

“

妙 必
‘

「
_ _ 。 。 . _ _ 八 _ .

1 5 1 日丈
“

1

41‘
一

万不二不厄币L一 1”户
‘

十土b p 一 匕 十 一
丽 二砰丁

一一币万五不万
王」

由此可得 (分
、

刀)平面上的稳定区域图 (图 2 )
,

其中 s 表示稳定区域
,

u 表 示 不 稳 定 区

域
·

曲线 ¹
、

½ 对应 。一。
,

曲线º 对应 护一合
(2户一‘)

,

为二次谐波共鸣的情 形
·

曲线 »
、

¼对应 , 一 。
,

曲线¾方程为 犷= 1一 2声
,

对应临界波数
.

声变化范围为 。到 1
.

并且长短波共

鸣现象不存在
.

( 3 )在深度不是很大时
,

对四个参数 声
、

刃
、

龙
、

户的不同组合
,

可分别计 算 stok es 波

串的稳定性判据 脚
,

下面对几个特殊情形
,

算得结果如下 (参看图 3一图 8 )

图 3 是龙= 1。的情形
,

图形与深 界面波时类似
,

但已有长短波共鸣现象出现 (曲线º )
,

, ( 0尸
尸 币 、气

, ,

卜 O

v二、 O
召

、

又 O卜
沙) O尸户一

0
.

吕丁5

, 多 0

担拓全
『l 宁一~

试 ) 汉才

图2 深界面波情形
.

, 衬 。尹

邵< 0
火火卜、、

,,, 灯 OOO

... 口 ,,

图3 近似深界面波情形万~ 1。
,

荞-

寻Q众
:

飞界争;
(外了/

受

二扮伙七
S _

口

一一一一一

, > 0

U
声乙夕 Q
J

12< 0
_ _
一

~

业全
、

_ _ _ _ _

呈 、\¾

图 4 万一 z
,

荞
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邸 f泊

一习
r

刃

少勺
... “

丈OOO 沐1 000

万万万万

图s 户二 0
.

5
,

左= 2 图 6 户~ 0
,

2
,

人~ O

气 ,

4 卜 卜
, ,
/ n ~ Ise , ,

\ 。

二
护 、、 U 一「 口 . 创洲产

V

, ) 0
田 丈 O

。一一斌r 州一一—言
图7 户~ 0

.

2
,

荞

舀
一

于

)))

一~ ~ ~ 汀丫
。 尺尺

一一
‘

了 心
。。

鲜鲜二) OOO

UUUUU

畜畜 仲 ,,

(局部)
,

图8 声二 0
.

2
.

左二 2

而当龙二 2时
,

稳定图形 已与深界面波情形有显著差别 (图 4 )
.

在图 3 和 图 4 中
,

曲线¹
、

¾仍对应 拼= o ,

曲性À对应临界波数 (尹~ 1一 2声)
,

曲线 º 为二次谐波共鸣
,

曲线» 为长短

波共鸣
,

曲线¼为 v二 O,

图 3 中曲线¿ 对应 v二 O
。

图 5 为户= 。
.

8
,

万二 2 的情形
,

在 (万
、

尹)平面上的稳定图形与 D jor dj e vi 。
等人所 得 到

的重力
一

表面张力水波的稳定图形相似 (参看〔3 J)
.

他们的情形相当于我们 的问题在 刀= 1时

的情形
.

这里
,

曲线 ¹
、

½ 对应 v 二 O,

曲线º 对应 拼= o ,

曲线» 对应二次谐波 共 鸣
,

曲线

¼对应长短波共鸣
,

图 6 、 7 、 8 都是 声= 0
.

2 的情形
,

这时上部流体比下部重
,

但当波数大于临界 波数 时

仍然可能稳定
,

并且这时稳定图形很简单
.

由上面的稳定图形可见 户
, 、

少
、

蔑
、

万各因素对稳定性的影响并不是单调地起作用的
.

比如
,

在某些情形下
,

如图 3中的曲线¹
、

¾附近
,

当T 增加 时
,

运动 由不稳变为稳定
,

这

体现了表面张力的致稳作用 但在曲线 º 前后
,

当 沪增加时
,

运动由稳定变 为 不 稳
,

注意

到曲线º 相当于二次谐波共鸣现象
,

故此种不稳定性也许可用出现共鸣现象来解释
.

在曲线

¾
、

¿ 附近
,

运动亦 由稳定到不稳 (当 广增加 )
.

关于这点
,

在水波情形下
,

D jor dj e v ic 等

已指出单纯的表面张力波是调制不稳定的
.

在两个共鸣现象的附近
,

上述的展开不再有效
,

这时需 引入另外的 多 重 尺 度
.

D Jor d
-

je vi c
等给出了一个对长短波共鸣现象的分析

.

本文不准备进行这一分析了
.
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