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摘 要

本文在文〔1 〕和 「2 〕的基础上研究边界和算子双摄动的高阶椭圆型方程一般边值问题的奇摄

劫
,

建立含两参数的渐近解表达式
,

导出求渐近解的迭代过程
,

给出余项估计
,

改进和拓广了前

文的工作
.

一
、

HlJ 召

文〔1 〕和【2 〕作者曾研究过边界和算子摄动依赖于同一个参数时四阶椭圆型方程和更高

阶的椭圆型方程的一般边值问题的奇摄动
.

本文将进一步研究边界与算子摄动依赖于不同的

参数时高阶椭圆型方程一般边值问题的奇摄动
,

建立含两个参数的渐近解表达式
,

导出求形

式渐近解的迭代过程
,

并对余项进行估计
,

改进和拓广了前文的工作
.

设 口 是
n 维欧氏空间 R

”

的有界区域
,

口。
表示摄动区域

,

其边界是 口口 ; ,

口
。

为非摄动

区域
,

其边界为 a口
。,

用 X 二 (x : , x : ,

⋯
,

石 )表示 R
,

内的任意点
.

下面所涉及的函数均假定

是充分光滑的
.

在 口。
内研究如下的摄动问题 刁

巴 ,

川

其中
!

式中

L
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,
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,

1
,

⋯
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m + l一 1)
、

拼为正的小参数
.

L
。

表示 2。 阶强椭圆型算子
:
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刀一 (刀
, ·

⋯
,

刀
,

)
,

}刀1“万
,
+ ⋯ 十卢

。 ,

互~ (互
, ,

⋯
,

氛 )
,

省
p

= (互r
l ,

⋯
,

互了
一

)
,

刀盆
‘

注 万兀丁
口X 下

’

L : 表示 2。十 21 阶强椭圆型算子
:
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2 (爪 + l )

L
, u ‘ 艺

a , (x )D 尸 “三 艺 即卜
·

。(劝黑冲
·

理冲 (1. 5)

吞{ ‘ 2 (用 辛 1

\ ,

么 口一+

⋯
+ 夕” 二 九

式中

(一 1 )
” + ‘

乙
a 刀(二)占刀> a ;

I舀1
2 ‘, + ‘,

刀 { 2 (
‘月

+ , )

(1
.

6 )

又 B
,

(j= O
,

1
,

⋯
,

。 十l一 1) 表示边界微分算子
:

B , u : , ; 一
。 。 。

三 乙 b ;
, ,

(x ) D 乍u 。 , 。 l。
。 , ,

o ( m , ( 2 (。 + l) 一 1

当 : 一 0 , 拼~ O 时
,

摄动问题 月
, , ,

退化为在区域 口
。

的非摄动问题 A
。:

,

L
。 , 。, 。

= f (x )

B , u 。, 。

l。
。 。
“ 夕, (0 , 切)

,

(j“ o
,

1
,

⋯
,

m 一 1 )

二
、

形 式 渐 近 解

假设问题 A
。 ,
拌存在唯一解 姚

, 。〔C
“‘耐

‘’

(g 刃和问题 A
。

对于 任意充分光滑的 函数 f (劝

和 g , (0
,

甲)存在唯一的充分光滑的解
u 。 , 。

(劝
.

在文〔3 」中讨论了这些解存在的条件
,

1
.

第一迭代过程

鉴于问题 刁。 , 含有两个 参数
。、

拼
,

因此
,

为了构造问题 A 。产的解
“。 ; (劝

,

我们先在

区域 口
。

内求下列形式的解
:

牙
。, 。

(x )+ E
户. J

乡

艺
“p 一‘

拼‘牙
, 一 ‘, ‘

(二) (2
.

1 )

把 (2
.

1) 式代入方程 (1
.

1) 并比较 , 、

拼的 各次幂的系数
,

得到关于求 才
。 , 。

(劝
,

研
, 一 ‘, .

(劝
,

(P 二 1 ,

2, ⋯
,

N
;

沁 0, 1, ⋯
,

外的递推方程
:

L
。

研
。 , 。
一 f (二)

L
。

研
, 一

, ,

~ 一L
:

研
。一 2 , 一

, , ,

(‘= 0 , 1 ,

⋯
,

p ; p 二 1 , , ,

⋯
,

N ) (2
.

3 )

在上式以及以后的计算中
,

都将负下标的量取作零
.

2
.

第二迭代过程

由于(2
.

2)
,

(2
.

3) 是 Z m 阶椭圆型方程
,

所求得的解 研
。, 。

(劝
,

牙
。一

, ‘

(x) 由 绷个边界条

件完全确定
,

一 般地
,

不能满足 碗
,

斌二 )的全部 (。 + l) 个边界条件
,

为此
,

在边界邻域内
,

利用边界层函数 犷。 , 。

(t
,

切 )
,

厂卜
‘, ‘

(t
,

甲) 来补足失去的部分边界条件
.

为了构造边界层函数
,

我们先把算子 L
‘

再进行一次分解
:

在边界 a口
。

的 个邻域内引进局部坐标
,

(p
,

沪) = (p
,

切、 ,

⋯
,
切

, 一 ;

)
,

切 = (甲
: ,

⋯
,

中
, 一 ,

) 表

示边界上的点坐标
,
户 表示其内法线上的点到边界的距离

,

0 < p < 叮表示在邻接到边界的带

形内的点的全体
,

p 二 o 表示不摄动的边界 口口
。,

p ~ 召a( 哟 定义了摄功的 边 界 口口。 ,

其中

城 切)是正的光滑函数
.

在局部坐标系中
,

算子 乙
。

具有如下的形式
:
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L
;
三 “2 ,

L
,
+ L

。
二 。2 ‘〔a Z 、。 、 。、

(户
,

沪) D 公
” 十

‘

+ E 即卜 二娜 p
,

初 D 少 D 傲一 D 拿
: 一 ,

」+ C
Z ,

(p
,

哟 D 驴

日: + 日
。

‘ 2 (m + l)
日, 匆 2 (m + l)

+ 乙 C 。, ⋯ 。
.

(p
,

甲)D 叮
’

D 璧卜
二 D 早;

· ,

日1 + ⋯

日r

+ 旦
娜 乙

。

‘ 2州

m

其中 a : 《。 、 ‘, = a : (二 千 , , , 。 , 二 , 。 ; C
: 。

= C
z。 , 。 ,

⋯
, 。

.

在 口口
。

的 刀邻域引进新变量 t
,

令

t = 上业少空

D 卜= e 一‘

D {

(作为 P
,

中 : ,

(2
.

⋯
,

切
。 一 1

、、.
.

2

甲
由于下面将要构造的边界层函数犷(‘

,

, ) 一 厂

(
p 一拼a (甲 )

日

函数) 关于 甲 ,
的偏导数有如下形式

:

丝
= 一‘当

.

旦葬丝
.

零 +(
一

具
-

、:
,

(i 一 1
,

2
,

⋯
, 。一 1 )

口切 I \ 己 / a 甲声 a 丁 ” 0 卿户 ,
(2

.

7 )

, , . 、

_
、‘. 、 ,

_
, , 、

, 。 口夕 _
上式右边第二项表示 厂 (t

,

初作为 t
,

切、,

⋯
,

叭
一 ,

的函数对 叭 四偏导数
,

为 J 与互迈四 万不了区
~ ,

尹
夕

别
,

于是用另外记号(共): 表示它
.

于是 (2
.

7 ) 式的微分算子可简记为
\ 口甲夕 /

。
·,

一(譬)
D

· , a (, , D
,
+ ‘D 一,

(2
.

8 )

这时有

D ,
,
一

(譬)
’

(D
·, a (, , ,

“
D , 一(誉)

〔D 毒
, a (, , D

,
+ ZD

·, a (, , ”
,

(D
·、, 〕+ (D 导

,

,

(2
.

9 )

. . . . . .

⋯ ⋯
, . .

⋯
_ / , , 、刀, _ _ / “ \夕护

一 p _

D g{ = (一 l )“
,

(导 ) (D
,

‘

a (甲))卢
,

D
, 口 ,

+ ⋯ + (廿 ) 刀
, “ , 一 , A 书:

, p

\ ‘ /
J

\ , l

+ ⋯ 十 (D 享{) (2
.

10 )

式 中

刀沙
, p

甲 夕

_
_
_

工二 1 )刀
, 一

叨
, (刀

, 一 1) ⋯甲
, 二 户士功 (D 梦‘

甲 ‘

) 口
‘一 p

(D 霉
,

)+

上式右边的
“

-

一 , ,

用〔2
.

6 )
,

(2

表示关于 (D
。

)的低于 P阶的微分算子
.

.

10 )的微分算子替换 (2
.

4)的右边
,

则得
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L
·
二
一{一

。

一 (·, + “a 。, )
, , , D , (

一

+ E 艺
。, ‘’ + ‘, 一

l口{十
’翻l拼j“{一 i瓦 。

‘,‘ ,”‘瓷岛黔护

,
, 。 (“t + 拼a (中)

,

甲)

·

列日卜 !吞’ (D氛) ⋯ (刀 k
、_ 1

甲
”
‘ 1

) + C
: ,

(。* + 拼a (切)
,

甲) D 子
,

+ 乙
}k 一‘旧 }

E
0 2 ’ 一 ’刀’十 ’丙’ 。‘”‘一 ’“’亡,

, 。
(
。t + 。a (甲)

,

甲)D ;
刀‘一 !“‘

旧 {< 2川

日
: 、 Zm

·

(魂 , ⋯(D 知 ,

}
式中

其中

庵= (k ; ,

⋯
,

壳
。 一 ;

)
,

}壳{= 庵
t
+ ⋯ + 秃

, 一 ; ,

寿
: ,

⋯
,

k
。 一 :

为非负整数
.

上式中的每一 个系数在p = o 的附近按T a
川or 公式展开

,

得到

a Z (二 十 , ) (“t+ 拼a (切)
, 甲) = a : (。 ; : ,

(中) + 乙 (。t+ 拼a (中))’a : ‘. 十 , , , , (中)

+ (“t + 拜a (沪))
, 斗 ‘a Z (。十 : , , 。 + :

[日(。t+ 科a (中))
,

甲〕 0 < 0< 1

.

1 1 )

.

1 2 )

a : 、二 + ‘)

(卯) = a : 《。十 ‘)

(0
,

中)

I n
,

a Z (。 + 君〕, f又甲) =
~ ~

万丁一 刀补a Z (。 + 刃) LP
,

切少l户一 0 Lj = 1
,
艺

, ’

二 ,
总)

J :

a : (

耐, ) , 。 + :

[ 8 (。t + 拜a (切))
,

甲」=
1

(n + i ) ,
D 毖

+ ‘ a Z ‘。 , 。,

(户
,

甲) !p 一
。〔。 , + 。a 。甲 ) 、

其余的系数类似地展开
,

将这些展开式代入 (2
.

1 1) 式得到

L
:
三召一名,

(
M

。
+

戴鑫一
M一 (2

.

1 3 )

其中

M
。
二 a : (. , : ) (华) D 梦

‘” + , ,
+ C

: 。

(中) D 梦
,

是关于 t的 2 (m + l) 阶的常微分算子
.

而M
, 一 , , ‘ ,

(i二 0
,

l
,

⋯
,

P
;

微分算子
:

(2
.

1 4)

p = 1
,

2
,

⋯
, n )为如下形式的

p “ ,

(t
,

甲) D 矛“
+ ‘,

+ 兄
h ‘ {日

E
{日:‘2 (川 + l)

日
i 匆 2 (抓+ l)

尸路 (t
,

初 列
刀‘一 l “‘

(D 知 ⋯(D 抢 )

+ p
‘3、

(t
,

切)D 于
’

+ 乙
k ‘ l日4 旧

日
1

p 路 (‘
,

, ) D {
” ’一 ”’ (D沁) ⋯ (D 滩11 )乙枷�

其中系数P
“‘,

( t
,
中 )

.

P路 ( t冲)
,

的光滑函数
‘

而似
。 十 : 一

, .

( i一 O
,

1
,

的光滑函数
.

尸招 ,

(t
,

初
,

尸路 (t
,

初 为 ‘的多项式
,

多项式的系数是 。

⋯
, 。+ l) 也为形式如上的微分算子

,

其系数 是 p
,

甲
, 。 , 。
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由于经过以上变换
,

算子L
。 ,

L
;

的强椭圆性不变
〔‘J ,

因此

(一 1)耐
‘a : (二 + , ) (华)> 0

(一 z )
”
C

: 。

(中)> o

并由条件(2
.

1 5)
,

(2
.

1 6) 可知
,

常微分算子M
。

的特征方程
:

C切(几)三
a : (二 十 . ) (中)久

2 ‘” + ‘’+ C
Z 二

(甲)几
么“

= o

存在 l个具有负实部的根
.

下面来构造边界层项
,

设它为如下形式
:

(2
.

1 5 )

(2
.

1 6 )

(2
.

1 7 )

。,

【
F

。, 。

(‘
,

甲, +
N + . + ! ~ l p

乞
; p 一拌‘厂

, 一 ‘, ‘ (,
,

, )]乙P-l

其中 q 为待定常数
.

把(2
.

1 3) 式的算子作用于上式的边界层函数
,

厂。, 。

(t
,

甲)
,

F
, 一 ‘, ‘

(t
,

甲)的递推方程
:

M
。
厂

。, 。
= 0

M
。
犷

, , 。
= 一M

, , 。
犷

。, 。

M
o厂。, ;

= 一M
。 , :
厂

。 , 。

令
。 、

拼的 各次幂的系数为零
,

得到关于求

(2
.

1 8 )

M
。犷卜 。 , 。= 一M

, 一 * , 。 V
。 , 。
一乙 乙 M

‘ , ,

厂卜卜
, , 。一

,

i 一 0

. ~ k一

(2
.

1 9 )

M
。犷。 ,

卜。= 一M
。 , , 一、犷

。 , 。
一 艺 艺 M

, ‘

厂
。一

, , , 一
卜

.

r . 0 亩一 0

/
_ _ .

「 n l、
! n 二 2

,

3 ,

⋯
, IV + 巾 + l一 1 ; 九= 0

,

1
,

⋯
,

1下二 日
\ L 乙 J /

上式右边的M
。, 。

取恒等子零
.

3
.

形式渐近解的边界条件
:

我们将边界条件 (1
.

2 )用局部坐标 (p
,

甲)表示出
:

。, 二
, ,

{
。。 ,

三

燕
““

‘’

‘p
,

甲, 刀。一 {
。二一 g , (“a (甲,

,

中, (2
.

2 0 )

== 0
,

1
,

⋯
,

。 + l一 1)

把函数可
” (p , 中)在p ~ o 附近按T a y lor 公式展开

:

b;
” (户

, 甲)二 b孟,
, (o

, 甲) + 拼a (甲) D o b;
” (o , 甲) + ⋯ +

〔拼a (甲) ]“

h !
D 仁b孟

” [ 0拼a (中)〕

考虑到 (2
.

6) 式
,

这时边界算子 凡

B ’“ “一 ’ :

(三

O < 口< 1

可分解成如下形式
:

P

尸
。p 一 “拼倪H 之七

、 ;

)‘盆曰 一 「

“ 夕一
, 翔 ,

k = 0

(2
.

2 1 )

其中



石{乙= b黑(o , , ) D尸
’ ,

H ;{毛= b盆i
一 1 夕 ~ l ,

H石:卜
a (切)D p b黑

, (o , 甲) D尸
’ ,

,

H 盆i
, 。

, b石
‘, (o , 中)

,

H (了) _o , 川
z

一

(o
,

甲) D 尸

(a (甲))爪
‘

m 了! 男
‘

哎 (0u
“

切
, , )理

’

H�

我们取具有余项的有限和
:

N 户 万 乡

姚
, 。二 乞 艺 沙

一 ‘
川班

。一 ‘, .

+ 护 乙 乙
巴, 一‘

户 厂
。 一‘, ‘

+ z *

( 2
.

2 2 )
P . 0 谊. 0 户. 0 已. 0

做为问题 A
。 , ; 的渐近展开式

.

将展开式 ( 2
.

2 2 ) 代入边界条件 ( 2
.

2 0 )
,

考虑到 ( 2
.

2 1 )
,

得

O

拟 户

名 名
e 户一 ‘拼‘B , 牙

, 一 , , ‘

}p
一 ; a 。, )

户一 0 ‘一 O

.

、、.,
者/

一夕
犷拼�P召

,

乙l-0
万

乙P-0
尹/‘.龟、、、、,//

I)一
了、PH拼�P召

,

艺间抽EP-0/了.、、

川一q召+

(i�+ B , Z 二
}p .

邵 (甲) = g
,

(阳 ( 甲)
, 甲)

,

= 0
,

1
,

⋯
,

卿 + l一 1 )

作为一个例子
,

考察 , 。
二 1

,

钩 = j+ 1
,

j= 1
,

2
,

( 2
.

2 3 )

(关于其

它情形可以类似地建立边值条件的递推公式 )
,

这时 ( 2

,

。 + l一 l) 和 。一 l的情形
.

23 )式具有形式
:

划妇川
_ / 土 上
万

。

又戈概
‘’一 ’

“‘州一
‘, ‘

N 户

P 二 召坟 ( 华、
+ 沙

一 ‘

(H粼+ 。
H踢十拼万邵) 乙 乙 ,

一 ‘
川犷

。一 ‘ , ‘

P . 0 云一 0

+ B
。
Z 二

}p
= “。 。中)

= 夕。(拼a ( 沪)
,

甲)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯

; 厂召 令 。, 一 , 。。二
, 一 ‘, ,

、1
/ {P , 拼“ ( p 、

+ ·。

一 (
份 + 1

乙 乙
H“。

。 , ‘

一
。。

)
N

乙 乙
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求解程序
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使在边界的 。邻域之外取零值
,

当”( p 一““(叻《言
”时

,

梦三 ‘
,

且

O《梦 (p 一 拼a 帅))《1
.

作函数

杯
‘ , ,

(t , 甲) = 岁 (p 一 月a (中))犷
, , ,

(* , 甲)
,

则函数 厂
,

,

(l
,

初在整个区域口召有定义且在边界 口习拜

(‘
,

j一O
,

1
,

⋯
,

N + m + I一O

的
1

了 粉邻域内 厂
‘, ,

(t
,

切)二厂
‘
,, (t

, 甲)
.

因此
,

可以证明函数
:

柑 p 柑 + . + , 一 , , ~

U 二(。
, “ , x ) = 乙 乙

“p 一拼‘砰卜
、,

+ ‘二 + ’

乙 乙
e户一 ,“‘厂 , 一 ‘, .

户一0 侣一 0 P . p 示. 0
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是摄动问题 (1
.

1) 一 (1
.

2 )的形式渐近解
.

以 习 表示边界 口口
,

的 呀邻域
.

当 x

L
。 ,料U , , f (劣) + e Z ‘L :

兹证明如下
:

〔口必。二时 厂
‘, ,
三 0, 所以

p

、
’

、
’

己户一 i口 , ;犷
‘_

_ J

I

P一 万 + 1 一 2亡 官一 。

二f (x )

其中中
,
(劣)二 O (1 )

,

又当二 〔口二

+ 。2 ‘(: + 拼)
N + ‘一 2‘

巾 : (劣)

\。户
”

时
,

因

L

K
N + 丽 + 一 l 心

兄 乙
。, 一 ‘, ‘

夕
,

一

N + 用 +

￡, 一。‘M
, 一

, ·

)(一
N + . + r一 I

一“一”又M
。

+

石 石 乙 乙
e , 一 , 尸‘厂, 一 , , .

夕一 0 宕一 0
)

二。万 中
2

(x)

其中 M为任意正整数和 必
2

(x) = O (1 )
,

所以

L
:
U N 二f (二 ) + 。2 ‘(。+ 拼)N 十 ‘一“,

中
:

(劣)

其中中式幻 二0 (1)
,

又当二 〔。亨
“

时
,

护
‘, ,

= 犷
‘, , ,

因

N + . + J 一 l

E E
。, 一 ‘。‘厂

, _ ‘, ‘

P一 0 诬一 0

+价8

/了.、、

L

N 十曰 十

一
。,

、
, 一

: , ‘

)(一
’

N + . 十 , ~ 几 户

乙 乙
。, 一 ‘拼‘厂

, _ . , ‘

P一 o 了一 o

乙i-0乙P-l一 (
M

。
+

N + . +

二。 一 , + ‘

乙 [(鑫一
M

。

一)(
刃 + 而 + 才· l

乞 乙
: , 一 。

,

厂卜
, , ‘

户一 N + 仍 + i一山 : 一。

== 。一耐
‘

(。 + 召)N + , + ‘
中

‘

(劣)

其中必
4

(x ) = O (1)
,

所以

L
。 , , U 、= f (x ) + 〔。2 ‘

(
。 + 拜)N + ’一 2‘+ e 一

耐
’

(。+ 月)N + “ 十‘

〕中(x )

其中中(习 = O (1 )
.

又由边界条件的关系式 (B
“

)一 (B
‘ 十‘一 ‘)可以证明

B
,
U 、

I
。。 ,

二夕
了

(拼a (甲)
, 甲)一 ? ,

(“
, 拼 , 甲)

{
g ,

〔“a (甲)
,

甲〕士「
“(“ + “)“ + “’ 一 ‘(“+ “,”

‘” 一 ’

〕G
,

(, )

一

}
_ _

‘, 一 0 , ‘
,

一
1 ,

tg ,
[拼a (甲)

, 甲〕+ 拼(召+ 拼)
IV

G
,

(中)

(j= m , 脚 + 1 ,

⋯
,

m + l一 1 )

其中G
,

(切)二O (1 )
,

所以 U武
。 ,

户
,

x) 是摄动问题的形式渐近解
.

三
、

余 项 估 计

下面将导出摄动问题的解
u 。 , 。与U 武 : ,

拼 ,

x) 的余项的估计
,

以Z N
表示余项

,

即
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Z 刀 = u 。 , ; 一 U *

将
u : , , = U N + Z N 代入边值问题(1

.

1) 一(1
.

2 )得到关于Z N 的边值问题
:

L
:
Z 、 = [ : “, (。+ 拼)

N + ’一’‘+ : 一

耐
’

(
。+ 拼)

N +

耐
‘

〕中(x )
, x 〔口。

B
,
Z 、

l
。。 ,

= y ,

(
“ , 拼 , 甲)

,

(j= o , 1 ,

⋯
, , + l一 1 )

以 2 、 表示在 口口
:

上满足边值条件 (3
.

2 ) 的 c
“ (

耐
‘,

(办刃 中 的函数和成立
:

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

2 、 = O 〔“(。

+ 拼)
N + 乙

“‘(
“+ “)

N 十 ‘一 ‘]p (二)
,

其中p (x ) == O (1 )
,

作函数
才一 1

牙
付二 Z N 一Z

N

则Z N
确定于下面的齐次边值问题

:

L
o
Z 二= [。幻 (。+ 拼)N 十 ‘一 2 ‘+ 。一 , + ’

(e + 拼)
N + , + ’+ 拼(

“+ 拼)
柑

(3
.

4 )

+ 乙
e , (“ + “)N + ’一 ‘〕巾 (x ) x 〔。; (3

.

5 )

B
,
Z 二

l
。。 ,

= o
,

(j= o
,

1 ,

⋯
, ”+ l一 1 )

考虑齐次边值问题
:

L
。 , u三 (

e ,
L

;
+ L

。

)u , f (x )
, x 〔日 ,

B
了u

l
。。 ,

== o
,

(j= 0 , 1 ,

一 , + l一 1 )

式中
。: = 。, , ,

以 己
, ‘, + ‘,

(刃
; ) 表示 C

, ‘耐 ‘,
(打, ) 中满足边值条件(3

.

5 )的函数集合
.

L0 在亡
, (耐 。

(霜刃中按L
:

范数是正定的
,

即成立

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

8 )

假设算子

(:
。。 , 。) ) 。

。

{1
。

{⋯愁
, 。 。‘

“(。· , ,
(。; )

l】 11‘ 2

(3
.

9 )

氏是正的常数
,

又假设对于算子L
:

成立关系式
:

(L : u , u ) > 一、。}1
。

},几
,

、

一一
, 一 ,

二
一

”」
一

UL Z
’

k0 是正的常数
.

在条件(3
.

9 )和 (3
.

10 )下
,

有

(L

一
, > (“。一

“
。

,
1{

因

。 〔亡
2 ‘

耐 ‘,
(汀; ) (3

.

1 0 )

1

aL
“

}(L
: , u , u ) }(

久是任意常数
,

所以

2 刃

十{}
L

E , ·

{
r

+

子}卜}!
;

‘ Z J山 2

/
。 ,

护 \l1 }{ 一 l !]
;

.

}{

气
O 。一

“ , R 。

一蓬 户}⋯
“

}⋯
r

、顶可 {{‘
E ‘“

}}
,

乙 2 石 .

_
, _

d
。

_ ~
. 。 _ 。 。

, ,

当 e ;

充分小盯
,

假如 ￡ ;

咬万公
,

右取不 二扣。,

划
任伟 0

2 若

念
一

卜{
: 2

(
一

粼
乙勺 ·

}
: :

·

!{1
2

、 C

{
.

L
七 1 ·

{1
:

(3
.

1 1 )

其 中C是与“ ;

无关的常数
.
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从 (3
.

1 1 )知

⋯1牙
、

{}
,

一 o f
, : : (。 + 、)二

·卜 : : + 。

一
;

(。 + , )Jv * 。 + :
+ 。(。+ 。)二

11 11乙 Z L

+
.

会
一 (! + “,

一〕
所以

l二 11
: 2

幸
即}

: 2

+

阔
一“·

!
: ,

一O

[
“2 : (￡ + 。)“一

’!
+ “

一 (“ + 。)N

一
+ 。(“+ 。)

“

+

石
·’(· + “, ““

一 ‘

] (3
.

12、

四
、

结 论

综合前面各个部分的结果
,

我们得到如下几个定理
:

定理 1
.

假设成立如下条件
:

l) 算子L
。

和L
;

分别为 Zm 和 2 (。 + O阶的强椭圆型算子
,

2) 问题A
。 , , 和A

。

的参数
,

即算子L
。

和L
。

的系数
、

右边函数f (x)
、

边界口习
。和口口

。

都是

充分光滑的
,

3 ) 问题A
。

和A
二 , ,

的解存在且唯一
,

4 ) 对于算子L
。 ,

岛成立关系式
仁 }i盈

(L
o u , u

) > 占
。

(L
, 。 , u )) 一 k

。

则问题刁
。 , ; 的解

“。 , “有渐近式

。

}}L
’

{}
。

{⋯愁
, 。 。。

Z r

一
)
(。

, )
}} 11‘ 2

N 户 N + . + I 一 l 户

u e , ; 二乙 乙
e , 一 。‘附卜

, .

+ 。耐
’

乙 艺
。p 一 ‘

一

拼‘夕卜
. , ‘

+ z ,

(4
.

1 )
p . o 月 . 0 P . O ‘. 0

其中班
。, 。

(劝 是退化问题 A
。

的 解
,

班卜
, , ‘

(x)
,

(P = 1, 2 ,

⋯
,

N : ‘= o , 1 ,

⋯
,

P) 由递推方程

(2
.

2)
、

(2
.

3 ) 和边界条件 (刀
。

)一 (刀
, 一 ‘

) 确定
.

户
p 一 , , ‘

(t
,

切) = 笋 (p 一阳 (切) ) 厂卜
. , ,

(r , 甲)
,

(P = 0 , i ,

⋯
,

N + m + l一
; ‘= o , 1 ,

⋯
,

P)
,

岁(p 一 “a (甲))为光滑函数
,

犷卜
‘, .

是边界层函数
,

由递推方程 (2
.

1 5)
,

(2
.

1 9) 和初值条件(B叻一 (B
, 十 ‘一 ‘

)确定
;
余项Z N

满足估计式(3
.

1 2 )
.

从上面过程中可以看到
:

l) 若区域边界不摄动
,

即拼之。的情形
,

问题变成含单参数
。的

摄动问题月
: , 。,

其解衍
, 。

(x) 有渐近式 :

N + 价 + 产一 l

u : , 。

(x ) 二艺
: p

班
, , 。

+ 。。 + ’

乙
。,
户

, , 。
+ z ,

P一 0
_

P . 0

此结果与文「5 〕相同
.

2) 若区域边界的摄动和方程的摄动依赖于同一参数
。
时

,

种特殊情形下
,

渐近解的余项估计为
;

(4
.

2 )

其解与文「2 〕相同 在这两
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⋯‘Z
·

}l
: 2
一 O (一”

3 ) 若参数拼依赖于参数
。,

并写成拼(心
,

(峨
.

3 )

于是由定理 1 立即得到如下的结 果
:

定理 ,
·

在定理 ‘的条件下
,

若恕以。 = ”且〕Lm0

的余项估计由(4
.

3) 给出
.

定理3
.

在定理 1 的条件下
,

若 lim 拼(
。
) == o 且 lim

‘~ 争 口 召 - ) 0

则渐近解的余项有估计式

嵘
“
)

己
= d (。簇占镇 OQ )

,

则 渐近解

〔拜(
。)〕“

= 乃
;

(秃> 1
,

o < 占
;

< co 、
,

⋯{乙
N

}}:
:
= L, L￡

“

)

其中 a 一 m 主n ( 0
,

l一 1 一寿(m 一 1 )+ 脚)
.

定理 3 说明
,

若边界较大摄动
,

当 m
,

I给定时
,

正数 )
,

必须取N 足够大
.

一般地要使{!z
,

l
,

-

l }}‘ 2

O (。夕)
,

(P 为某

林宗池
,

1 一 8
,

林宗池
,

1 一12
。
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