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摘 要

木文是作者前三篇论文的一个继续卜
3 ,

.

利用调和函数延拓方法
,

L形和 + 形截面杆的抗扭刚

度很容易求得 数值结果如表 }一昌所示
.

一
、

引 言

早在 1 9 6 5 年
,

作者在 一篇科研报告中提出一种调和函数延拓方法
.

已经友明
,

这 一 方

法对于某类 S ai nt
一
V e

na nt 扭转和弯曲问题是十分有效灼
.

近 几年来
,

以此方法为基础已发

表了三篇论文
f’一 “’ 作为进 一步发展

,

陈宜亨把本方法推广到下列情况
,

即把考虑的区域分

成几个矩形子区域时
,

区域内含有几个内节点的情况
L ‘ ’

从我们的实践经验可知
,

这一方法

是所有同一类型方法中的最好的一个
.

因为 L 形和 + 形截面经常用于工程实际
,

从而我们讨论 匕形和 + 形 截 画 杆 的 S ai nt
-

V en an t 扭转问题如下
.

再者
,

可把本文看成论文 1一 3〕的继续
.

二
、

L 形 截 面 杆 的 抗 扭 刚 度
朴

代替扭转共扼函数 岁 (x
,

妇
〔“ , 吕’,

引入一个新的调和函数 中(二
,

川 如下
:

中(x ,

y ) = 2 笋 (男
,

』尹)

从而
,

函数 中 (二
,

妇 的定解方程为

V Z
中(x ,

夕) = 0
,

少 { = 戈 2
+ 夕 2

式中 l为考虑区域的 周界 (参看图 l 和图 2 )
.

显然
,

扭转刚度可表为

(2
.

1 )

(2
.

2 )

, 一

l)
*

(动一
‘
一“

“
, “X““

(2
.

3 )

式中 R 为截面占有的积分区域 (参看图 1 和图 2 )

现在解决具体的定解问题
.

份
参看图 l
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对于图 1 所示的杆件截面
,

宜 周 陈 宜 亨

我们可沿线段 月D 和 G D 作假想分割
,

这时可得三个矩形子

区域
.

我们把这三个区域记成 F
: ,

尸
二 ,

F
. ,

并把相应的三个调和函数分别记成中
: ,
沙

二 ,

必
:

.

在线段 G D 和 A D 上引入两个待定函数 f (x) 和叭妇
,

并令

巾(二
,

c) = 沪 + ax + f (x)
,

(o‘ x ( a)
,

即在线段 G D 上

中(
a 心) = a 艺+ c 夕 + 夕伪)

,

(0( y (
c )

,

即在线段 刀D 上 (2
.

4 )

}}}}} F’’

}}}}}!!!

}}}}}!!!
凡凡 ...l 凡凡

lllll!!!

11111}}}

注意
, a ,

b
, c ,

d 为图 1 中截面的尺寸
,

而 x , y 是变量
.

此外
,

F o u r ie r 系数 f
a ,

g
。

和修正 F o u r ie r

系数

F
. ,

G
。

写成下式

,一令
一

号}:
, ‘

· , ·‘· 卫二兰d % , 。 = 1
,

2
,

二

吼 _ 2 〔
“ _ , 二、 _ : _ n二y J

_

“
-

一石 一下l
。 U 、, 夕 ”“‘

石
- “ ,

’ ”二 1
,

2
, ·

”

(2
.

5 )

注意
,

引入修正 F ott ri er 系数 F
。 ,

G
。

只不过是为了今

后书写形式的简便
.

图 I L形截面
.

区域 A B C D (F
:

)
,

O A D G

易于证明
,

由式 (2
.

2 ) 和 (2
.

4 )
,

方 程 (2
.

2 ) 在

(尸
:

) 和 G D E F (F
二

)上分别有解如下

中
、

(戈
, 夕)

黑 sb
念
△

二

一“‘

+ 弋“a + ” , 气x 一 “’+ “g 一台
-
洒矛

c h (n二(夕一 c / 2 )/ b)
e h(n 二e / Zb)

n J: (x 一 a )
b

3e 么△
。

汀。n 名

s h (n 二(x 一 a )/
c )

sh (。二b /
c )

C x 〕 了 声、 飞 了 了 、 留 、 J 、

拐兀刀
. 、一,

廿
。 5 11 又n 汀欠a 十 o 一工 ) / C )

S l n

—
, . 夕

.

——
一

—不下丫甲
一了

.

丁下犷

一
一

C

二
” s n 又n 兀 o / c )

(a ( x (
a + b

,

0成夕《
c )

刀汀夕

C

(2
.

6 )

OO艺曰
一

必
:

(二
, 梦)= a 二 + e , 一 乙

8 a 2△
:

汀3称8

sh (n 兀(c 一刀) / a )
.

n 二劣

一
, l

} 、- 一

一 Sl n

—S n 气称汀C / G ) a

8 c 2
△

:

兀 3 n 3

sh (n 二(a 一 x )/
c )

sh (n二 a / c )

C < j

儿汀9
.

r
,

5 1 n

—
寸

,

户
、

‘
石二

sh (, 二夕/
a )

sh (n 二c
/

a )

打才X
S l n

一
a

8乙浏
一

‘
.

打

sh (。二 x
/

e )
sh (n 二a

/
c )

打兀g

C
(0( 戈( a , 0( 夕(

c ) (2
.

7 )
8乙词

+

小
。

(x
, , )二 c 名+

黑 8尹△
。

a 二十 、“c 十 a , L“一 “, 一念平万
百

e h (n 二(x 一 a /幻 / d )
e h(n 二a / Zd )

”二(夕一 e )
d

一 乙
8 a 2
△

,

汀an 3

sh (n 二(夕一 c )/
a ) F

。 s h (n二 (c + d 一夕)/
a )

sh (n二d /
a )

些空
a

十 乙 s h (n二 d /
a )

(O簇 x 簇 G , 。簇夕簇c 十 d )

5 I n
- - -

一
’

a

(2
.

8 )
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上式中

A
。

一 (1 一 (一 1 )
”

)/ 2

按照 D u h e m 定理
‘7 ’,

即调和函数的一个延拓定理
,

沿着分割线
,

应有

(2
.

9 )

器1
、 _ 。

一

鄂 {
二 . 。,

鄂!
, _ 。

一

令
!

, . 。,

(O《y《c) 即沿着线段 A D (2
.

10 )

(O( 二( a) 即沿着线段 G D (2
.

1 1 )

若把式 (2
.

6) 一 (2
.

8 )代入上述方程
,

并把等式两侧展成 Fou
r ie r 级数

,

便得 G
。 ,

F
。

的

无 限方程组

G
_
=

~

澳
-

}
人

。 t

4 e (a + b)
汀 2 阴

△
二
一 ZU (a , e ,

m )一 4U (b
, c ,

。 )△
。

8 c 2
△

,

汀习阴 Z

X
。 (
、

揣、
+ 二了浩

石两 )十援
一

琴
一

矛
暴母{公器异

阴 二 1
,

2
, · ’ .

(2
.

12 )

。 1 1
厂 . 二二二一二苏, 一

~

叮

Y , t

4 a (c + d )
兀 2阴

△
。
一 ZU (c , a ,

m )一 4U (d
, a ,

仇)△
。

8 a 2 △。

兀 3 m Z
y

二

了 1
.

1 、
.

t
- 万气
—

一百 凡
~

寸~ 而一丁
-
一一 万 7一又 1

- 卜
\S n 又阴汀C / 口) S n 气阴汀口 / a )

/

2沉 C

汀a y
,

(一 1 )
, 十”

G
。

, 2
+ (。 c / a )

2

co乙洲

脚二 1
,

2
, · ‘ ·

(2
.

1 3 )

式中 X
. ,

y
. ,

U (a
, 。 ,

。) 为

尤
。
= 塑竺旦

C

” z汀b
+ C t ll

—
脚= 1

,

2
,

⋯

Y
。 望四叮

“

十 e rh
n z兀d

a

阴 = 1
,

2
,

⋯

‘

h
劝

h去.十LCC

; ; , 、

哪 了
,

2c
‘ ,

_

二阴a 、
U t o , C , 刀诏) ~ 一 石一 几 1 一

—
LU

,

一一万
.

—
】

汀
一

m \ 汀m a 乙‘ /
(2

.

1 4)

若把式 (2
.

6) 一 (2
.

8) 代入式 (2
.

3) 中
,

便得 匕形截面杆的抗扭刚度如下式

1
J 二万丁 下O C LO 一

十 C 一
夕十 “口 火u

一

十 ‘ 一
夕宁 “u 气“

一 ~ r u 一
少I 一

O

二 l , 吕脊
一

{
“

4 th

墨
+ d

今 th

器}
8艺

OO乙
一
二

i , 习

一

煮厂{
一

(
t h一些

笋
~

+ th

摆
es 一

卜
一

(
, h
喂筹

~

+ ‘h

漂
一

)}

、..、

!
、、、夕/+

髯
。

斋{
G 一(

th

誉
+ t h

半)
+ F 二

‘

又
th

带
+ t卜豁

(2
.

1 5 )

现在可把上述方法总结如下
.
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对于图 1 所示截面的扭转杆
,

尸
。

和 G
。

的解代入到式 (?
.

1的 中
,

若在式 (2
.

12)
,

(2
.

1幻 和 (2
.

表 1 和表 2 所示
.
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我们可先解出方程组 (2
.

12 ) 和 (2
.

最后便得抗扭刚度的值
.

! 5 ) 中截取前15 项
,

所得的结果如

2 3 )
,

把得 至}}的 关 于

午
.

目

丁日
午} L门
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翌里三兰竺
-

表 2 B 值表
~ / L 、

~ 叭一下一 )
·

, ·

乙乙/ rrr 0
.

111 0
.

222 0
.

333 0
.

444 0
.

666 0
.

666 0 了了 0
.

888 0
.

999 1
.

000

000000000000000000000000000000000000000 4 2 7 2222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222BBB 值值 0
.

2 04 000 0
.

2 7 6333 0
.

3 5 1 777 1
。

444 0
.

5 0 1易易易 0
.

7 1 6 555 0
.

了8 6000 0
.

8 555

LLL /ttt 1
。

111 1
.

222 1
.

333 1
.

1 2 5 333 1
.

55555 1
.

888 1
.

999 2
.

000

BBB 俏俏 D
.

9 2 3111 0
.

9 9 D999 !
。

0卜8 555 4
.

000 1
。 勺

8忍毛毛毛 1
.

3 9 3 777 1
.

4 6 0555 1
.

52 :::

乙乙/ ttt 2
.

555 3
.

000 2
.

555 2
.

3 6 2 222 4 55555 6
.

0
、、

6
.

555 7
.

000

BBB 值值 1
.

8 6 1666 2
.

1马5 111 2
.

5 2 8了了 9
.

000 3 1马6 11111 4 飞97 444 4
.

5 3 2000 4
.

8 666

LLL /ttt 了
.

555 8
.

000 8
.

555 6
.

2土0 555 9
.

5555555 {{{lll

BBB 值值 5
.

2 0 2000 5
.

5 37 999 5
.

8了4 00000 6
.

5 4了了了了了 !
{{{,,

三
、

十形截面杆的抗扭刚度
‘

对于图 2 所示的截面情况
,

方程

同
,

故把整个计算方法简述如后
.

今在分割线上引入待定函数 夕(劝

少‘士f
,

夕) = 2 t2 + g (夕)
,

小(丙
,

土t )二 Zt
,

+ g (% )
,

再令

(2
.

2) 和 (2
.

3) 仍为正确
,

这里的推导和上 节 完 全 类

(或 g (夕))
,

又令

(一 t( y( t)
,

即在线段 A B 和 C D 上

(一 t簇y簇t)
,

即在线段 B C 和 月D 上 (3
.

1 )

参看图 2
卜
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J 一

一
, ~ . ~ ~ ~ ~ ~‘ ~‘叫~ ~

一-
~
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一

~ 叫
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一
一

一
_ _ _ _

G
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l, g
,

= 石
~

= 了、 g L夕) 5 In 气n 汀 Lg 十 犷) / Z t )“夕 (3
.

一土- 一
_

,’.
_ _

甲
一

⋯
一

⋯ }
_

和上

碳
同

,

沿着线段 A 刀 ‘或沿线段 B c
,

C石

洲
一丰

一

日 缪
用 D “ he

咋
‘ 「”

’

可 得 关于 试 的无‘方

一卜一一一卜
- 一十一厂:

州 -
- FJ 一!

一
。 1 { 3 2 tz l

1 . { 1 1 t J
.

. 二二二 一 云牙
.

吃
一

~

一- 二一
二 -

一
匕笼上曰

” ’

州
“

“
s
li( m ‘a/

甘
_

} 可 }
‘ 一 4u( a, 2t, 耐 十卫翼土丝

-

)十一巡票
一
尹 翼

竺布

一 匕
汁尸

“
一

阴 ’_

”

七
”

二
n 一

十优
-

椒目 1
,

3
,

5 , , 二 (3
.

2 )

程

3 )

图 2 十字形截面

式中

X 一 , h

粤
+ 。‘h

罕 阴 = 1 , 3 , 5 (3
.

4 )

又 U 函数的定义仍如式 (2
.

1 4 )所示
.

把得到的解 (未具体写出) 代入到式

1
J = 气不 气1 0 丁~

‘
.

卜 1 心不一(I 寸
.

4 不C
’
)

西

(2
.

3) 中
,

便得 + 形截面杆的抗扭刚度

黑 1 2 5 / _ , . , , 二。
‘ , . 1 , 二t \

一 少
.

一云节万 t 石r t U - 二丁 十 a ’ t ll

—
口

,

二
s 汀

一介 一
\ 4 不 “ /

恤
甩 一 l , 3

3 2G
,

tZ

汀2 n 3 警
十 th

等) (3
.

5 )
8乙

一

所得的数值结果如表 3 所示
.

表 3 C 值表
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‘

(见图 2 )
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