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摘 要

本文论证有限变形理论“2飞

中的拖带坐标系描述法和近年来发展的实验应变分析的M o ir ‘方法

在数学基础上是同一 因此从 M
o ir 亡几 何学进一步肯定义【l幻提出几何场论的重要实用意义

一
、

引 言

H e n c k y“ ’在1 9 2 5年研究塑性大变形的物性关系时
,

提出采用拖带坐标系的概念
,

以后
,

Br izlo u in ‘2 ’,

S y n g e 和钱伟长
‘“’,

G r e e n ‘4 1 ,

L o d : e 〔5 ’等 人将此方法用于弹性力学
、

板壳理

仑
、

弹性液体等问题
.

但它的几何意义在一般力学中阐述不足
,

以致 理 解 存 在困难
.

近年

长
,

由于实验应变分析的M oi r e 法发展
,

使我们发现
,

从理论观点分析
,

M oi r ‘法本身就是

欠变形拖带坐标系描述法的应用
.

根据M oi r‘云纹几何的分析同时也提供我们判断各种大变

王定义合理性的一条实践途径
.

许多学者 (文献〔6 ]
、

「7 」
、

f s 〕
、

「9 〕) 已经指出用度规张量定义应变张量 (常称为

G ee n 应变张量 ) 是不合理的
,

在平面变形情况
,

定义如下
:
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Pa : 和 D 盯 el li “
“’指出

,

以单向拉伸为例
,

无论伸长多大
,

仅要位移函数 u( 劝 为单值可导

的
,

用口u/ 口
二一项便足以确定应变量

。

无须加入1/ 2 (口u/ a劝
“

二次项
.

另一方面
,

我们注意到

〔口妇芳十 l/ 2 (面 /叙)
2
〕和 应 力 的 乘积在物理意义上并不直接等于应变能

,

目前许多文献将

。刁‘

定义为应变能仅是从数学形式上出发
.

比他有许多大应变分量定义
,

旨在消除上述缺点
,

其中有如 D u r 。l1i 定义
〔

川
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坦这组分 缝不构成张量
.

B io t 定义‘“〕:
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上式中 0 为转动角
,

峨j为平面均匀变形的变换系数
.

这组应变分量定义 由位移梯度乘积定理

导出
,

定义非唯一
以下我们将直接由M oi r己云纹几何学建立应变分量与转动角的度 健公式

,

并由此解释 以

纯数学方法的直和分解定理所得结果的几何意义
.
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在实验M oi r ‘法中
,

采用二组栅格
,

一么

你为标准栅或固定栅
,

它相当于理论上的固艺

参考系
.

另一组为贴附在试件上的变形栅
,

芍

相当于理论上的拖带参考系
〔‘2 〕

.

当 试 件 栅芝

形
,

它和标准栅条纹相干出现云纹图
.

拖带系 (简称为 C
.

5
.

) 在初始时
,

}郎之

和固定系(简称为F
.

夕
.

)重合
.

变形体中
一

点

的拖带坐标 (二
,

川就以初始时和它近合的卜定

系坐标 ,
,

伪 来 标定
: 二 ~ 戈

, 夕= 户
.

试千变

形后
,

拖带坐标为 (二
,

刀)的
,

点移到相对于固定系坐标为 (戈 (x
,

夕)
,

万(, ,

.u) )的一点 ( 图

1 )
.

要注意在试件栅上
一 点的拖带坐标 (x

,

如 值 (标号) 在形变过程中是不变的
,

改 :的

是它在固定系的位置坐标值
.

三
、

由变形栅儿何确定大变形应变分量

当单向拉伸时
,

拖带系相对于固定系 (C
.

S
,

相对于F
.

了
.

) 作直线运动
.

见图 2
,

受在

月点 (对户
’ ,

5
.

的点坐标为j ,

点 ) 的条纹级数为
。 , ; 在B (灭。)点的条纹级数为 。 一 1

.

注长设
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为己

占= 灭
,
一灭。= (灭, 一 x , )一 (又。一 劣。) + (x一

劣。)= “」一 u。 + 占
。

(3
.

1 )

二 , 和劣B 是变形后位于儿和 j 氏点的拖带坐标
.

位移 u
_

、
= 戈刀一 x , ,

uB = 灭
B
一翔

; 占
。

是占线段的原

长
.

令 几表示单位伸长量
,

A 点相对于 B 的线性位移为栅格的一个节距
a

.

因此
,

可得

占= (士}兄}+ l)乃
。
= a + J

。

(3
.

2 )

在 !川前之负号代表压缩的情形
.

以变形后的位形为基准
,

正应变定义为

己一 占
。

合

a

一万一
!几】

寸 一
一

_ . 万一丁
,

一 1 士 !几}

△u

△s x (3
.

3 )

上式中 占为条纹间距
:

Asx = 戈A一灭B ~ 乃
,

△u 一 : , 一吻
,

上述定义不论是小变形或大变形均适

用
.

再加入1/ 2 (△u/ △sx )
“

项作为应变分量可见是多余的
.

正应变与转动的复合

当拖带系 (C
.

5
.

)有任意转动和正应变发生 (图 3 )
.

任取一点 。
为 原 点 考 察

,

初始

时
,

拖带系和固定系 (尸
.

5
.

)重合
,

拖带系变换后位在 x ,o 了
,

设拖带系的转动角为 0
,

规

定逆时针转向为正
,

原长为△夕之线段伸长后为△夕
产

.

按照大变形正应变定义 (3
.

3 )
,

△夕= 八夕
广

(1 一
〔y )

月
产

点相对于固定系的
u位移包含有变形与转动影响二项

,

所以有

△v 刀二 夕
,
一从

、
一 一 A 夕(1一 。 0 5 0) + (△夕

‘
一 △夕)c o s o

结果有

应力方向 八口
. , 二
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,
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图 2

同理在水平位移
u 场测量中

,

消去转动影响的

正应变分量
:

A 院
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.

一
卞 火I 一

c 0 5 口 j
凸石次

(3
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5 )

公式 (3
.

4) 和‘3
.

引的结果和 文〔1 2 」中的数学结论一致
,

由此直观解释了理论的含意
.

角应变和平均转动的度量

在 C
.

5
.

中一点邻域的平均转动和角应变是通过该点的二条正交线段交角的 变化来度

量 在文〔1 2〕中导得的平均转角和角应变公式之几何意义可由图 4 得到说明
.

在图 4 中
,

取 。 点邻域考察
,

;迈过 。 初始的二条正交微元线段
,

变换后位于 。x,
、

叩
‘

位
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置
.

平均转角 0 通过它的正弦值 s执 O 度量
;

实际上它是 S in 乡
,

与 sin 乡
:

之 平均值 (图 4 )
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、
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.

在文 【12 〕中的角应变通过正弦值
sin , 度量

,

实际上它是
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,
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:
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当运动为刚性的
,

△叮 八s 二二 一△。/ △勺
、 t 二y = 0

.

以上结果导出下列一组大变形与大转动的应变分量与转动角计算公式
:
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式 (3
.

8b )之正负号系计及转动正向规定
,

如规定逆

时针转向为正
,

则 取正 号
,

在 变 形过程中
,

当位

移 u 、 v 连续变功
,

O角是连续唯一决定的
.

应变分

量 “ ,

则不受转向正负之影响
.

在一点无穷小邻域
,

取 Li m 八s二
一

) o
,

八勺、。
,

(3
.

8a
,

b) 式就以微商形式表达
.

它和位移梯度分解

定理所得应变张量的物理分量形式上完全一致 仁见

附录旦
.

这提供了我们研究大变形和有限转动 的 一

个非常有价值的合理途径
.

作为应变张 量的必要与充分条件之
一
是当变形

体作刚性运动时
一 ,
‘

,

= 0
,

(‘
,

j~ 1
,

2 ) ; 反之
,

当

‘、,

“ O
,

(‘
,

j二 1 , 2 )
,

变形体之运动变换必为刚性的
.

以下我们证明(3
.

8a
,

b) 满足这个条件
.

1) 当变形体作刚性运动时
,

位移函数
:
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,
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9

由公式〔3
.

8 a ,

句
,

易证在此条件下
:

“、= 0
,

(i
,

j= 1
,

2 )
,

O二 O
。

2) 反之
,

如 〔‘, = 0
.

在公式(3
.

8a
,

b) 中取 Li m △s-v 、 0
,

△足、 ~ o
,

要求
一

‘列条件成立
:

= 5 in 口 (3
.
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。
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a v
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, , 二二

~ 一

+ (1 一 e o s 日夕= 0
。 满 0 夕

从以上诸式消去 0
,

得 出下列非线性偏微分方程
:
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)
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易证下列 u , v 函数为上述微分方程之解
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“= (e o s a 一 1 )戈 一 s in a
·

y + c ,

刀 = s in a
·

x + (e o s a 一 1 )夕+ 口2
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.

12 )

其中
。 , 、 c :

为任意常数
,

a 是与 x , 夕无关的常数
.

a
可由 (3

.

1 0) 决定
: a = 夕

.

因此我们得

到刚性运动变换函数
.

以上的论证使我们相信
( ‘,

是合理的应变度量
.

有下列特点

( 1 ) 是在拖带系 (C
.

5
.

)中定义的
,

消除了转动的影响
.

这个定义是非线性的
.

( 2 ) 由此定义推断
,

Cau
o hy 微小应变分量适用的范围

,

不但要求位移梯度 微 小
,

同

时要求平均转角 0 微小
, 。05 0 二 1

.

四
、

附 言

因为大应变分量是在拖带系中定义的
.

为了决定 △u/ △叙
,

△。 / △介等导数值
,

较为方便

的方法是在试件栅格之外
,

再刻上粗格明线 (可用红线)
,

沿这些线计 算 △叙
,

△勺 之近似

值
.

进一步近似计算可取 △叙、△二
,

△勺二△夕
,

结果仍可保持一定精确度
.

实验方 法不在本

文讨论范围
,

将另文论述
.

一篇可参考的早期论文参见〔1 5)
,

附录 (参考〔1 2 ))

符号
:

“ ’
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,
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.

中一点州 变换后在 F
.
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.

g
, ,

g
,
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.

5
.
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,

r。 , r

一变形体中一点变换前后的位矢
,

R : 一 转动张量的分量
,

义 :
-

一应变张量的分量
,
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