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摘 要

用摄动法分析了几种非线性圆板问题
,

其所选用的摄动参数
,

不是某一预先给定的 力 学量
,

而是从某些方程中求解得出
,

这个方法是钱伟长以中心挠度为参数的摄动法的延伸
�

前 言

用摄动方法求解非线性问题时
,

摄动参数的合理选择是很重要 的
�

在 ����年
, 、

钱伟长在

求解圆板大挠度问题时
,

提出了一个以 中心挠度为参数的摄动法川
�

这个方法在固体力学中

得到很多的应用
,

特别是求解非线性问题时十分有效
‘幻

’

�� 
�

最近
,

钱伟长在 著 作〔� 」中指

出 �
中心挠度并非唯一的摄动参数

,

它对均匀载荷的问题而言
,

似乎是较好的
,

但是它有中

心区域凹陷的限制
�

有没有其它的参数的选择
,

能扩大这个选用范围呢�

本文是在这个提示之下
,

用待定参数法选择摄动参数
,

避免挠度函数在圆板中心区域出

现凹陷
�

二
、

基 本 方 程

我们讨论受均布荷载�作用下的等厚圆薄板
,

它的平衡方程可以写成 “, �
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这是关于横向挠度。与径向薄膜应力�
�

的非线性常微分方程组
,

其中的�是 板的厚度
,

� 是

弹性模量
、 � 是抗弯刚度

,
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—为 了唯一确定上述方程的解
,

还需给出边界条件
�

我们讨论下面两类
�
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现在
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,

令

戈 � � �

��

刀一、互云不而万偿

��
�

�
, � �

��
�

�
,

� �

� 二髻�
,

刀
��

�

�
, � �

式中
�
是圆板半径

�

变后的方程 ��
�

� , � � 与 ��
�

�
“

� ,

� � 可以写成�

�

砚矛
一 尤

�刀
� �

� 。
� 二

— 厂
�

�刀
二 了二二一 , �

夕
“ 汤

��
�

�
, � �



圆板非线性理论的一种摄动解 理�宁

妇
�
一

� �
生 一

一下
一 �

万
�

� 厂 十
� � �

��
�

� ,

��

这里的�是无量纲荷载
,

� 口
’

��百 �
咯

�� ��一 召� �」艺 ��
�

��

变换后的边界条件为 �

� � � 夕斧 �

当� “ �时
,

刀� �

斋
十 、
碧

一。

二、
,

器
一。

��
�

�
, � 、

��
�

�
,

��

��
�

� , � �

寿
。

�

�� 。 斗 寿�� �刀
��

�

�
, � �

壳�
�

�一召 十 � ��左
� ��

�

�
,

� �

� 为有限值
�

癸
为有限值

·

��
�

� ,

��

��
�

� , � �

�下�

当� � � 时

力� �

口� �

�

碧
� �� � � �

尝
一二

� � �

��
 
!∀ , a

)

(
2

.

1 0

,

b )

(
2

.

1 0
, e

)

其中
a么
斌 12(1一 群,

;

: ,

fn
二二二

一—一一一二下石

—
丈以

乙上J n
( 2

.
1 1 )

当x = O时
,

F 为有限值
,

d 刀 .1- *
,
泪 、

一了万
.
了J 钊 戌叉 ,且

.

以 弄

( 2
.
1 0

,

d )

(
2

.

1 0
, e

)
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.
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.
6) 求其摄 动解

.
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上述式中的
。
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上述式中的a
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a :与几是待定的量
.
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,
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沿边界均匀分布力矩的圆板

在方程 (2
.
6 ,

a) 中
,

设

P = 0 (弓
.
1 )

同时
,

令

“一

器 (5.2)
则方程组 (2

.
6) 变成

斋
X。一
分

。

斋
二“

一韧

(5.3, a
)

(
5

.

3
,

b )

、,产

ja
.
0

相应的边界条件(2
.
10

,

a) 一(2
.
10

, e

) 是
:

当x = 1时
,

刀= 0 (5
.
4 ,

�匀户a
了‘
�了.、

d 0

2
一石厂丁 ~

+ L l + 拜) 口== 协
“劣

F = O

当x = O时
,

F

,

0 取有限值
·

现在
,

我们假定常数m 及函数0与F 取渐近式
:

m “椒谓 + 卿庐 “
+ m 碑“

+ ……

0二 口:。十 口a。
。

十0
。召卜

+ ……

4
,

e

)

(
5

.

4

,
。
l )

( 5

.

5

,

a

)

(
5

.

5

,

匕)
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F == F ZoZ+ F
;君4

+ F
o e 6

+ ( 5
.
5

,
e

)

上述式中的参数
。
是待定的

,

解得出
.

将渐近式 (5
.
5 ,

a) 一

的幂
,

令同幂的系数相等
,

当m
;、

m
: 、

·

”…被确定之后
,

参数
e
可以从 方 程 (5

.
5 ,

a) 中求

(5
.
5 ,

c) 代入微分方程组 (5
.
3) 及边界条件(5

.
4)

,

比 较 参数
。

我们得到微分方程组
:

聂
x”2‘
一含

寿娜
:,
一合

F2o02(i一朴 一 :

( 5

.

6
, a

)

t-1
E

左一 0 一1 , 2

乙 0
:
卜

,
0

2 。‘一。) , ,
( 5

.
6

,

b )

k 一 1
, 2

二 1
,

2
,

3
,

‘

” ”
.

F
。
三O (5

.
6

,
e

)

边界条件
:

当劣 = l时
,

夕i== 0 (5
.
7 , a

)

_

d 口‘
. ,

_ .

Z to 芍节了 + 弋1 + 产少U ‘= 脚i
“ 万

F j = 0

( 5
.
7

,

b )

(
5

.

7
, e

)

当戈二 O时
,

( 5

.

7

,

d )

( i = 1

,

3

,

5
,

……

根据边界条件
,

F
j

,

0i 取有限值
.

j = 2
,

4
,

6
, ·

…
。 ·

)

可从方程组 (5
.
6) 中求出函数氏‘

;
与尸 ,

,

例如

8:二 m ‘

1 + 拼
( 5
.
8

,
a

)

。 1 / 脚 ,
\

厂
, 二二 一二 ~ l

—
}4\1十拼 /
( 1 一x ) (5

.
8

,

b
)

“3一

壳(万岛
-
)
“

(合一音
/2
)

F. 一贰子溉
~
)
‘

味
一

争
+
奋s]

(5.8, e
)

(
5

.

8

,

d )

1 2 切1

口‘ 二二二 一, , 二二, 任

—
256\1+户 )

’

l晶
X+
鑫
XZ一
矗

, 3
+

晶
X‘
〕 (5.8, e

)

。 1 / 明: \
“「7 1 3 5

__,
5

_ , .

1

‘

1

_ _ ;

1

厂 ‘
一 而丽火互千i丁/ L亏西而一和‘

一而
‘

一

卞丽‘

一丽吞
‘

一

」 (5 8
,

f
)

。
,

_ - 兰r 业勺 、
‘

「
4096\ I十月 / L

7 1 3

不元面
~
劣 +

5
,

7

*

2 9

一罗了二一 X
一

-

~
气二一了一

X
~

-

勺一丫
.
二 , 劣

’

I U 匕 4 3 2 1 4 40

1 9
。

6 4

。

1

十二稿品劣 一 丁丁二二劣
一

!

名了U U 1 1 石任 J
( 5

.
8
.
9 )



圆板非线性理论的一种摄动解

同第三节一样
,

上述式子的求得
,

是利用了内
、

0

。

与0
,

的表示式中的常数项为零
,

并 利 用 它

来决定二
:、 沉。

与m
, ,

脚s二

、

鱼土竺了
48 \

m1
1+ 娜 ( 5

,

9

.

a

)

7
+

3 户 / m ; \
。

了月 . 二 二二~ 一二气, 二二一一吸

—
,

5 1 艺U \ l + 召 /
(5
.
9

,

b )

9 2 9 5 7 + 3 7 3 9 7 拼

1 8 5 7 9 4 5 6 0 0
‘巡 、

’

\ 1 十拼 /
( 5
.
9 , e

)

将这些值代入(5
.
5 ,

a)

,

得到
,

二
_
、

/ 阴; 、
. 2 + 拼 / m : 、3

,

功= L王宁拜少l to 丁下尸二一 I己 十
一
~
一下不

~
l 一万

一
万二一 J 己 -

\ 1 ,
.
拼 / 4 石 \ 1 十拼 /

.
7 + 3召 / 脚: \

. _
二 929 57 + 37 397拼 / m : \

, _ , .

,
. 一下言二下一吸一丁了二万一 , 己 一

卞 —丁万二万又几不不石不不一
,

!
一了几一二尸 J 己

-I- … L匀 . 廿 ·

u )

勺通乙U
‘

、 1 , 卜产 / 足己O 了沙 4 0 0 U U 、 丈,
一
户

产

同第三节的理由一样
,

利用本文的方法来决定ma
、

。5与断等值时
,

可使挠度函 数 。/h 在

板中心不出现凹陷
.

将氏代入(5
.
5 ,

b)

,

并积分一次
,

再利用边界条件(5
.
7 ,

a)

,

可以得到

。 , _ 、

/ m

:

\

.

7 了 沉 ,

\

8 。 .

2 8 3 / m
l

\
s

,

ee
p L U )

=
t we 万一了 , 了~ l召 一 气二高万二. 一丁下产甲叶 , 8 ’十 又二: 二二二二龟~ 丁一丁 , 泞 一

, 己.

\ L -t
‘

户 / 勺了O \ 1 十户 / 日之I O U U \ 1
.
亡
.
召 /

5 2 6 5 1

5 2 0 2 2 4 7 6 8 0
(
二粤

鱼

丫
。7 十……

、 l 十 拼 /
( 5

,

1 0 )

从 (5
.
9 ,

d) 与 (5
.
1的 两式中消去参数

。,

可以得到边界分布折合弯 矩 (一m ) 与 拆合

中心挠度刀(0) 的关系
:

一 m == (1 + 。)刀(。) + 卫类少
-[刀(。)〕3一

0to

11 十2 6召

6 9 1 2 0 0
[刀(0 )j

“

4 7 8 1 3 + 3 5 1 2 9 召

7 8 0 3 3 7 1 5 2 0 0
[口(0)」

’

(
5

.

1 1
)

如果将 (5
.
11 ) 中的有关量值变换成文献〔8 」的符号

,

则本文的 (5
.
11 ) 相 当 于 「8 〕中的

(4
.
4)
.
两式比较

,

包括关于刀(0) 五次幂在内的前三项是完全相同的
,

而七次幂 项 则是不相

同
.
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