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摘 要

本文利用多重尺度法研究了薄板在中面力的作用下的弯曲问题
.

今考虑环形薄板在中面力的作用下的非均匀弯曲问题
.
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E
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A lzh
o
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T
.

D a vi “ (1 9 6 8 ) 曾经用匹配法讨 论 了 这 类 问

题 L” , 〔“’
.

江福汝 (1 9 8 0) 利用多重尺度法曾讨

论 了在径向力N
r ,

环向力 N 。,

剪力 N
r 。满足

N
r

> 0
,

N
r

N , 一 N 草, ) o 的情形
‘“’

.

本文是利

用同一方法来讨论当N
,

= N (r )
,

N 。= o
,

N
r。

= 0 的情形
.

在这种情形下 N
r

N 。一N 李。~ 0
.

利用极坐标 (r
,

0) 薄板在径向力N
r

=

N (r ) (> 0) 的作用下 (图 l ) 的 挠 度 方 程

为
’‘’, 〔“’, t“’:

△△环
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一
N (r ) 日2

砰
D 日r Z

= 0 ( 1 )

,

⋯
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_
.

.

一 E 护

其中 阿 (r
,
“, 为挠度函数

,

口 = 1 厄万I二玉声, 力
图 1 板在变形前的俯视图

板的弯曲刚度
,

h为薄板的厚度
,

E 为 Y o u n g

弹性模量
, 梦
为Po is s o n 比

,

△ 为L a p la e e
算子

.

设环形板的内缘半径与外缘半径分别为
: 。, : 1

.

引入无量纲量 :

N (r ) =
N (r )
r I
E

;

一rl一一
�犷附

一
人

一一
命

方程 ( 1 )化为 戈略去符号
“

、
”

、
、二 : 2

△△不。一N 〔r )一鬓毕
O r 一

( 2 )

其中 扩一

丽户西可
《 ‘

江福汝推荐
.
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设给定的边界条件为

才 }
, _ :

= j
。

(0)
,

砰 }
.

二

= f
l
(日) ( 3

。牙 }
。

、

。班 {

下}
, 一。一 “。‘”少

, 一

‘
一

{
r 。 」
一“

1 (口 ’ ( 4 )

其中 。= 李< I f
。

(。)
,

f
,

(口)
,

g 。

(o )
,

、;

(口)为充分 光滑的雨数
.

, l

方程 ( 2 ) 当 e = O 时退化为

F 〔W
。

」注

方程 ‘ 5 ) 在边界条件 ( 3 ) 的解为
:

日忍

牙
a r Z ( 5

l
。 , , , 。 、

.下 0 L r , 口 少= 百一
-

工 1 LJ o L u )一 o J IL 口 ) )一 气J O又‘7 )一 J ; 气口 ) )r J
1 一 口

( 6

先考虑在边界
r = b

.

, = 1 的外部解
:

( 7 )

将 ( 7 ) 代入 ( 2 )

附(r ,

口
, e )二牙

。

(r
,

口) + 乙
: ”

W
。

(r
,

口)

令
巴的各次幂的系数为零 得到

。
。 , 1 , 、

l
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,

一 (”一 ‘
,

“
, ”

‘

)

在 ( 8 ) 式和以后都将带负下标的函数取作零
.

方程 、8 少 的解一般不能同时满 足 ( 3 )

( 4 ) 的边界条件
.

为此
,

尚需补充边界层项

首先
,

在 r 二 b 的邻域内引入变量 占和 小

这时关于
了
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:
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又洲 个下 击
研 、了 沙
二币 11

~ ~

二
.

一

汗
O U 一 / \ a 犷

- 暴
十
谁那

￡

{研一 万 口?

尸
d r 艺 = O

一[惑
一“

:

」研
一”

( 9

有中使具

、 r ‘1

/ 日4 日2 \

j\. 刻
” 一 ‘

、

诊
一 。葬夕

。
一叱}N

、

欣
一
+(

3
耐N, + 鱼耐丫夕{

。

一 :
耐

口 ‘ 口刀 \ 刀
·

0 9
’

1

N 更N
‘

三三匀
“勺

口言
2口刀

_ , : , .

1
, :
、 d

‘

汁
一

勺 ( z 、 十 一jv }一二不万
、 叮

“ 0 夯
-

上
一

N
一 ‘

爪
‘艺

+ ZN
I,



关于薄板弯曲问题的摄动方法 写23

+

补
,
一

卸)备
+

补
百
募涛

一 那

器
‘

3
兰 ‘万‘百

盎
十

(
3万

一

‘万
,

+
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+
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+
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一
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+

韧
‘
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+

(韧
一

告刀
,

一

补
‘)二象

十

(韶
一
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一

韧
一

’万
’

“
· +

韧
一

‘刀
‘ ’

+

创
一

韧
一

枷
‘2
+ N

一

‘

叫
一

命
N

一

‘刀
,

+

韧
‘
)备

凡二

斋
+

号备
+

备儡
砰 一

秦斋
一

杀儡
慈

+

备命
+

命箭
十

斋命
其中 N 二 N 〔的

,

撤号表示它关于 刀的求导
.

设在 , 二 b 邻域的边界层项具有如下展开式
:

矿‘b , (雪
,

。
,

“
, 。) = E

。” + ’犷份
, (乙

,

。
,

“) (1 0 )

将 (10 ) 代入 ( 2 ) 并令
。的各次幂的系数为零

,

得到

尤
。

[厂‘

合
, 〕二 o

且p

a‘犷沪
, a ,

犷中
,

日占
4 口省

2 (1 1 )

及

尤
。

[犷‘

:
,

卜一 乙 K 、[犷‘

之七
‘〕 (。== i

,

2
(1 2 )

由 (1 1) 得到 犷令具有边界层项性质的解为
:

犷‘

含
, == e ‘

含
, (。

,

其中 c 令为任意函数
.

由 (1 2 ) (当 。 = 1 时)

。) 。x 。 (一。)一 c 、

合
,

(, ,

。) 。x p
(一粤}

r

、‘、, :

、
‘ J‘

(1 3 )

可得
:

兀
。

〔犷‘

令
, 〕二 一尤

;

[犷‘合
, 〕 (1 4 )

令 尤
;

[犷哈
,

」= o
,

可得

2万 鲁N’
+

韧)
c ‘

, 一。 (1 5)+

口

口一
仗01刀C

�

d日
一
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方程 (1 5 ) 的边界条件将在后面提出 (参见昭 7 ”

此时 (1 4 ) 便为
:

八U

一一

L口一

下天口
一

一
瓦

。

[厂‘

令
,

1二
。‘厂 ;b

口舀
弓

得到 厂件
,

具有边界层项性质的解为
:

: (

今
)
一。

(

令
) (,

,

。) 。x 。 (一 ; )一。(

全
》(, ,

。) 。x 。
(一李(

产

、‘、r ,

、 乙 l
』

‘ b

(1 6 )

其中 c ‘

朴为任意函数
.

用上述相同的方法
.

利用递推关系式 (12)
,

可以逐次地确定 厂户
:

: 份
) 一 e曾

,

(。
,

。) ·x 。 (一 :卜 e护
) (·

,

。) 一。

(
一
告}

N ‘d ·
;

)
J

b

(n 二 2
,

3
,

(1 7 )

其中 c宁满足一阶偏微分方程
:

ZN旦
丝

+ 俘 N, + 鱼N

O冲 \ 乙 叮 冲
一 万

一

“

争
‘「厂 淤

1一“一 p“

(” = 1
,

2
,

⋯ ) (18 )

方程 (1 8) 的边界条件也将在后面提出 (参见 (3 0 ))
.

其次
,

在 , = 1 的邻域也可构造具有如下形式的边界层项
:

厂 ‘, , (互
,

厅
,

0
, 。 )一 乙

。” 十 ’
犷

‘

九
,

(舀
,

厅
,

0) (1 9 )

其中 看
,

万为

: 一告{:
〔N (一 , “告d一 亏一

相应地可得

rKIJ3

,一

勺却N卜
。

‘ , 、 , 二 。 、 , 二 、

。
‘: 、 , 。

、

/ 1
犷 二 = 七 二 气刀

, 口少e X p 仁一 g 少= 七 育 又r , 以夕 e X p l一刃
、 乙

(n = 0
,

1
,

2
,

(2 0 )

其中 C ; 满足一阶偏微分方程
:

2

尸黔
一。

(扣
·
+

韧)
c (
: 一。

2N 公
+
(

一

扣
’
+

号
万

1 4

C ‘

扩~ N
一 万

乙凡犷以份
, 一 ,

(n = 1
,

2 (2 2 )

关于 C甲
,

C( 扩
、

(tt = 1
,

2
,

⋯ ) 的边界条件将在后而提出 (参见招 8 )
,

又3 1) )

根据上述
,

若假没边值问题 ( 2 )一一 ( 4 )的解的渐近展开式为
:
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班(r ,

口
, e ) = 班

。

(r
,

口) + 乙
。”川

。
(, ,

口)+ 乙
。· 十 ‘厂

(

盆
’

+ 乙砂 十 ‘
F

‘

孟
,
+ Z ,

(2 3 )

则对于余项 Z
。

成立

L
。

[Z 、〕= O (: 刀
十 ‘

) (b < r < z
,

o‘口‘ 2 二 )

下面再确 定附
。 ,

C户
,

C梦的边界条件使在边界上对于 之 , 成立
:

Z ,
!

, 一 6
= O (。N

+ ’

) Z 二 {
, 一 1
二O (e 丹

+ ’

)

(2 4 )

孕
一

{ 一 。(。二一 ) 一

擎川
一。(: N 一 )

口 r }
, 二七 o r l, 匕 l

(2 5 )

将(2 3 )代入边界条件 ( 3 )一‘4 )
,

研
。

卜
一 。
二f

。

(0 )

令
: 的低于 刃 十 l 次幂的系数为零 便得到

附
。

!
, . ;
二 f

l

(0) (2 6 )

口牙
。

口r
= g 。(口) (2 7 )

aw
。

{
、

粤
一一气一一一{ 十 (四

‘

a r lr , 」

= g ,

(0)
可. 1

(2 8 )

附
·

1一
+

啾
。 . 。

= 0 W
·

}
, _ ,

+ C“U
l

!
, _ l

一 0

(” = 1
,

2
,

⋯
,

N ) (2 9 )

日牙
日r

一耐 。少十旦攀处川 一 。

口刀 / }刀 二内
(儿 = 1

,

2
,

⋯
,

N ) (3 0 )

口砰
。

口r

r 一 L

r . 1

N 告C二
, , + 卫 = 0 (n = 1

,

2
,

⋯
,

N )
}布. 王

四算、{
d 刀 / }

(3 1 )

/

l
‘
、/‘、、

+十

由此我们便可把 砰
。 ,

C矛劫
,

C尸, 依次确定出来
:

由( 5 )
,

(2 6 )得到( 6 )
.

将W
。

代入 (2 7 )
,

(2 8 )
.

可分另,J得到 C Jb
,

!
。 一。

,

C 0(
, ,
!,

. : ,

且由

(1 5 )
,

(2 2 )可分别确定C 扩b ,
,

C 子
‘, .

将C子b
,

,

C J
, ‘

代入 (2 9 ) (当 n = 1时)
,

可得到 附
:
}
r 一。

,

牙
,

}
, 一 ; .

且
.

由( s ) (当n = 1时) 可确定邢
1

.

再将砂
; ,

C 0(b
,

C 0(
‘,

代入(3 0 )
,

(3 1 ) (当 n = l

时)
.

可分别确定 C 犷b ,
}

, , 一。
,

C 护
‘, };

. , ,

且由(2 5 )
,

(2 2 ) (当 n = 1 时) 可分别 确 定 C贷b , ,

C 犷
‘,

.

按照这样的方法
,

由( 8 )
,

(2 9 )
,

(1 5 )
,

(2 2 )
,

(3 0 )
,

(3 一)便可依次确定班
。 ,

C万b , ,

C J
‘, (n = 2

,

3
,

⋯
,

N )
.

再由(1 3 )
,

(16 )
,

(1 7 )
,

(20 )便可确定 厂才b , ,

犷沂
, ,

(, :“ 0
.

1
,

2
, ·

⋯ N )
.

这时(2 3 )中

Z 二
便满足 (2 5)

.

考虑到(2 4 )
,

(2 5) 及椭圆型方程的性质‘6 ’

便有
:

[ Z , 〕、二 s u p 艺
口‘

Z 八

口r ’ 一
, a口

= O (。丹
+ ’一 ‘) (i= 0

.

1
.

2 ,

⋯
,

N )

如上所述
,

将关系式( 6 )中的 W
。

代入 (2 7)
,

(2 8) 可得
:

。 。6 ) .

_
r ; : , 二 、 : 一

盖「 1
, , ,

小
, , 。 、 、 _ , 。 、

1
七 0 1刃 . b 一 L上 v 、u 夕J l 一不 【一 戈J 主气U 沪一 J O、以 j j一习 O、U j l

L l we U J
(3 2 )
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以
‘、

! :
_ ,

= 〔N (1 )厂
l 1
!

~ 几
~

一〔一仁I
L l —口

【

(“)一 f
。

(“, , 一 。
1

(“,
」 (3 3 )

由(2 5 、
.

(2 2 )
.

(3 2 )
,

(3 3 )可分别求出 e 石b
,

、

e孟
, ,

C 0(加
(。

,

“卜“:N (“)〕‘
卜丁专

(z
,

(“卜f
。

(“)卜 。。

(”门: N (。)〕
一

噩洲

(”
,

”)一 : N (1 )〕,
L节万 (,

1

(“卜 ,
。

(“)卜
。1

(“)
」
: N (。) J

一

金、一

再由(13 )
,

(20 ) (当 n = 0时 ) 可分别得到犷于b
, ,

犷于

犷、“
)

(二 “)一“〔N (“)〕‘
【节万(,

!

(”卜 ,
。

(“)卜
。。(“)
〕
〔N (· )」

一

瓮

_ ,

/ 1 「
’ 。 , 二 , 、 ,

粤
,

\
‘ r ‘ “x p 戈一丁 }

。 L‘v Lr , , 」一 。 r ‘

/ (3 4 )

犷 0(
, , (r

,

o) 二 〔万(1 )〕牙f下
一

共
一(f

,

(o)一f
。

(o))一、
,

(。) 1 [万 (r )〕
一

鉴
‘ 1 — U J

·

广 !
一p

(
一

告}:
〔N (一)〕‘d一

) (3 5 )

由 (2 9 ) (当 n = 1时)
,

(3 2 )
,

(3 3 )可得到

平
:
I

, 一。= 一 [万 (6 )〕
一

贵
(3 6 )

平
:

卜
,

一
[万 (i )〕

一

盖

【万兰万
(f

l

(”卜 ,
。

(“)卜
。。(。)

}

〔示场
(f

l

(“卜 ,
。

(“)卜
。: (。)
」 (3 7 )

再由( 8 ) (当n = 1时)

F 【才
: 」艺

日2

才
i

日r Z

并由条件(3 6 )
,

(3 7 )得到牙
: :

。
, _ 。 、

I f
。 、 : , , 、 , 一

今F l
, , , 。 、 , , 。 、 、 , 。 、

1

,’ ‘ “r
, “ j ~ 五二万飞一

L‘v 又”少」 一

L
一

丁‘万 LJ ‘L口 , 一 J O L廿) , 一 g OL“) 」

. , 。 、 二 , _ 、 , 一

告「 1
, , , 。

、 , ,
。 、 、 ,

。
、

1 1
十 0 L z v Ll j j

一

I
es
万一一 云 仁J , 仁口) 一 J o 又口) )一 9 1 戈. ) !之

‘ 1 一 口 J J

r

1 一 b

一

}[、 (。) :
一

告「二工
:

一

(,
,

(o) 一f
。

(o) )一 。
。

(o门
L L l 一 L, J

, 、 , , _ 、 , 一
丢「 1

, , 。 、 , , 。 、 、 , 。 、

们
一 Ll v 气1 少J

一

I二 一〔-

又J zL廿少一 J o LU ) ) 一 9 1 仁口 ) l之
L l 一 口 J J

(3 8 )

我们便得到原问题 ( 2 )一( 4 )解的一阶渐近展开式
:

研(r ,

B
, : ) = 牙

。

(r
,

0) + e [研
1

(r
,

0 )+ 厂 0(b, (r
,

口) + 厂J
‘, (r

,

0 )」+ O (。
2

)

共中 砂
。,

平
, ,

厂Jb , ,

厂于”分别由( 6 )
,

(3 5 )
,

(3 4 )
,

(3 5 )给出
.

(3 9 )



关于薄板弯曲问题的摄动方法 6夕7

最后
.

我们来考虑一个特殊情形 没环形薄板的侧待被卡紧
.

板的中心含有 一 个半径为

b 的刚性物 刚性物绕直径旋转而离开平板所在的平面一个小的转角 a
,

如图 2 所 示
,

并 设

N
,

= N
。

> o (N
。

为常数 )
.

现求板的挠度
.

图 2 饭的变形图

在这种情形下
,

挠度函数砰 (, ,

0
, 。)满足如下问题

:

护 △△研 一 N
。
口“砰
口r Z

砰 !
, _ 。= ba e o s o

,

a万
a r

砰 {
, 一 ,

= 0

巡{ _

口r }r . ;

(2 )
尹

(3 )
尹

将f
。

(0)= ba e o s o
,

f
l

(0 )== o
,

夕。(夕)一 a e o s 0
.

9 ,

(8 )= o代入( 6 )
,

可得才
。:

b a

沙
。 t r ,

口) =
-
万 1 一 t l 一 r ) c o s 口

1 一 U

由(34 )
,

(3 5 )可分别得到 犷户 州
, , :

犷 ‘

合
, (r ,

e)二 b(一 ba 一 a + a b )

(1 一 b )心万万
一r

e o s 0 e x p
斌了石(

r 一 b )

了
‘

r
‘

、
、、

PX犷 ‘
孟

, (r ,

口)二
一 b a

(1 一 b )甲 八飞 r

一 e o s o
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