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摘 要

本文应用弹塑性小变形的假定
,

将应力与应变的关系都用变分形式相联系
.

简洁地导出

板壳塑性属曲的基本方程
,

并弓l入割线模量
,

计算较方便
.

一
、

引 言

对于板或壳的塑性屈曲问题
,

如果要严密地按照塑性数学理论去求解
、

至目前为止
,

实

际上还很困难
,

因此很多人都将问题简化
、

只讨论比较简单的载荷的情况和边界条件
,

例如

v o n K a r m a n ‘, ’,

S h a n le y 〔2 ’,

B le ie l 〔
“’,

G e r a r d , 4 ’‘“’,

先后论述了折减模量
,

切线模量 割

线模量的方法
.

N 二、。 m H H I“’‘, ’〔“’

建立 了板壳塑性屈曲方面较精确的理论
,

并同时考虑卸载

区
.

另外 S to w e ll‘
。’,

B ijla a r d“
o ’「川 r‘2 ’,

厂p , r o 二。二【‘s ’
,

P r id e 和 H eim e r l〔川 都对板壳的

塑性屈曲进行了研究
.

一般都假定材料是不可压缩的
.

后 来 月e n H K 「‘“’,

K ol lb r

un ne
r “ 。’,

高镇同【‘, ’同时考虑材料的可压缩性
,

从而进行了板壳塑性屈曲的研究
.

本文从弹塑 性 小 变

形理论的假定出发
.

建立塑性应力变分和应变变分的关系
,

从而导出板壳塑性屈曲的基本方

程
.

推导过程简捷
,

并引入割线模量
,

计算比较方便
.

二
、

基本方程的推导

对于弹塑性小变形理论中的两个主要假定
.

我们可以用应变变分和应力变分联系起来
.

( 1 ) 应变球张量 (即平均应变) 的变分是弹性的
,

并且与应力球张量 (即平均应力)

的变分成正比
,

己￡tn = 功占口二 (2
.

1 )

( 2 ) 应变偏张量的变分与应力偏张量的变分相似

d己
,
一 d￡

:

d a
,

一 dJ
:

肖￡
:
一 己己

。

6a
:
一 6口

。

占己
s
一加

,

己a
。
一乃a ; (2

.

2 )

叶开沉推荐
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5 )

￡,

和 a ,

分别为应变强度和应力强度
,

它们由下式所定义

、.产
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.
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2
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2
+ (。一

。二 )
2
+

号
一

(, ,
,

+ , ,
·

+ , ,
·

,

从 (2
.

2) 自然有如下的应变变分与应力变分的关系

山二一山, = 叻(d a
二
一占口 , )

,

占, 二夕= 2功占下 二夕

能y 一灸。 = p(占a y 一 d a 二)
,

d夕y
Z
二 2势d T y :

乃。
z
一占。。 = 叻(d a

:
一 6a 。)

,

即
二二 = 2功占T

z 二 } (2
.

7 )

由假定(2
.

1)
,

因应变球张量的变分 加 m 是弹性的 故(2
.

3) 式中的 功为常数
,

而 (2
.

4) 式的

价由 。

“
所确定

.

但只知道 口, ,

份 之间有确定的函数关系 。、二由(‘ )
,

函数 小 应 通过试睑

去确定
,

但一般为了简单起见 可用单向拉伸试验或纯剪切的试验求得
.

若用单 向 拉 伸 试

验
,

此时的应力状态是

a ‘ = 口。 ,
a y = 口

2
= T 二y = T y z

= T Z 劣 == 0

e戈 == 己。 , e 夕= 召二 = 一 # o己。 ,

下劣夕二y夕宕= 护
z 劣 = 0

(2
.

8 )

将 (2
.

8 )代入(2
.

6 )可得

a i= 口。, e 坛
一

普
(, + “。

’‘
’

(2
.

9 )

其中 月。 为超出弹性极限外的泊松比
一

因现在我们认为材料是可压缩的
、

因此它是一个变数
。

今引用〔1 8」有关可压缩材料的泊松比 召。 与 。。 , 。。 的关系式

1 「。 口
。 , ‘ , 、 、

1

内 = 厄万 L乃一瓦
一

一

L 土一 艺拼j」 (2
.

1 0 )

将 (2
.

1 0 )代入 (2
.

9 ) 可得

(2
.

1 1 )一口一

口一￡一
口

必
no一�

一nJ一一
。

一
"

8 o

上式中 。‘/ 戳 为 a 、= 少 (‘ )曲线上某点的纵坐标与横坐标的比值
,

而 口。

/ 。
。

却是单向拉伸试验

曲线 a 。
= F (。

。

)上某点的纵坐标与横坐标的比值
,

常被称为割线模量
,

并用符号 E 、

来表示
,

即

( 2
,

1 2 )几一
几

一一
E
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由以上所述
,

可看出 。招: ,

可以用 a 。

/
: 。的某种函数关系 (2

.

1 1) 来表示
,

后代入 (2
.

4) 可得
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将 (2
.

1 1 )
,

(2
.

1 2 )先

势=
3 一砂E

;

ZE
s (2

.

1 3 )

因此
.

对于可压缩材料的弹塑性小变形理论的物理方程 (2
,

7) 中的 叻可由(2
.

1 3 )确定
.

不

难看出
,

在弹性阶段有 E
,
= E

,

于是 (2
.

1 3 )的 势将转化为

沪
e
=

自然
.

(2
.

7) 亦相应地转化为胡克定律
.

1 + 召 1

了一 = 厄石 (2
.

1 4 )

三
、

平面应力问题

因板或壳的屈曲问题属平面应力问题
,

今从 (2
.

7) 就应力而解之
,

并利用 (2
.

1) 以消去

灸。
,

同时注意到(2
.

5) 便得到用应力变分及应变变分表示的物理方程

占口x 二 a己。二 + b占。夕

乙a 夕= a占“夕+ bd e
二

d T
二夕二 c 乃, 二y

(3
.

1 )

其中系数

4E
s

(1 + 功E
、

)(3 一功E
:

)

2 (1 一诱E
:

)E
s

二
一

几 + 功君
:

)(3一功E
:

歹
E

、

二 3 一功E
: (3

.

2 )

并且 a ,

b
, c 之间存在下列简单的关系

1
,

C =
一二份 t a se o )
艺

(3
.

3 )

这和材料是各向同性时的情形一样
,

独立的系数只有两个
.

不难验证
,

在弹性 阶 段
,

有 E
:

= E
.

并注意到 (2
.

3)
,

于是 a ,

b
, c 便转化为弹性常数

E

ae = 飞不矛
,

b
。
=

拼E

l一 召
2 ’

E

ce 二 云万而)
= G (3

.

4 )

而 (3
.

D 亦相应地转化为熟知的胡克定律

da
x
二 a e

占e
x
+ b

。

灸夕

乙a 夕= a e
6￡夕 + b

。
占君

二

d T
x y = c e

d?
二夕

(3
.

5 )

必须指出 (3
.

D 只适用于塑性阶段的加载过程
,

而在卸载过程中则使用 (3
.

5)
.

四
、

方程 (3
.

1)
、

(3
.

5) 在板壳屈曲问题中的应用

对于板或壳体
,

设其处于挠曲状态
.

者变形的变分是与距中面的法向坐 标 Z 成 线 性 函

数

乃e
二
== d否

二
一 Z占仔

二 ,

山夕= d否夕一 Z占付 y ,

d夕二夕二 d甲
二y一 22 占扩二夕 (4

.

1 )

其中 几
,
矛y

,

个二y 为中面变形
,

而 、二 , 、y , H x y
为中面外的变形

,

即曲率及扭率的改 变 量



544

口2切
衬 x

二丽
‘

~

, 仔 ,

=

式中二为板或壳的中面的法向位移
.

中面内力和弯曲内力的变分是

祥 生

a Z切 日么切
一

己了
’ 忙” = 万又而

(4
.

2 )

、J
3.4

了.、

、...t之.. ,.,胡一 }笠
2

“一{笠
2

加xd “
,

胡一 }会
口

声
,

脚砂一 !笠
:

击
二

声
加

·

Zd ‘
,

树一 }黔ay Zd “
,

“划一

}聆
二

·

Zdz
式中 h 为板或壳的厚度

.

设板或壳在屈曲前巳处于塑性状态
,

屈曲时有的部份应力在增加
,

有的部份 应 力 在 减

少
,

即所谓加载区及卸载区
,

加载区意味着材料在继续塑性化
,

这时可认 为 俄加‘> 0“。 ’
,

此

时材料仍处于塑性状态
.

对于卸载区
,

则应有 al’山‘< 0
.

应力和应变的变分关系
,

按线性规

律
,

应使用 胡克定律 (3
.

5)
.

故加载区与卸载区的分界面上必须存在如下的条件

口i山‘= 0 (4
.

4 )

因为以后必须对板或壳的厚度分段进行积分
,

故对确定弹性区及塑性区的分界面是必要

的
.

设Z
。

为加载区与卸载区分界面的法向坐标
,

假定卸载区从Z
。

延续到 Z 二 一h/ 2
,

故加载

区的坐标从 Z
。

到 h / 2
,

卸载区的坐标从 一h/ 2 到 Z
。

.

因此积分 (4
.

3) 应分成两段
.

关于应力变分与应变变分的关系式对加载区应 用 (3
.

1 )
,

卸载区则应用 (3
.

5)
,

于是由(4
.

3) 分两段进行积分
,

最后得到所有的中面力及力矩的变分如下

占N 二== h(A : d厄
二
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2
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二
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h
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乙刀x 夕 = 份(A : 一 B : )d甲二y + hZ(A
:
一 B

Z

)d 衬
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a
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二
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护
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上式中

、,........几、eeweeeeewel|z夕
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〔(。
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式中 Z
。
一 2 2

。

/ h
,

并由 (4
.

4) 确定
,

为此先从 (2
.

6) 对应变强度
。‘取变分

,

再利用弹

塑性小变形的应力应变关系
‘““’可得

由‘==

会
‘口x d“

“
+ “ , 己勺 + a z

d“
“
+ T ‘, d , , , + T , z

d , , z
+ T z x 己, ‘x

(4
.

7 )

对平面应力状态
,

有

“。‘一奋
(a

·
“。· + 。 , “ , + : ·, 占, 二 , )

(4
.

8 )

根据条件 (4
.

4) 由 (4
.

8) 并利用 (4
.

1) 可得

2一h
一一

�J乙一
‘

九

、........t了....sel

Z
。
二

假设板或壳屈曲时

三式可解出

占云
x

a 二d矛二 + a y d否夕+ 丫x 夕占个二y

a 二 亡* 二

十 。 少亡左
,

+ 2 下二少d 左
二 , ( 4

.

9 )

中面内力保持不变
,

即 占N 二 = 乙N 夕= 占N 二y = 0
.

于是从 ( 4
.

5 ) 的前

( B
;
B

Z
一 A

;
A

Z

)占扩
二

+ (B
;
A

Z
一 A

,
B

:

)占衬

A
, 2
一 B

, “

友夕 _ ( B : B
Z
一 月

:
月

:

)乙、
,

+ ( B
,
A

:
一A

:
B

:

)命
二

A
一2
一B

I Z ( 4
.

10 )

2 (A
Z
一 B : )

A
,
一B

,
d付

将 (4
.

1 0) 代入 (4
.

5) 后三式
.

得

dM
x

= 一 ( D
:
乙扩

二
+ D :

占衬
,

)

dM 夕= 一 ( D :己二
,

+ D :己衬
二

)

dM
二 y = 一 (D

:
一D : )舀付

二 , } ( 4
.

1 1 )

其中

D :
一h

3

1
A

3
+

D : 一“
名

[
B

3
+

~

塑边遏‘丛互翌上鳖上 1
A

: 2
一 B

z 竺
J

( 4
.

1 2 )
B : ( A

: 2
+ B

2 2

) 一 Z A I A
Z
B :

A
一2
一B

一2 }
从 (4

.

1 1) 可看出
,

诸力矩的变分与弯曲变形的变分之间是线性变化的
.

五
、

屈曲方程的建立及边界条件

为简单起见
,

我们仅就薄板的塑性屈曲来讨论
.

与推导弹性情形下的板受中面力作用的

方程相类似 我们取作用在处于屈曲变形状态的板中微元上的力在法线方向的平衡条件
,

可

得到

卫擎琴
茎 + 2

,

羁缨亘 + 旦擎黔一 , 二。‘
二
一 2二x , 。、

: 、
一、 , 。、

,

一。

o 工
一 。劣o 夕 o y

-

将 ( 4
.

2) 及 ( 4
.

1 1) 先后代入上式
,

便得到

一一

.0一g侈一日a一|

D ; V
么
V

Z
d切 + N x - 口

2
占功

日劣艺
+ Z N xy

日2
占功

日劣口夕
+ N 夕 ( 5

.

1 )
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从上式可看出
,

它和处于弹性状态的薄板屈曲基本方程相类似
.

边界条件主要有如下几种 例如 x = 常数的边界可有

夹住边 占。 二 o
, d 6切

a劣

简支边 d。二 0
, 口Z

d 功

日x Z

(5
.

2 )

自由边
口“j功

a男 2
+ (ZD

,
一 D

:

)
日2
占切

日夕
D

rweseL,一劣.�口

日2
占功

a戈忍
+ D :

口“6切

a夕,

上二式分别为 二 = 常数边的等效剪力及弯矩
.

六
、

算 例

设有 一周边简支的矩形底圆柱扁壳
,

其半径为 R
,

厚为 h
,

母线长 l
,

向压力 N
二

作用
.

今求其屈曲时的临界力
.

我们设扁壳在失稳时的挠曲函数为

功 ( 戈
, 夕) = 月 5 i n 几m 戈 s i n 召。 ,

相应的变分是

d功二 占A
·

s i n 元二x s i n 声n 夕

其中

中心角为 刀
、

受轴

( 6
.

1 )

( 6
.

2 )

阴汀
_

刀汀 n 八

几, - 一了一
一

’

脚台一丁
~ ·

“ , 几p ( 6
.

3 )

该挠曲函数显然满足周边为简支的边界条件 ( 5
.

2)
,

由 (4
.

2) 及 〔6
.

2) 可得

协O一g尸一a己一
。

砚

乙厅
二

一

d厅
, 二

口2
占切

口劣名
二 一 之乏6姓

· s i n 几。工 s in 召。召

~ 一 拜柔d A
·

5 i n 几二 x s i n 召n 夕

( 6
.

4 )

先由 (4
.

9) 确定Z
。

,

因此时的应力状态为

a 二 ~ 一N 二
/ h

, a y ~ T 二y = 0

⋯ 由 ( 4
.

9 ) 得

( 6
.

5 )

亏 Z d矛x

乙
. 七二 一r 一

—
九 J g , ( 6

.

6 )

再将 ( 4
.

10 )
,

( 6
.

4) 先后代入上式
,

可得

Z
。 _ _ _ _ _ _

了
一

又月“一 万“) = 万 ,万
:
一 A ,

月
2

+ (方
,
A : 一 A

:
方

:
) i “介,

( 6
.

7 )

式中

l

S
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, _
_

‘
_ _

_
_

, ‘ 、

~ h 二 _
、
、

_
_

、 _

一
,

_
. ,

_ _ 一
,

_

由 (G
.

7 ) 即可确定 Z
。
= 普Z

。,

因该扁壳在常压力作用下
,

E
‘

为一常量
,

曰
、 一

”
产 r

.

月一 J , lJ

~ 一
“

2
“ ,

~ ~
“ , , 产 .

户
’

“

一
/ 甲 ‘ ’ “ ‘

” 一
’ / 矽 ” ‘

~
’

即加载区和卸载区的分界面距中面的坐标到处相同
.

将 (6
.

2 ) 代入 (4
.

3 ) 得

故 Z
。

亦为一常量
,

‘ 。: 、
_ 了丝 二卫丛、

2

了
n

\ 尺 阴 / 占 -
(6

.

8 )

上式中 D
,

由 (4
.

1 2) 确定
,

并且当 。 = 1
,

。 二寿时
,

(N x)
‘,

为最小
,

给出

犯in (N 二 )
‘,
二

4 汀 Z

D I

R
Z

刀
2 (6

.

9 )

七
、

结 束 语

‘一 ) 若应力强度价 小于屈服极限 as
,

则割线模 量 E
,
‘ E

,

于是方程 (3
.

1) 与 (3
.

5)

等价
,

都是属于弹性范围的胡克定律
,

则本文所讨论的板或壳的塑性屈曲问题将转化为弹性

阶段的板或壳的屈曲问题
.

(二 ) 从上面所推导的公式 (5
.

1 )
、

(5
.

2 )可知
,

对于所求板或壳的塑性屈 曲的临 界 力

和板或壳的边界条件有关
.

对简支边和夹住边只和 D ,
有关

,

例如上述例题所得到的临界 力

的公式 (6
.

9) 而对于有自由边的情形
,

则可预料得到所求出的临界力将和 D
, 、

D :
都有关

.

(三) 由弹塑性小变形的公式 (2
.

4)
、

(2
.

7) 可知
,

对于不可压缩的 材 料 p ~ 3 81 / 2氏
,

与在本文中所阐述的可压缩材料的公式 沪二 (3 一功E
:

)/ ZE
:

相比
,

后者较大
,

因此可推 测 可

压缩材料的 D :
将小于不可压缩材料的 刀

,

因此在同样的条件下
,

对可压缩材料的临界 力将

低于不可压缩材料的临界力
.

(四 ) 对于同样是可压缩材料
,

且在同样的条件下
,

使用切线模量的临界 力
‘川必将 低

于本文所讨论的使用割线模量所得的临界力
.

(五 ) 由(4
.

6) 及 (4
.

1 2) 的计算表明
,

对于可压缩材料
,

当考虑卸载影响时的 D
l

大于

没有考虑卸载 (Z
。
= 一h/ 2) 影响时的情形

,

故考虑卸载影响时的临界力将高于不考虑卸载时

的临界力
。

在文献【2 1」中也证实了这个结论
.
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