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摘 要

在本文里
,

曾先后假设物体的导热系数是依直线和指数函数空间地起改变
,

就这样来建立了

六个二阶热传导微分方程
;
又对于变密度

、

变比热
、

变导热系数这样的更一般的情况也推立了六

个二阶热传导的微分方程
.

一
、

引 言

众所熟知
,

便于分析的热传导问题应属于常量导热系数这一例
,

对于这一领域迄今确实

已积累了丰硕的成果
.

非常量导热系数问题虽然经常存在于实际之中
,

但由于分 析 上 的 困

难
,

所以成果较差
.

作者近来曾基于组合固体一例
,

有过近似的设想和探索
【‘’,

也得出了一

个通解
.

在那里曾只限于一维笛卡儿直角坐标系中的非常量导热系数的导热问题 本文的 目

的是想扩大这个尝试
,

例如把它引伸到圆柱坐标和球体坐标
,

并再引用一个别的导热系数式

值的结构
,

二
、

导 热 系 数 结 构 的 拟 设

在本文里
,

我们拟取用两种导热系数结构
.

一种是线性变化结构 秃= 掩。(1 + a约
,

其中雪

可 以是笛卡儿直角一维坐标 二
,

也可以代表圆柱一维径距及球体一维径距坐标
,

.

据此
,

写的更清楚些
,

一种结构是

掩= k
。

(1 + a 戈)
,

k = k 。(1 + a r
)

,

点= k
。

(1 + a r )
,

a

髻0
,

k
。

> 0

r = 材 x “+ 夕, (2
.

1 )

= 以 劣 “+ 少十
之 2 }

其中 k
。

和 a 都是常量
.

另一种有用的可分析结构是

九= k o尹
“ ,

九~ k
o e“ r ,

k = k
o e“ r ,

_ )
‘

。

“二二二 V ,

心二

k
。

> 0

劣 2 + 夕2

~ 材 戈“+ 夕
“+ 砂 } (2

.

2 )
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以上这两种结构在实际中都可以出现或近似的出现
.

在实际问题中
,

我们应 当弄清它们

的影响
,

哪伯只是侧重于近似的分析呢
,

况且有时也已经与实际甚相符合
.

三
、

用线性函数建立导热微分方程

本节里的推导是基于这样的拟设
:

有关材料的密度 p 和比热
c 。

都是常数或近似常数
.

下

面的推导系自熟知的微分方程
〔“’

p 一

令
一

篇 (
“

会卜命(
“

会)
+

会 (
*

会)
(3

·

1)

出发
.

其中
v 二城 x

,

梦 , 二 ,

t) 是温度函数
,

t 是时间
.

如图 1 所示
,

对于一维笛卡儿坐标
,

取 k = k (幻 一 k 。(1 + a劝
.

则 (3
.

1) 式蜕化成

p c o ~

万子
~

_ L _ 日u
, , , 臼 . 、

日Z v

一 “‘“
一

百牙 十 R O LJ 十 a x ) 万尹
~

(3
·

如图 2 所示
.

对圆柱坐标
.

则以 壳~ k
。

(1 + a r )

, 一 斌不不公气 先推得
器

一 。、。

令
,

k0 臼 + al )

r阮上
。

飞卜
一
一二牛一

二

图 :
.

圆柱坐标
,

导热系数 。一k0 (, + 口,

)
, ,
一双声不沪

.

。

羹
。

.

<

>一一<
a图1

,

导热系数 态= 凡。(l 十 a x 工

_

a儿 _ _ 。 刀 口奋
.

口庵 二
_ _

‘ _ _

万
一 “ “ ‘一厂

, 劣

丽
一

灿而一
。

缸 从曲 川目变式

图3
.

球 体 坐 标
,

导 热 系

数k = k 。 (1 + a r
)

, r
二

、
。

令
一

钊
二

器
十 。

器)令
+ ‘

(器
+

告令)
导得

:

。一

令
一 k

。

(1 + a ·)

{器
+

(告
+

偏护)令
一

)
(3

·

3 )

犷刃不否l十矽
>

a
二二二二

<

如图 3 所示
,

对于 球 体 坐 标
,

则 以 k ~ k
。

(1 十 a r)
,

r 二 斌妥互不沪不汤落
一

自 (3
.

1)式导出变式
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四
、

用指数函数来推立导热微分方程

几何安排可仍用图 l
、

图 2 和图 3
,

而改用指数函数的导热系数来变换热传导的微分方

。 , ,
‘,
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对于圆柱坐标
.
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对于球体坐标
,

可设掩~ k0 沪
『 . , 一斌矛 + 少 + 护 ;

从而可把
ak

日劣
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一 a 气ea
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五
、

变密度
、

变比热
、

变导热系数一例

前面曾经提及
,

我们把材料密度 p 和 c 当作常量或允许的近似常量
,

才推出 了 前 节 里

的热传导微分方程
;
若 引进两个微小常值 刀和 y ,

就可用 p = p 。

(1 十 丫x)
, c 二 c 。

(1 + 趣)
,

户二 p oe v r , c = c o e 刀
! , r = 扩 x Z + 夕2 ,

以及 p ~ p o e y r , c = c o e 月
r , r 二双x 名+ 夕么+ 二名

写出相应的六个微分方程

, . 、 , _
_

。 、

au ,

日”
_

, ,
_

、

a , ”

p o c 。又1 + y x 八 1 + 卢x ) 一丽刃 ‘ 总。a 万了
.
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,

1 )

、.产
八乙

.

�b
‘产.、

、..、‘..

_ , _ , ‘ . 、 , _ :

。 、

a 。
, , J . 、

1 护刀
.

了1
.

a
‘

、 a” 1
。。e 。、1 十 丫r , 、, 十 。r ,

~

~

百矛
一一

一 R 。、‘一 “r , 飞
~

丽
『 十戈下 十了干面

月

/
一

不
一
了

犷二 斌砂 + 少

、.产nO
.

户合了、

�
,李￡J.

日”
, , _ . 、

f a
念”

.

/ 2
.

口 \ 日。 1
。。c 。、l + 丫r , 、, + 。r , 一

犷一 “。L‘+ “r , t万于了 + 气了十1不五万/ 几歼
一

了

r 二 斌扩 + 夕2十 2 2

口u
,

, ,

f 日Zu
.

a ” 1
门 。 。 ( 夕+ r ) 劣 一

兰兰
-

一 人 。“ 另 J上止立 止 ,
勺

上上匕 L
口

n C 。 召 、尸
‘ ’ 尹 决 一

下: - 出 佗 n 召~ 嘴~ 二一下厂 十 a
勺戈二- 一一 )

口t 一

t 口戈
‘ 口 X J

( 5
.

4 )

、..、‘.,

、.、
lU一r口一口。。·。·

(

一备
一、

。

⋯ {器
+

(告
一

+ a

)
, . 以戈 2 + g 名

( 5
.

5 )

( 5
.

6 )

‘

...,..J

、. .、

l
�

U一r日一口、、.户Zp 。

一
‘’‘”

,
一

器一
“
。

⋯ {器
+

(子
+ a

, 二 材牙恋干少+ 矛

六
、

用参数来概括变导热系数的微分方程

在前几节里
,

对于 p 二 e o n s t 和 c ~ e o n s t
,

我们曾推立了 ( 3
.

2 )
、

( 3
.

3 )
、

( 3
.

4)
、

(4
.

1 )
、

( 4
.

2)
、

(4
.

3 ) 等式所代表的六个微分方程
.

对于求解这类方程
,

一般是把两个自变量隔离来

处理
,

例如可设
。 ~ 巾

·

岁
,

其中 小 是空间坐标的函数
,

毋 是时间函数
,

从而易借助待定常

数 K 把前面的六个方程 各拆成两式如下
.

、.....、2....声
寿二点。( 1 + a x )

少巾
.

a d少
.
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一
丁 下石- 一 十

一
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下
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d 梦
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十
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K
,

”
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.
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、
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.

d Z必
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“

2 )
、
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.

3) 等式里的三个二阶微分方程合成
‘ 、

少中
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经过概括
,

就可以只注意筹划去求解( 6
.

7a) 和 (6
.

s a) 或 (6
.

7 b) 和 (6
.

sb)
.
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七
、

变密度
、

变比热
、

变导热系数的微分方程

若照一惯所作
、

引用 。 ~ 少(约
·

梦 (t) 及一待定常数 K
,

就可把 (5
.

1) 式至 (5
.
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六对常微分方程如下
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在上列六套公式里

,

我们有六个二阶微分方程
.

为了概括地求解
,

可把前三个二阶微分方程
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八
、

结 语

在处理热传导问题时
,

(3
.

1) 式里出现了三个重要的物理量
; p 是有关材料的密度

, c 是

材料的比热
,

k 是热导系数 一般都把这三个量当做常数
,

但严格地说
、

他们都是变量
.

本文曾考虑它们是符合实际或近似符合某些实际情况的空间函数
.

为此
,

我们推得了其

相应的导热微分方程
,

对于求其通解
,

我们已计划用 另文报道
.
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