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摘 要

变刚度超静定梁的弯曲问题
,

可以近似的以受分段均布荷载 (包括集中荷载
、

集中 力偶 ) 作用下

的阶梯梁来代替
.

本文推广H ea vi
s
记 e函数t二 一司

“
的概念

,

定义一个新的函数 {x 一 a 沪
,

n ~ 0
,

l
,

2..
· ,

称为广义阶梯函数
,

并给出 { x 一司
”
{二一 b}

“
的运算法则

.

然后将抗弯刚度的倒数 1 / E J和 弯矩方程

M(劝都用{x 一司
”

来表示 代入挠曲线近似微分方程
,

从而建立一套适用于各类直梁弯曲问题的统一

解法
,

并给出一般情况下挠曲线方程的通式
.

广义阶梯函数 {x
一a 沪

梁的弯曲问题中弯矩方程M (劝一般是一个分段多项式
,

而阶梯轴抗弯刚度的倒数 l/ E J

是按段为常数的阶梯函数
.

为了便于处理这类间断问题
,

特定义如下函数

{劣 一 a }
,

=
(x 一 a

)
”

0

x > a

x < a
(1

.

1 )

其中
a
为常数

, n = O
、

1
、

2
、

一至于 x ~ a 点的

值
,

可取其左极限
,

也可取其右极限
.

由(1
.

1)

式所定义的函数
,

在
n ~ O 时

,

即为通常的阶

梯函数 (常称 H e a vi side 函数 )
,

所以称之为

广义阶梯函数
,

并仍用符号 {x 一好
”

表示
。

图i

所示即为其图形
,

显然除
n ~ 0 时在 二二 a 点间

断外
,

其它情况都是连续的
.

由于 {劣 一叶
,

保留了幂函数微分和积分运

算的特性
,

使用时相当方便
.

这里给出对本文

介绍的方法起重要作 用 的 魂x 一时
”

笼二 一好
“

的

展刀{式
·

根据 (1
·

1) 式定义 (参见图 2
、

图 3 )

骨 叶开沉推荐

j (x )

书x 一
a
}
.

(n = 2
.

3

{x 一
a
}蕊

{ x 一 a
}
o
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j(x )

于义 一 a
}
“

{劣一 a
}

-

{ x 一 b }o

片下
b}.

b a

图 2 图 3

,一x)

!
eelseesse|�‘刚一j(

|
一

得,
.

一可

a
李b : { x 一 a }

”

{x 一 b }
o

表 1 {劣 一 a 飞
”
{ x 一 b }0

= {x 一 a }
,

( 1
.

2 )

a < b : {劣 一 a }
”

{x 一 b }
o

= 谧x 一 b + b 一 a }
,

{劣 一 b }
0

二 [ {x 一 b } + (b 一 a ) j
“

·

{劣 一 b }
o ¹ ( 1

.

3 )

现再将下文中用到的
n 二 。

、 1 、

2 时

( 1
.

2) ( 1
.

3) 两式的结果列表如右 :

nnnnn a > bbb a < bbb

00000 {二 一 a }ooo {二一 b }ooo

11111 {x 一 a }}} {劣一 b}+ ( b 一 a )毛, 一 6}ooo

22222 {, 一 a }222 {x 一 b} . + 2 (b 一 a ) { , 一 b卜卜
+++++++ ( b 一 a ) . {x 一 b}ooo

二
、

挠曲线方程的一般解法

如图 4 所示受任意荷载作用的非均匀变截

面梁的弯曲问题可简化为受分段均布荷载 ( 包

括集中荷载
,

集中力偶 ) 作用下的阶梯轴的弯

曲问题
.

本文所介绍的方法以挠曲线近似微分方程

d Z夕

d x ,

M ( 劣 )
E J ( 2

.

1)

口...

1
.

.

1尸

为基本出发点
.

先将M ( x )表示成谧x 一好
”

的形

式
,

再将l/ E J表示成 王x 一叮
”

的形式 (M (x)
中应包含由未知的支座约束反力所 引 起 的 部

份 )
.

代入( 2
.

1) 式并乘开
,

所得乘积中的每一

项都包含{x 一好
‘

{x 一奸 。
型的因子

,

然后应用

表 1所示公式将其展开成单独{劣 一好
“

的形式
.

从 (2
.

1) 式直接积分便可得到转角方程 0( x ) 和

挠曲线方程 夕(劣 )
,

并 由边界条件和平衡条件

定出全部未知的约束反力和积分常数
.

问题全

部得到解决
.

¹ :
证明分二‘ b和 x > b两种情况

,

( 1 3) 式都成立
.

互互互工工工工工工工
卜卜卜卜卜卜卜卜 }}}}}}}}}}}}} }}}口口

试劝

一
二 E J( 劝一

·

一
·

卜
图 4
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利用阶梯函数来处理这类间断问题具体做

法很多川
‘2 1【“1“ ’

.

本文介绍方法的特 点 在 于

定义了广兴阶梯函数
,

而且除 M (劝外
,

再将

l/ E J也表示成阶梯函数
.

在应用表 1 所给的公

式后
,

(2
.

1) 式 右段实际上是一个分段多项式
.

由于 (2
.

1) 式积分后
,

得到的 0( x ) 和夕恤 )表

达式中已不再包含 {二 一时
“

的项
,

也就是说全

部是一些连续函数的组合
,

不必考虑各节点处

可能出现的间断问题
,

从而大大简化了计算
.

例 l :
设有一根一端固定一端铰支的超静

定梁
,

分成 A C 和 CB两段
,

各长 L / 2
.

A C段

抗弯刚度为E o
JO

,

其中点作用有集中荷载 尸
.

CB段抗弯刚度为 ZE
o
J
。,

E OJ
。

为常数
.

试求此梁的挠曲线方程
.

解
:
设A 处约束反力为 R ,

.

将M (x )和 1/ E J 写成

、 (x )一凡{二一 。卜尸
才
二 一

导冬
t 任 J

1
, , 、 。 .

/ 1 1 \「
_ _

L 1
.

= ~ 万尸7 一飞劣 一 U 少
’

十 ! 一
呻

万万一下-
~

一
‘

1 犷
一
矛一一 )i 潇 一下丁 t

乙 oj o \

“
。J o ‘ o j o / t ‘ J

一瓮片【
{一 。 }。一

音{
二 一

合}
。

]

缨笋
一下务丁【

、二 一 。卜
。 一

合{
X 一

合)
’

]【
R · ‘X 一 。 , 一 p

{
二 一

封]

J�Ev’’

一

命丁【凡
、二 一 。卜 尸

{一封
+

令(誓
一凡 ){一封

。

+

抄
一。 )

{一4}]

。,
一“。 +

命【
R

·

十

合(尸一 R 泥
,

{x 一 0 }
2

f L
‘劣 一

.

二十

[ 乙

一尸

「 L l ,

‘ 劣 一 一厂 2

t 4 J

2

_

L
十 一户

4

尸 ~
一二~ 一 式

月

艺

、「 L l
I 呢劣 一 二 , 矛

/ t Z J

J
l r 。 {劣 一 0 }吕 n {

“= “。, “ 一 ” , 十 “。十 -
万石了丁L“

A

一
6 一 f 一

L
劣 一了

6

「 L l,

十

搽
一

叫军哥孔
十

护
一。,

-

一

〕

f L 1
3

吃 X 一
一二一 2

〔 艺 J

由二 = o 时夕= o
,

得到, 。= o ; x = L时夕~ o
,

y ‘ = o 得到
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SL 忍 n

不而蔺丁凡 =

SL
么

3 2 E
o
J
。
尸

L
名

SE
o
j

o
R

,
1 7L 忍

38 4 E
o
j o
尸

++
口八口�|l‘|t

联立求解
,

解出

凡一

分
,

00一儡带
代入 g 表示式即可得到此梁的挠曲线方程

尸 r 3 5月
夕~

~

琢画忑L一一落
-

、二 一 。} +

譬
、x 一 。}一 2 4 「 L 飞

3

戈劣 一—
I

t 4 J

7L f
_

L l名
,

2 9 f
_ _

L l. 1

一
.

一

丁一飞
万 一了 r , 万飞涛 一了了」

图

例 2 :
图 6 所示为一已转化当量轴后

的机床主轴
.

设 月刀段抗弯刚度为 E JI
,

B C段抗弯刚度为 E J 。,
支承A为铰支

,

支

承B为弹性铰支
,

弹性系数为 为
.

轴端C处

受集中荷载 P 作用
.

试求解其全部支反力

R
, 、

R 。、 M , 以及C处挠度f。
.

解
: 以 R , 、

R B 、

M ,
表示其 约 束 反

力

M ( x ) , R
,
魂x 一 。} + R , 遗x 一 l}一 M

。玉二一 l}
o

1 1
, _ _

。 、。 ,

/ 1 1 _ \J , _ , 、。

飞万
一

~ 百石 、荡 一 ”广 个、E J 。 一 E J‘ 2“ ”

_ _
_ 、

_
, , 、 : , ‘ , 、 。 ,

「 1
‘ _ _

。 、 。 .

/ 1 1 \
; _ _ 八 。 1

夕,, 一 L“
,
悦x 一 0全+ “B 悦x 一 ‘十 一 ‘yl B l 劣一 ‘全

’

JL王万了飞汗一
”‘ 丫 火万万 一万不

.

/ ’‘ 一
’ ‘

J

一

六
: R ·硬一 。} + R ·、X 一 ‘卜M ·、X 一‘}

。

〕+

(六
一

命)
〔R ·‘/ 一“

+ R 产遥劣 一 l}
“+ R 洲戈 一 l} 一 M

月魂x 一 l}。1

1

“
,

万了百
魂劣一 0 } R

刁 + (命
一

命)
: 1一 ‘卜 ‘、二一‘,

。

“R · +

六
‘一 ““·

1
一万万

凌劣一 l卜
”

M
,

g , = 0
0 +

1

E 入

理x 一 0卜
名

2

* 月 +

(击
一

命)【粤产
+ “二 一‘, ]’

·

1
十 泞节万尸

~

乃 J o

谧劣 一 I }
艺

2

。 1
, , 、 . ,

式日一 万芍一悦劣 一 ‘少J以 a
.

〔二 J 。

梦, 口。{x 一 0 } + g 。
+

1

E J

通劣 一 0 }
昌

6

凡+

(六
一

六)〔卫产
十‘业子二沁



应用广义阶梯函数解变刚度超静定梁的弯曲问题

1

E J
。

{x 一 l}
a n l {劣 一 l}

2 , ,

—
Jl 习 一 布书下干一

—
上柱 力

6 一 乙 J
。

艺

边界条件为
: 二 = 0 处 y = 。

,

得到 , 。二 。 ; x 二 l处 夕, 。

衡条件得到

M
匀

梦 = 一 一万
一 根据边界条件和平

0 二 0
0
1 +

ls

6 E J I R 通

材
刀 。

.

1
2 n

一 二喜兰 二 O
。

+
~

二
‘

荟下一R ,

存 一 “ o ’

ZE J I “ 月

R A + R B二尸

R 通l+ P a 一M
a = 0

毒

�下者尸,

联立求解
,

得到

n
_ .

。 。
,

“
. 、
。

: , / 刃 二 、。

It 通 = ,y厂
, It B = L l 一 Y , 厂 , z以 刀‘ 龟

—
十 1 乡厂a

、 “ /

12 一

【U
o

. 一
一二 : 下, 下一 代」

. 一
b乙J I

12 。 M
。 、

气几了了一 式通 一 一下= 一

)
‘二奋J t 伟

其中

一
‘.J一

‘

兑

a一‘犯一一‘

一一一了
‘.�,J一rr�

一一n口
一一

以这组解答代入夕表示式即得挠曲线方程
.

再以 二 二 I + a
代 入就可得到轴端挠度 jc

,

整

理化简后得到

f
c

a lZ护P

3 E J I

a s尸

3 E J
。

M a a a s P

3 E J
。

(和【5 」中结果一致)
.

三
、

挠曲线方程的一般表示式

上节介绍的方法
,

对分段较多的梁
,

应用时仍较繁琐
.

本节给出挠曲线方程的一般表示

式
,

对分段较多的阶梯梁代入一般表示式求解在一定程度上可以简化计算
.

同时
,

也可利用

其来编排电算程序
,

以及进一步作动态计算以及优化设计等
.

图 7 所示代表阶梯轴受力的一般情况
,

R
, 、

M
‘

中 有一部份为未知的支座约束反力
.

为

了统一书写
,

另外再规定

a 一 l
, a 。, 0 , q 一 l , q o

, 0 ;
1

E o
J
。
二 0 ( 3

.

1 )

根据上节方法
,

化简整理后
,

得到

, “二乙 [A
:

凌x 一 a ‘

}。+ B
.
通二一 a 。

} + {x 一 a
.

}里」 ( 3
.

2 )
c
一

2

其中
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淤
: 了‘

R . o :

2 刃衬
:

M
i

左i

.

Ea ja 、卜才
M

’

{
“

’

R a

1R
3

E
。
J

。

M
‘

!
“

”一‘

!
M

‘

* ;

l尸
. , :

l几

叭尸‘‘声
丫11石

图 7

1
, ,

.

/ 1 1

月
‘
. 一荞r 飞产一 lyj

.

十 【冷节- - 一布, 一一 一 - 下歹飞声一

乃 ‘J 一 \乃 ‘+ iJ ‘+ 盆 乃 ‘J ‘

+

合(。
, 一 , 一 。, , ‘a ‘一 a , 一 :

, ”

(3
.

3 )
。 1 0

.

/ 1 1
刀 ‘

侣
. ~ ~
节; ~ ‘

于~ - .

八‘十 吸二苏一一下一一
一一 一子干飞尸一

乙 ‘J ‘ \乃 ‘+ i J ‘+ 一 乙 ‘J .

C
,
二 ~

瓦了万“
‘ 一瓦下不万g ‘+ ’

,息
〔”

’十“‘(“
‘一 “
”

!
、、

【

一
’〕

!
将(3

.

2) 式逐项积分
,

即可得到转角 0( 戈 )和挠度 叭x )的通式

0(‘) = 8
。 + 乙

r
J , 、 .

B
; ‘ 、 。 .

C
, , 、 .

,

l 月
:

呢戈 一 Q ‘全+ 一二了
一

悦劣 一口‘十
‘

+ 一
.

言下 戈戈一 口‘十
。

l
L ‘二 O 苦 J

(3
.

4 )

夕(二)二夕
。+ 0

。

{x 一 。} + 乙 「兰生
L 2 1

B
. , 、 。

.

C
。 , 、 ,

飞

悦劣 一 G . 十
‘

+ 一石丁一 悦劣 一口汁
“

-f- 一1下一 1劣 一山全
,

l
J 吕 任 名 」

(3
.

5 )

其中 00
、

, .
为积分常数

.

由于 A
l 、

尽
、

C
。

中包含有未知约束反力
,

代入边界条件后
,

问题

实质上转化为解线性代数方程组
.

因为这个方程组的阶数只决定于约束反力的数目
,
而和所

取的节点数无关
,

所以一般阶数不会很高
.

例 3 : 图 8 所示阶梯轴上带有重为 1 3 0 0 k g 和 Z 0 0 0 k g 的两个重盘
,

材料 比 重 为 7
.

8 x

10
一 3

k g /
c m

a ,

E 二 2 x 10
“
k g /

c m 忿,

其它尺寸见图
,

试求由于盘重和轴自重 引起的挠曲线方

程
.

解
:
按本题数据

,

参照图 7 符号
,

先算出各段的 久
、

l/ E ‘J
. 、

q , 、

R ,
值

,

分别列于

表 2 中第 2一 5 列
.

利用公式 (3
.

3) 算出 A . 、 B
. 、

C
‘

的数值
,

列于表 2 中第 6一8 列
.

代入方

程 (3
.

5)
,

即得挠曲线方程
.

用 劣= 0 和 x , 3 oo c m 处
, y = O的条件

,

定出
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17 00

10 00

12 5 0

1350

2050

2 65 0

30 . 0

口;

坐 q‘ l q : q .

咋瓮丁 E : J :
l凡几

4

伙 l
Es Js

E 一J 6
I E ; J , E . J 。 IE ,J

,

凡

2

图 8

夕。~ 0 ,

最后其挠曲线方程可写成

0 0 二 一 7 1 2 0 2 x 1 0一

y(x ) = [ 一 7 1 2 0 2劣 + (一 4 1
.

6 4 7 {戈一 3 5 }
: 一 2 1 4

.

0 3 {义 一 7 5 }
, 一 1 5 1

.

1 7 {劣 一 1 2 5 },

+ 1 5 4
.

6 4 {二 一 1 3 5 }2 + 4 2
.

5 9王二一 2 0 5 }: + 1 1 7
.

5 6 {二 一 2 6 5 }忍)

+ (2
.

3 6 4 {x 一 0”一 0
.

3 8 9{x 一 3 5尸一 0
.

9 0 7 {x 一 7 5 }
”一 0

.

5 6 4谧一
1 0 0 } ,

一 0
.

1 2 2 {二 一 1 2 5 }“+ 0
.

1 1 0 {劣一 13 5 }
3 一 0

.

8 67 {二 一 17 0 }S 一 0
.

1 3 7 {劣 一 2 0 5 }
“

一 1
.

0 9 6 {劣 一 2 6 5 }3 ) + (一 0
.

0 0 0 6 5 {二 一 0 }
‘
+ 0

.

0 0 0 0 5 5 8 {劣一 3 5”
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+ 0
.

0 0 0 1 7 9 {x 一 7 5 }
4 + 0

.

0 0 0 1 2 7 {x 一 1 2 5 }
弓一 0

.

0 0 0 1 2 7 {x 一 1 3 5 }
峨

一 0
.

0 0 0 0 3 5 4 {劣 一 2 0 5 }4 一 0
.

0 0 0 1 9 9 {x 一 2 6 5”)] x 1 0 一 8

各节点处的挠度值 9
. ,

列于表 2 中最后一列
.

(本题结果和 〔6 〕中例题 15
、

14 基本一致
,

但现在是精确解
,

而〔6 〕中结果是将自重化为节点处集中力后用数值积分得出的)
.

表 2

百百百 a
。

C】nnn 1 111 。 k ggg P
, .

kggg A
一生

一一 B ‘·

奋奋
c ‘,

月分
...

y ‘, C也也
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