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摘 要

本文指出了在一般用直线单元的轴对称壳的有限元法中
,

由于忽视了曲率对 斜度 变 形 的 影

响
,

并不能用以处理曲率突变的轴对称壳问题
.

本文提出了考虑曲串影响的
、

以壳的斜度变 形 为

连续参数的直线单元有限元法
,

并用以处理 C型波纹壳的计算
.

和 T ur ne 卜F or d 的实验结果比较
,

以及和钱伟长教授的解析解川比较
,

都证明这个理论是正确的
.

前 言

对于具有正负高斯曲率的轴对称壳体
,

钱伟长教授在川中已提出一个半圆弧细环壳理论

的精确解
,

又在
‘2 ’
中得出半圆弧粗环壳的解析解

.

为了验证他的结果
,

并能进一步研究其他

因素 (如壁厚变化) 的影响
,

在这里再提供这类壳体的一个有限元的数值解
.

关于轴对称壳的有限元法问题
,

从 1 9 6 3 年 C r af to 立 等人用 直 线 单 元 起
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续参数
,

这类问题的线性解似乎已比较成熟
.

直至现在
,

,

大家都认为用直线单元和用曲线单

元都能得到一个收敛于真解的结果
,

它们只是精度有所不同而 已
〔“’

.

本文通过分析和计算
,

指出了直线单元和曲线单元最根本的区别在于对壳的斜率变形是
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否考虑了曲率的影响
·

对直线单元而言
,

一般认为斜率变形只和挠度的导数
,
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对曲线单元
,

则认为斜率变形既和
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关
·

当曲率连续变化

时
,
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此
,

采用习惯的直线单元就一定会得出谬误的结果 为了克服这种缺点
,

本文提 出 了 采 用

d 功 “
, _

二
~

_

_
⋯

‘ . 、 ,
,

,
.

_ 一
、 , 、 、 , 、 ,

_ _
,

_ _ _ _
, . _

一
。_ _

、 , , 人 * .

_
, ,

_
,

_ , 二

_
_ , _ ,

电

嚣
一

一
分为连续变量的直线有限元法

,

这样既保存了直线有限元法的简易性
,

又保持了壳的

本质的特性
,

从而用较简单的方法
,

获得了处理象波纹壳这一类轴对称壳的正确工具
,

二
、

基 本 方 程

图 1 表示壳单元的正向内力分量
,

用 {时 列 阵 表

示
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其中‘
、 : 。
表示壳单元的薄膜应变

,

而 爪
、

x 。 则表示壳

在子午线方 向S 和垂直于子午线方向0的曲率的改变
.

内力和变形之间有
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E.
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为材料的弹性系数和波桑系数

, t 为壳单元的壁厚
·

根据壳体理论
,

在小位移的条件下一段圆弧壳上 (R ~ 常数 ) 应变与位移的关系为
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其中
u 、

。为壳在
:
方向和法线

n
方向的位移 (图 2 ) ;

R 为一段圆弧壳在子午线方向
s
的曲率半径

; : 、 二 表示

壳上一点的坐标
,

功表示子午线
8 的 切线与坐标轴

二 的

夹角
, -

对这类壳体
,

有限元的位移模式通常采取

注
:

这里假定R 在一段壳中不变
.
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其中 L 为单元体的长度
,
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这是一个既简单又是协调的位移模式
,

式中六个待定常数
,

要依靠单元 i 一 j结点的独立

参数来确定
.

在这类壳的问题里
,

我们选择了单元两端点 i 和 j 的位移 钩
、

,
. , u , 、

。 j 以及

这两点的转角刀
: 、

刀j (斜率变形)
,
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,
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,
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在一般情况下
,
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标言(
; )的函数

,

因而 (2
.

1 3 )
,
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‘

式中的曲率分
和 , 角以及〔D 〕中的壳的壁厚 t都是坐

(2
.

14 ) 式是比较 复杂的
,

若采用习惯的直线单 元 简 化 计

算
,

即将 R 看成无穷大
,
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再利用直线单元的几何条件 (图 3 )
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和假设在一个单元中厚度 t不变
,

可直接求得单元刚度矩阵的各元素的显式 (见附录 )
,

「

若采用曲线单元
,

需要再对 功角的变化作近似的假定
,

例如假设 功角在单元内部是 占的
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二次函数
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,

应用数值积

分
,

也能求得单元刚度矩阵各元素的值
‘. ’

当然这样做
,

一般得不到这些 元 素 的 显

式
.

采用曲线单元
,

无疑可以提高精度
,

单元的划分也可以粗一些
.

但从以上分析

看出
,

当单元的尺寸缩到足够小时
,

把功

看作常数 (直线元) 或者 把功看 作 变 量
(曲线元)

,

将不会产拢很大的差别
,

因 之

而引用直线元也常常得到正确的解答
.

但
图 3

是
,

必须指出
,

由子引用直线单元时没有把曲率考虑在内
,

这就有可能破坏了单元之间的连

续条件
,

因而采用习惯的直线单元有时会得出错误的结果
.

以图4 a 的两个相邻的单元 À À 为例
.

在这两个单元的公共点 J 上
,

壳的转角刀,
应当连

续
,

即À 和 À单元在 j 点的转角应当相等
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由此可见
,

若用直线 ‘了“近似壳曲线R

一 分
一”

,

所得出的单元的连续条件与 (2
·

‘8 )式相

同
.

也就是说
,

对曲率连续变化的壳体
,

引用直线单元没有破坏壳单元的实际连 续条件
,

因

而可以得到正确的有限元解答
.

但是对图 4
.

6的情况
,

单元在 j点曲率发生突变
,

这时若引用

~
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_ / d 切 、
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,

势必破坏壳体转

才 刀

角 局 的连续 性
,
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导致有限元解的失效
·

; 夕

为了保证有限元解的收敛性
,

又想保留直线单元比较简单的几何特点
,

我们在 〔B〕矩阵

中保留曲率的项(引
(么 1 3 )式

,

但仍近似地认为在一个单元内曲率
、

厚度均不变
,

其他的几

何因素
,

如
r 、

必等均用直线单元的结果
.

这样做
,

可以在各种情况下保证单元间转 角 近 似

连续
,

当单元取得足够小时
,

仍会取得满意的有 限元的结果
.

根据最小位能原理
:
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LU 」分别表示单元上任一点的

位移
:

L口」= L
。, ‘ 」

L U 」= L
u , 。 ,

刀」

{时表示单元上分布载荷
,

{F } 表 示单元上集

中力和集中力偶的列阵 (图 5 )
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,
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,
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1 4 )等式代入后
,

从最

小位能原理将得到单元 的和整体的刚度矩阵以

及相应的平衡方程式
.
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其中 L研 」表示壳体所有结点的独立参数
,

〔N ]表示 [N 〕矩阵前两行组成的矩阵 (2
.

1 1 )
.

单元刚度矩阵
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翻
‘心 表

祥
五

J加
了‘。回“

,

用 ‘“· , 表示纷
二 十 (

一帐 , 〔万」犷‘玛
,

则

总刚度矩阵〔K 」和平衡方程式为
:

〔K 」= 乙 〔K
.

]

[K 〕{研 }一 {N
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} + {N F } = {P }

护卜 {N
。

}+ {N F }

(2
.
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三
、

计 算 题 例

为了使分析的结果与T ur
n er

一

F o rk
L’

的实验结

果比较
,

我们用上述的方法计算了 T ur
n 。卜F or d实

验所用的三种 C型壳的模型
.

这三种模型的尺寸如

下
:

T u r n e r 一F o r d实验模型

模模 型型
a 吮m ))) R o (。, 、、

t (‘m )))

BBBBB 4
.

95 333 17
.

60 2222 0
.

1 39777

11111111111111111117
.

602 2222222222222CCCCC 5
.

00 388888 0
.

4 31 888

DDDDD 2
.

4 89222 17
.

60 2222 0
.

137 1666

nnnnn

按钱伟长教授引进的参数
拼二刚双

一

1二砂)护 / Ro t

这三种摸型的拼值为
:

}}} . 。 ,, ppp 尸尸 nnn

门门关 台三三 J JJJ 、. 沪沪
人沙沙

¹ 以B模型为例
,

比较略去壳曲率的直线有限元解 (图 7 ) 和考虑曲率影响的直线有限

元解的结果 ( 图 8 )
,

这些结果都是在尸力为30 0 0 k g作用下求得的
.

计算结果表明
,

两种方

法的结果完全不同
,

后 一种 (图 8 ) 与〔9 〕的结果相符
,

前一种结果则是错误的
.

过去许多

作者利用直线单元处理的都是一些曲率不变的或曲率连续变化的壳体
,

斜率变形不连续的现

象没有显露出来
,

因而他们的结果也是正确的
.

º 求出模型仑
、

C
、

D 内外表面的应力 (切向和环向应力 )
.

与钱伟长教授的一 般 解 比

较
,

两种结果符合得很好 (图b
一 11)

·

在图9 一 11中
,

也同时画出T u r n e r 一

F Or d的实验结零
.

从这些结果看到
,

理论与实验也是大致相符的
.

由于五十年代实验技术条件的限制
,

使得理

论与实验结果有偏差
,

这是可以理解的
.
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» 求出模型B
、

C
、

D三种模型的一个全波节的轴向位移占
.

与T盯
n e r

一

Fo1’d 实验结果比

较,,
‘

(图 12 )
,

结果说明
,
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两者也是符合的
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