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摘 要

本文研究了在用正规摄动法求解均布载荷下的圆薄板大挠度问题时
,

与载 荷
,

挠 度
,

转角
,

内力等有关的各种摄动参数
,

并对一般摄动参数情形用变分原理求得了解答 本文从实验 的 角度

阐明了各参数的适用范围
,

结果表明
,

相应的解答与用中心挠度为参数的解有 较 好的一致性
;

对

均布载荷的情形
,

中心挠度仍可看做是较为合适的摄动参数
,

本文推荐的摄动参数及 用 变分原理

确定摄动解的方法
,

具有普遍的适用性
,

可以用来处理载荷联合作用等更为复杂的情形
.

一 前、 口 ,J 言

钱伟长教授 (1 9 4 7 ) 以中心挠度为摄动参数
,

用正规摄动方法有效地处理了均布载荷下

圆板的大挠度问题 f l 〕
.

后来
,

关于圆板
,

椭圆板和矩形板的一系列大挠度问题用类似的摄

动参数 (最大挠度) 得到了解决厂4 〕一【8 〕
.

以挠度做参数 的 这 种 摄动法得到的刚度特性

(最大挠度与载荷的关系) 与实验符合良好〔9 〕
‘

处理板的大挠度问题的另一种方法是以载

荷为摄动参数 [ 2 〕
,

但结果不够理 想
.

近 年 来
,

R
.

S e h m id t和 D
.

A
.

D a D ep p o (1 97 3 )

选取 (1 一沪 ) (, 是泊松系数) 做摄动参数
,

处理了膜和板的一些问题
,

他 们 在比较了几种

摄动解的结果后
,

曾做过评论说
: “

仍以钱伟长的解较好
.

”

〔10 )
,

【11 〕

但是
,

正如A
.

C
.

B。二 、M o p〔9 〕所指出的
,

由钱伟长法得到的 挠 度 曲 线 当挠度较大

时
,

中心区出现下凹现象 (图1a )
,

然而在实验中没有观察到这种现象
.

另外
,

胡海昌也曾

经指出
,

中心挠度做参数对于中心集中载荷与分布载荷联合作用的情形并不总是合适的
,

因

为这时候中心挠度可以为零 (图lb) ,
他在文〔8 〕中对此做过一些研究

,

但问题并没有得到

解决
.

为了解决上述问题
,

一个很自然的想法是 寻找 另 外的摄动参数
,

以期得到更适宜的解

答
,

即更好的刚度和挠度特性
,

且能适应复杂载荷的情况
.

因此
,

我们对与载荷
、

挠度
、

转

角
、

内力有关的多种参数进行了研究
,

并对一般摄动参数的情形
,

用变分原理求 得了 解答
.

本文研究了采用各种摄动参数所得的解的刚度及挠度特性
,

并从实验的角度研究了解的适用

范围
,

对选取更好的参数的可能性也进行了讨论
.

朴本文是在钱伟长教投指导下完成的
,

钱伟长教授推荐
.
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本文讨论仅限于均布载荷作用情形
,

考虑了常用的两种边界条件
:

固定 夹 紧 和 可移夹

紧
.

类似的讨论不难推广到载荷和边界的其它情形
.

二
、

基 本 方 程 和 正 规 摄 动 解

我们以著名的卡门 (K ar m a n , 1 9 1 0 ) 方程做 为基本方程
.

对均布载荷作用下的圆薄板

大挠度问题
,

卡门方程具有形式
:

。 d 1 d Z d 叨 \
上Jr 一一丁一

~ - -

一一不厂一 l r 一一不一
,

)
Q r r 口 r \ 口 r /

d 1
r花存一于 (r

z

N
r

) =

一rN
,

半
+

合,

一

合Eh (半) (2
.

1 )
d一dr

、、了Nr
由

了、
"

一dr一一N

式中
,

, 一横向挠度
,

N
‘

一环向薄膜力
,

q一横向均匀压力
,

N
r

一径 向薄膜力
r
一径向坐标

h一板厚

E h3

12 (1 一
v Z

)
板抗弯刚度

E 一弹性系数
,

我们还有中心及边界条件
,

对边缘固定夹紧情形
;

v一泊松系数
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,

当
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, (2
.

Z a )

(1 一
v
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,

+ r 一刁万

对边缘可移夹紧情形
:

、

l
、

,
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尹
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当 r 二 a 时

zD 及N
,

有限
,

切 , O ,

(2
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Zb)

式中
, a
为圆板半径

.

引入无量纲量
、l...es..、‘leewe.少

Y 一
尝、

12 (1 一 v“) 尸一

命
1 2 (卜 , ) 、百瓦环万

S
,
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N
,
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·
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) S
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, ·
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) (2
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3 )

r

p = 万

式 (2
.

1) 简化为
:

L

(
p

器)
一 p p Z 一 S

·

器
L ‘“S

·

’一晋(斋)
’

S
,
一

命
S

·

(2
.

4 a )

(2
.

4 b )

(2
.

4 e )

式中

算子 L (⋯ ) =

式 (2
.

2 a )
,

(2
.

2 b )简化为
:

d l d
尸一百二万 二汀 ~ 丁二丁

~

a 尸 尸 a 尸
(⋯ )

、.纽了、1...声

0一一

当P 二 0 时Y有限
,

d y

刁万 -
0

,

S
,

= 0

(2
.

sa )

当P 二 1 时Y = O
d Y d s

, 。

一; 一一~

一 护O
以P

及

当P 二 0 时Y有限
,

当P 二 1 时Y ~ 0
,

= 0
,

S
,

=

= 0
,

S
r

= { (2
.

sb )

dPdY一如dY一即
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在 (2
.

s a) 中
,

令
”、 co 即可得 (2

.

sb ) 式
,

因此我们以后仅考虑边缘固定夹紧 情 形
,

而在

结果中取
v , ao 来得到可移夹紧的解

.

记摄动参数为
“ ,

暂时我们对
。
不做任何具体规定

,

它可以是挠度
、

转角
、

载 荷或内力的

某一无量纲量
,

也可以没有具体物理意义
二

但我们假设
,

此参数是随着问题的非线 性程度变

化而变化的
,

特别是
“
较小时

,

问题成为线性的
.

并且
,

我们假设尸
、

Y
、

又
、

S
,

诸量能够展

成关于
。的如下渐近级数

尸

兹= a ‘“ + a尹 十 ”
’

Y 二 Y
:

(p )。 + Y
。

(p )。
s + ⋯

S
,

= f
:

(p )
“2 + f

;

(户)e 4

S
。
= g :

(p )“
2 + g ‘

(p )“
‘

(2
.

6 )

式中
,

氏为待定常数
,

V
,

(p )
,

f (P)
,

g
,

(川是关于御勺待定函数
.

将(2
.

6 ) 代入 (2
.

4 )
,

(2
.

5 )
,

收集
。的幂次相同的项

,

可以得到一系列关于 a
: ,

V
:

(P)
,

f (p )
.

9 (P) 等的线性微

分方程及相应的边界条件
.

对于a :和y
, ,

我们得到
:

、|吸....t‘l..lwe夕

00

:

(
p

鲁)
一 3 2 a lp ’

当p 一 。时
,

:
,

有 限
,

急
-

当。一 , 时
,

y
J 一 0,
鲁

-

(2
.

了)

l
户wees.J

0

=o�八人
一

问题

以及

( 2
.

7 ) 的解为
:

Y
l二 a l

( P
4 一 2 P 2 + 1 ) (2

.

8 )

对于了
:

和头
,

我们得到
:

L‘p‘
2

, 一

音又豁)
当p 二 O 时

当P二 l 时
d人
d P

( 2
.

9 )

d八
姚 ~ 习百

( 2
.

1 0 )

问题 ( 2
.

9 )和 (2
.

1 0 )有解

( 2
.

1 1 )

式中
,

之
1 + 护

1 一 v

‘
2 一

等
〔·

, - 4

一
(4 ·“, ·,

}
。:
一

子
: 7 ·6

一
1 8

一
( 4 + ; ) :

!
对于可移夹紧情形

,

应令
” , oo

,

此时几“ 一 1
.
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解(2
.

8) 和(2
.

1 1) 给出了级数(2
.

6) 第一项
,

通常叫做一次渐近解
.

对于
a 。和Y

: ,

我们得到

些三、
d P /

_ 。Za 沪
艺一 ,

2

豁P

户/.、、

L
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: , 限
,

豁
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,

。一 。 ,

豁
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、皿......t‘..weeses声

00
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‘

和g ‘ ,
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_

/ :
一
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了
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斋
一
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J
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.

1 4 )

以及

头一
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.

1 5 )

问题 (2
.

1 4 )
、
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.

15 )的解是

了
4

一(合
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音
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宁
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1
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解 (2
.

13 )和(2
.

1 6) 给出了级数 (2 6 )第二项
,

通常叫做第二次渐近解
.

两次渐近解中 的
a : ,

气均待定
.

本文关于摄动参数的讨论
,

仅 限于渐近级数 (2
.

6)
‘

的 前 二 项
,

其 解为 (2
.

8)
,

(2
.

1 1 )
,

(2 1 3 )和(2
.

1 6 )式
.

三
、

摄 动 参 数 及 al
, a 3 的 确 定

我们将解(2
.

8 )
,

(2
.

1 1 )
,

(2
.

1 3 )
,

(2
.

1 6 )式代入(2
.

6 )
,

得到

尸
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.￡十 a 声
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3 2
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A

;
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A
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S
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B

:

(p )。 + [ Za , a s
B
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B
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s

S
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C
:
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C : (户) + a “C

:
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3
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式中
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一
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一

尸
O

B
:
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1

1 0 0 8 0
P 1 5 +

1 7

15 1 2 0

。1 3 一

揣
。 ! !

1 5 + 丸
_ 。 1 1 + 2几

_ ,

十 一下万二言一尸 一 一一二二下一 尸 十
I 乙U 乙1 0

1 7 7 + 5 0之

2 1 6 0
(3

.

2 )

5 7 十 2 0又
、

7 2 0
P s +

1 2 4 2 + 7 5 5 几+ 1 1 2亢
么

3 0 2 4 0

。
, _ 、

7
_ ‘

七一气尸j =
一石 尸
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一
O

些
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华石 O

。
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1
_ 1 ,
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_ : ,

14 3
_ , 。

七 :
甲 j 一 -

一

丽百尸
‘ 一

十 不万丽
~

尸

一 五丽尸一

1 5 + 几
_ 。 7 7 + 1 4几

_ ‘ .

1 7 7 + 5 0 几
_ ‘

十一
.

下百一
.

尸
-

一 一二石万一 尸
一

十 一一几 云孟
-

一一 尸
-

O V 乙 1 0 4 口乙

5 7 + 2 0久

2 4 0
P Z +

1 2 4 2 + 7 5 5 几十 1 1 2几
么

3 0 2 4 0

式(3
.

1) 中待定常数a ;

和 a 3

习惯上是通过具体选定摄动参数来确定的
.

我 们研究了有关载荷
、

挠度
、

转角和内力的各种参数及其对应的么
、

气值
,

现将几种具有代表性并较有价 值的参数

举例如下
,

同时说明确定a : 、 a :

的过程
.

为了便于比较
,

中心挠度及载荷参数也 同时列出
.

‘一 ) 取中心挠度为摄动参数
,

即取
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二沪 ) 华
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(3
.

3 夕

补充方程可由 (3
‘

1) 式第二式得到
,

令 p 二 o
,

得
:

“~ a ;
A

, 又o )e + [ a
a
A

:

(0 ) + a , 吕
A

:

(o ) Jo
3

比较同次幂。的系数
,

计算可得
:

(3
.

4 )

a 一= 1
1 2 3 + 5 0之

4 3 2 0
(3

.

5 )

这正是钱伟长教授的结果仁1 ]
.

(二) 取载荷为摄动参数
,

尸
巴 二二二

—3 2

即取

一

粤昭鳖
a 4 q

’
,

万平
~ (3

.

6 )

补充方程可由 (3
.

D 式第一式得到
,

即

忍“ a l￡ + a : e s

由此即得
a l ~ l

, a s ~ 0

实际上
,

这就是 V in e e n t [ 2 〕的结果
.

(三 ) 取挠度的均方根为摄动参数
,

(3
.

7 )

。2
一

};
犷

Z
d p -

即取

1 2 (1 一 v Z

)
a h

Z
山 Z

d 尸
(3

.

8 )

将 (3
.

1) 式第二式代入上式
,

比较。同次幂系数
,

并略去含砂的项
,

可得到
:

a 孟2
1

一

{;
“‘(”,“”

二里全竺竺业些
{;

A‘(p ,“p

代入有关函数
,

计算可得

OUOd
了亘、3 15

2 1 8

13 9 9 3 4 + 5 8 5 6 5几

5 2 5 0 9 60

(四 ) 取斜度 (转角) 的均方根为摄动参数
,

即取

/ d y 、
2 ,

l , 了二,
月

1 a P ~
\ “ 尸 /

1 2 (1 一 v Z

)a

h
2

t
l / d 叨 、2 ,

、 l 一一二一 } 口犷

1 0 、 d r ,
(3

.

1 0 )

J 0

将 (3
.

1) 式第二式代入上式
,

a l

比较。的同次幂系数
、

并舍去含砂的项
,

可得到
:

1

l;
(“

1

”
‘
d p

。 : l
’
A

,
,

A
Z

,

d 。

(A
、

‘

)
Z
d 户
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将有关函数代入
,

计算可得

1 0 5

1 2 8
a 3 二

8 7 1 8 + 3 5 7 5 几

3 0 8 8 8 0
(3

.

1 1 )

(五 ) 取边缘环向薄膜力为摄动参数
,

即取

。:
一 s

,

( i )
一里 偿箭些

万
,

(·,
(3

.

1 2 )

由 (3
.

1) 式最后一式
,

令p 二 1 ,

可得
e Z
二 a }C

;

(i )“
么 + [ Za ; a 3

C
;

( i ) + a 全C
:

( 1 )]

计算可得

6

f二厌
, 口 3

之
2 6 5 + 1 1 2凡

1 0 0 8 0
(3

.

1 3 )

和历史上曾用过的前两种参数一样
,

本文列举的后三种参数
,

其物理意义都是十分明显

的
,

它们的大小能够反映问题的非线性程度
,

但后者可不受载荷作用情形的限制
,

具有普遍

的适应性
.

对上述参数相应的解的分析将在后面进行
.

四
、

用 变 分 原 理 确定 待 定 常 数

通过摄动参数的具体选择决定待定常数的方法
,

是简便和实用的
.

但是不同的参数选择

其结果可能很不相同
,

因此
,

要得到较适宜的解答
,

要求工作者必须有丰富的经验和对问题

物理本质的深刻认识
.

这里
,

我们建议另一种途径
,

即通过变分原理来确定待定常数
,

从而

确定摄动解
,

虽然计算略复杂一些
,

但却具有较普遍的适应性
.

假定摄动参数
。
是没有具体物理意义的一般参数

,

其解由 (3
.

1) 及 (3
.

2) 式给出
.

我

们首先对待定常数a : ,

aa 做进一步的简化
.

如果 引入

口 ,

口 ~
一甲, ; -

.

“贾
(4

.

1 )

则可用 a ; ,
a 代替a : ,

气做为新的一组待定常数
.

(3
.

1) 式用气
, a 重新改写

,

则为

、...气了,l|J

晶一
十 。(。声 ,

‘

Y = A
,

(户)a
, 。 + 厂a A

,

(户) + 月: (p )〕(a
l。)

3

S
,

= B : (P )(a : 。
)
么+ 〔Za B

,

(p ) + B : (p )J(a ; 。)
刁

S
,
~ C l(p )(a , 。)“+ [ Za C , (p ) + C

Z

(p )〕(a : “
)
‘

(4
.

2 )

式中诸函数均由 (3 2) 式给出
.

由上式可看出
,

无论吼取何值 (a
: 笋 。 )

,

对解没有任何影

响
.

换句话说
,

所有相差某一个常数倍的摄动参数都给出同一的a 值
,

这 些参数应看做是等

同的
,

并且可用 一个参数(二 al 。来代表
,

(也可看做是取 a : = 1的摄动参 数
.

于是 解 (4
.

2)

式可用 (代入简化为
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尸
二
。 ~ ( + a (

3

3 2

y 二 月
,

( + (a A
; 十 A

Z

)(
“

S
,

一 B
l

(
2 + (Za B

, + B
:

)(
4

S
, 二 C

,

(
2

·

+ (Z a C
; + C

Z

)(
4

(4 3 )

这样
,

解答 (4
.

3) 仅依赖于一个待定常数
a

.

这是一个简单的事实
,

但指出这一点并 非不重

要
,

因为这样一来
,

我们就有可能简便地讨论解的合理确定问题了
.

需要指出
,

(4
.

3) 式形

式的解对一般载荷和一般边界条件也是如此
,

只是其中函数A
‘,

B
, ,

C
‘

等与问题的具体形式

有关罢了
.

解(4
.

3) 是 由逐次渐近的线性微分方程得到的
,

对于基本方程 (2
.

4) 和边界条件(2
.

5a)
、

(2
.

5b )来说
,

它仍满足边界条件
,

同时满足 (2
.

4) 的第三式
,

但并不满足平衡方程 (2
.

4a ) 和

协调方程 (2
.

4 b )
.

问题的完整的泛函应当考虑到所有这些情况
.

但是
,

我们寻求的解只是渐近

意义下的解答
,

因此
,

在建立泛函 时
,

相对来说
,

含 ( 的高次项可以略去
,

计算表明
,

考虑

了协调方程(2
.

4b) 得到的项正是属于(的高次项
,

因此可以认为解(4
.

3) 近似地满足(2
.

4 b)
,

于是我们可以应用最小总势能原理
.

按文【6 」
,

由板 的总势能之一阶变分为零的条件可得到

{;〔
L

(
p

器)
+ S

·

佘
一 p o Z

]
“

(斋)
d p 一 。

(4
.

4 )

将 (4
.

3 ) 式代入上式
,

变分对 a 进行
,

注意到各次渐近解已满足的相应方程
,

同时略去(的高

次项
,

计算可得

};
〔B

l

(a A ! ’ + A Z”+ (Za B
! + B

Z

, A l ’

““几
’

d p 一 ”
(4

.

6 )

由此解出
a

几十 I
:

3 1
5 (4 6 )

式中
、|...
、

了!l夕B :
(A

: ‘

)
“d p

,‘n�,山自U电人Or、、、,
‘

r..、1
�
r‘、、、

I : =

1
5 二

B
,

·

A I ‘

A
: ’

d p ( 4
.

7 )

B
;

( A
, ‘

)
“
d p

.

6) 和 ( 4
.

7) 式对二般载荷和边界条件也是成立的
.

在我们讨论的问题中
,

A : ,

A : ,

B
; , .

凡

(3
.

2) 式给出
,

将它们代入 (4
.

7)
,

计算可得

(4由

1 0 5 8 3
一

卜8 7 4 5几+ 1 8 4 8几

7 4 8

1 0 5 8 3 + 8 7 4

1 4 9 6 8 8 0
( 4

.

8 )

1
3 二

将 ( 4
.

8 ) 代入 ( 4
.

6 )

1 6 十 7元

6 3

式
,

最后得到
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1 0 5多3 + 8 7 4队+ 1些终
‘

犷
2 3 7 6 0 (1 6 + 7亢)

(4
.

9 )

结果是十分简便的
.

将a 代回 (4
.

3) 式
,

即得由变分原理确定的摄动解
,

此时
,

(并不具有具

体的意义
,

仅是一般参数
.

五
、

关 于 摄 动 参 数 的 评 价

我们从实验事实的角度对前述的摄动参数 (包括一般参数) 进行研究
,

主要考查它们对

应的解答在刚度 (载荷与 中心挠度的关系) 和挠度方面的特性
.

我们取 (4
.

3) 形式的解
,

此

时各参数对应之a 值由 (4
.

1) 确定
,

一般参数情形由 (4
.

9) 式确定
.

我 们 首先提出几个实验

的标准
.

在 (4
.

3) 中
,

令P = 。
,

可得载荷与中心挠度的关系
,

即刚度特性

尸

丽二 七十 a 七
’

O ‘

y
。

= ( + (a 一 a
。

)(
8 } (5

.

1 )

式中

1 2 3 + 5 0几

4 3 2 0

在均布载荷下的圆平板情形
,

一个简单的实验事实是
,

们考虑的一定范围之内
,

这个条件可以表示为

(5
.

2 )

尸与Y
。

之间是单值对应的
.

在我

会
一‘+ 3(a一 ,‘

’
》。

奈
> 3 (。

。

一 。)

丈
一

(5
、

3 )

对于给定的摄动参数
,

从而对于给定的 a 值
,

由 (5
.

1) 及 (5
.

3) 式
,

可以得到满足单值条件

的挠度范围或载荷范围
.

当 a 》氏时
,

(5
.

3) 式恒成立
,

即单值条件总是保证的
.

另一实验事实是变形过程 中板的中心区不应 出现下凹现象
,

这就对解的挠度 曲线形状提

出了要求
,

这一点可以表示为对于转角应有

d 功
_

一下一
-

气 0
a r

在中心区
,

特别是在中心的邻域成立
.

因为下凹现象正好表明上式被破坏
,

上式的无量纲形

式是

d y
_

_

一、一了一 安毛 0
a P

在p 二 0 的邻域内成立
.

按 (4
.

3) 式
,

可得

d Y

d P

上式在P = 0 的邻域
,

可以近似取做

= A
; ‘

( + (a A
, ’

+ A
:

’

)(
3

( 0
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A l’’(+ 【a A
、“十 A z’’ 1(

3

气 。 (p “ 0 )

计算后可得

1 ~ 5 7 + 2 0几
_

- 二屯- ~ 进
卢 ~ 一艺一罗丁万一 ~

一 “

七
‘ 一

1 4 4 U

(5
.

4 )

对于一定的
a
值

,

由上式和 (5
.

1) 式可以估计 出满足中心区不下凹条件的挠度或载荷范围
,

当今互装黔
时

,

条件
(5.4

, 总是保证的
·

或许
,

引入参数

。 口

0
. . .

—a 0

(5
.

5 )

更为方便
,

式中口由(4
.

1) 定义
, a

。

由(5
.

2) 给出
.

于是 (5
.

1)
、

(5
.

3 )
、

(5
.

4) 式可以分别写做

尸
,

.

。

丽 = 七+ p a
o

七
’

Y
。

二 ( + (刀一 1 )a
。

(
3 } (5

.

6 )

争
‘3 a 。

“一“,

(5
.

7 a ,

b)

、‘.., ,

!
1 、

_

了

百尹
u 口

气
17 1 + 6 0 凡

12 3 十 5 0凡

一刀
)

当然
,

解 (4
.

3) 也可用刀表示
,

并由刀唯一决定
、

除了条件 (5
.

7) 以外
,

对应于一定的摄动参数
、

解的刚度及挠度曲线与实验结果在数值

上也必须是吻合的
.

如果说
,

条件(5
.

了)仅是一种定性的要求
,

那么后者则是定量的标准
.

由

于缺乏关于挠度曲线形状的充分 的实验资料
,

我们仅考察刚度特性
.

在图 2 中
,

绘出了关于固定夹紧边界情形的刚度特性的实验值
,

资料来源是文厂1 1〕
,

并

刀刀刀刀一 ’

夕夕///
刀“ 1

.

0 222 户声

/ 叮叮 尸尸产一一

一一一一一一/ 厂厂
。

.

产尸声声声

/////// ///
拼

,,

多厂厂
州

口口
.....

/////// 少少少少少少
夕夕夕

.

多多
扮/// 洲尸一一一~~~ 刀“ 0

.

96666666

一一一一产尸一一一一一一

广广广!!!!!!!
{{{}}}}}

宝宝宝宝宝宝 实习习谧值 仁1 1〕〕〕

一一一一一一一一一

///
’’’’’’’’

口丁432

图 2
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绘出了当
v二 0

.

3时
,

对应于刀各种取值时的摄动解答的刚度曲线 (按 仁2
.

14) 式计算)
.

我们

~ 二
,

~
I- 、

~ 。 二‘

~
, , ‘

口 一
、 , , ,

~
二 ‘ , 、

一 。
、, ,

~ 一
‘二 ,

/ 叨
、 _

、
, ,

~ 一
。 _ _ _ _ , , ,

看到
,

曲线对刀的变化是极为敏感的
,

尤其是当挠 度较大又贡> “
)时

,

仅在刀勺‘一‘
·

”“的很

小的范围内
,

曲线与实验有较好的一致性
.

为了直观
,

我们将条件 (5
.

7) (, 二坏 3) 绘成曲线
.

(图 3 )
,

两条曲线相交于
a
点

,

在 a
点下方

,

即刀较小时
,

条件(5
,

7a) 起作用
,

在 a 点上方
,

即当刀较大时
,

条件 (5
.

7b) 起

作用
.

对于一定刀值
,

我们可以由图 ( 3 )曲线上对应点的横座标估计出参数(的适应范围
.

由

(5
.

6) 式即可得相应的挠度或载荷范围
.

将图 2 和图 3 结合
,

我们就可以对本

罗罗罗罗罗, 一一
口口户户一JJJ

一一一几几
广厂一 ) 尹尹尹

. 曰曰 . 口. . . . . 曰. ...

户户户户
补‘一一

口口, . ~ 一一一

““5“

777

分分
夕夕夕夕

///// /////////
图 3

文的各种摄动参数及其解的刚度
,

挠度特

定性做一评述了
.

我们知道
,

解的特性唯一 地 取 决 于

刀
,

因此我们将有关摄动参数及其相应的刀

值列在表 1 中
,

刀值 由 (5
.

5) 式定义
,

计

算了固定夹紧和可移夹紧两种情形
,

同时

给出了由图 3 确定的挠度适用范围
.

对固定夹紧边界
,

我们所列举的前两

种摄动参数的刀值和适用范围彼此是十分

接近的
,

可以予计它们给出的解彼此也将

表 I 摄动参数及刀值

参参数名称称
已 二二二 aaa 刀~ 卫一一 适用范围r当当

aaaaaaaaa 000 、 “ ,,

固固固固固定夹紧紧 可移夹紧紧 固定夹紧紧 可移夹紧紧
(((((((((

v = 0
.

3 ))) (义~ 一 1)))))))

中中心挠度
朴朴 y ( D ,, 123 + 50久久 111 111 2

.

4 444 3
.

2 333

左左左左3 2 00000000000

均均方根斜度度 了i户升石石
871 8 + 35 75久久 0

.

90 5000 0
.

985 333 2
.

3 888 3
.

0999

3333333 08 88 00000 1
.

0 2 00000000

一一般参数数 〔〔 1 058 3 + 87 45又+ 1 84 8几222 0
.

96 4夕夕夕 2
.

3 JJJ 3
.

4222

匀匀匀匀37 GO(1 6 + 7久)))))))))))

均均方根挠度度 了);
y : d 。。 13 99 34

一

卜58场6 5久久 0
.

947 999 0
.

9 17 000 1
.

9333 2
.

5888

55555552 50 96 00000000000

边边缘环向向 丫
“,

川川
2 65 + 112几几 0

.

939 ))) 0
.

8 98222 1
.

8666 2
.

4 777

薄薄 膜 力力力 1 00 800000000000

载载 荷料料 尸尸 000 000 000 0
.

5222 0
.

9 000

益

钱伟长 (19 47 )
, 赞朴V in e e n t (19 31 )

十分接近
,

以中心挠度给出的挠度适用范围最高(切/h 、 2
.

44 )
,

斜度的均方根也相当好
,

由图

( 2 )可以看到
,

直到。/h 、 2
.

3一 2
.

4 附近
,

它们与实验仍能很好地符合
,

可以 认为在这个范

围内
,

这些参数都是较为恰当的摄动参数
.

一般参数挠度的均方根和边缘环向薄膜力适用范
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围较小
,

但仍有一定价值
.

结合表 : 和图 :
,

可以认为它们的解的适用范围在赘
” 1

·

8左右
·

载荷的适用范围很小
,

与 实 验 的 符合也差
,

这种参数不适用
.

对可移夹紧边界
,

情况基本类似
,

但各参数适用范围普遍要大些
.

值得指出的是
,

对于

一般参数由变分原理得到刀” 1
.

02
,

略高于中心挠度 的 刀值
,

适用范围略大
,

说明变分摄动

方法的结果可能不错
.

可惜我们没有可移夹紧边界的实验资料
,

不能对结果做进一步评价
.

同时
,

需要指出
,

计算表明
,

边 缘 径 向 薄 膜 力 S
,

( 1 ) 和 均 方 根 面 平 均 斜 度

(丫平而而)
做摄动参数时

,

结果与边缘环向薄膜力s
,

( 1 )做参数完全相同
,
面平均

曲
州 ;豁PdP )

和平均转角
({:器

J 。

)
与中心挠度做参数时结果相同

,

等 等
.

因 此
,

本

文几种摄动参数其实是相当多的参数的代表
.

如要明显地改进解的挠度特性
,

从图 3 可看出
,

必须大大提高刀值
.

例如
,

如果希望适

用范围二/h 、 4 ,

计算指出相应的刀、 1
.

09 但从图 2 可看出当刀一 1
.

09 时
,

解已大大偏离实验

值
.

反之
,

如希望挠度较大时
,

解的刚度特性与实验很好地符合
,

则正如前述
,

应在 刀岛 1

一 1
.

02 的很小范围内才合适
,

但如对照图 3 则可知它的挠度特性较之中心挠度的解 (刀二 D

并无明显改进
.

综合上述两方面 的矛盾
,

可以认为 (4
.

3) 形式的摄动解仅在 。/h “ 2
.

5以下

(固定夹紧边界)
,

才能同时满足刚度和挠度的实验要求
.

六
、

结 语

在我们所讨论的均布载荷情形
,

斜度的均方根所对应的解答虽然与中心挠度为参数的解

相当一致
,

但仍以取中心挠度为参数较好
,

因为其更简便
.

但是本文所述其它参数 (不包括

载荷) 因具有普遍适用的特点
,

建议可采用为研究复杂载荷作用情形的摄动参数
.

当然
,

不

同载荷及边界情况
,

各参数的优劣可能不尽相同
,

应当具体分析
,

但在一定的范围内它们都

可适用
.

本文对一般参数情形通过变分原理确定摄动解的方法
,

证明是可行的
,

值得注意
.

关于解的挠度曲线中心区下凹问题
,

可移夹紧较之固定夹紧边界情况要略好些
.

本文的

分析表明
.

如采用本文所述摄动程序和 (4
.

3) 式形式的摄动解
,

而要进一步明显提高现有解

的适用范围
,

看来是难以奏效的
.

当然
,

如果方程
、

边界
、

载荷及摄动程序有所不同时
,

自

当别论
.
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Ab s t r a e t

In th e p r o b le m s o f Ia r g e d e fle e tio n o f e la m P e d e ir e u la r Pla t e s u n d e r u n ifo r m ly d is
·

t r ib u t e d lo a d s , v a r io u s p e r t u r b a tio n Pa r a m e t e r s r e la t in g to lo a d
,

de fle e tio n , s lo P e o f d e f
-

Ie e t io n ,

m e m b r a n e fo r e e , e t e
.

a r e s t u d ie d
.

F o r a g e n e r a l Pe r tu r b a t io n p a r a m e t e r ,

th e

v a r ia t io n a l p r in e ip le 15 u se d fo r th e so lu t io n o f su eli a p r o b le m
.

T h e a p p lie a ble r a n g e o f

the se p e r t u r b a t io n p a r a m e t e r s a r e s tu d ie d in d e t a il
.

In th e e a s e o f u n ifo r m l了 lo a d e d p la t e ,

p e r t u r b a tio n p a r a m e t e r r e ] a t in g t o e e n tr a l d e fle e tio n se e m s to b e th e b e s t a m o n g a ll

o th e r s
.

T 五e m e t五o d o f d e te r m in a t io n o f p e r tu r b a tio n so lu tio n b y m e a n s o f v a r ia tio n a l

p r in e ip le e a n b e u s e d to t r e a t a v a r i e ty o f p r o b le m s ,

in e lu d in g th e la r g e d e fle e tio n p r o b
-

le tn s u n d e r e o m b in e lo a d s
.


