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连通管内理想液柱振动微分方程

两 种 推 导 的 比 较”

刘先志 �山东工学院�

�����年 � 月 ��日收到�

摘 要

对于连通管内理想液柱振动的同一问题
,

本文列举了两种求解方法 � 一种是迄今曾在文献中

沿用已久的
,

另一种是本文提出的
�

曾把两个结果作了比较
�

本文认为
,

沿用已久的推导是不够

妥当
�

本文推得的振动周期可以蜕出�
� � � � � � � �� �

、

�� � � � � � � � �  � ���和 � � � �� ��� � � � � � � ���的

相应振动周期公式
�

前 言

众所熟知
,

连通管内理想液柱的振动规律在力学墓础理论中是一个有趣的问题
�

最早注

意这个问题的�
� � � � � � � �� � ‘”

、

�� � � � � � � � � � � ���〔
“’和 � � � �� ��� � � � � � � ���‘

� ’【们
�

作者也

曾讨论过这个问题
〔� ’〔� ’〔吕’

�

主要的是 � � � �� �
建立的等口径铅垂直臂连通管内理想液柱振动

周期规律 � 二 �二斌飞了万百
�

,

�� � � � � � � �  � �� ��的等径具倾斜角 � �
、

� �直臂连通管理想液柱振

动周期方程 � 二 �二材 五�玩百而云�不涪而瓦�以及�
� �� � � � � � � � � �� � 的不等径铅垂直臂微幅振

动周期规则 � �� 、 �二 �二澎 � �
、
�

�

�� �
。

�尸
, 十 �

�

�
,

其中
� , 。
是最大振幅

,

�
‘

表示管径截面

面积
,

�是液柱折合长度
, �是重力加速度

,

尸
‘

是中间接管的截面
�

关于这个问题
,

也有些推导不完全符合 于上面列举的这些结果
,

但这种欠妥的推导却已

多年印在常用的水动力学资料之中
�

本文的 目的就是把作者在工作中曾发现的一种推导与我

们的推导作一比较讨论
�

此外
,

自本文的推导可以看出
,

连通管内理想液柱振动规律是能比

� � � �� � 和 � � � �  ! ����的更概括一些的
�

二
、

在力学资料中沿用 已久的一种推导

为了便利
,

我们先把迄今曾沿用已久的一种推导抄列如下
�

在两截面不等的竖桶之间连以细管及一转动活塞
,

两边的水深是 �
、

和 �
� 、 当转动活塞使

两桶连通之后
,

水即发生振动
�

试间
,

在 �
�

的一边
,

水能上升多高
�
并问

,

当液面经过平

知 本文曾在 �� ��年� �月第二届全国流体力学学术会议上宣读
。
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衡位置时的速度
�

在分析中
,

略去任何摩擦的作用
,

安排细节如图 � 所示
�

原载的分析是这样的
�

当两桶中的液
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图 � 连通管的几何拟设
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,
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图 6 51 。作为参数
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T

二

韶T ab 及其倒值依刀
:
的变化

对于连通管内理想液柱的振动
,

当刀:铸 1 时
,

在平衡位置两侧所用的时间 T
二。

笋 T
。。, 见

图4; 而是
,

折合长度增长的一侧用较长的时间来完成这半个行程的运动
.

图 4 的 完成须利用椭圆积分表
,

图中显示了不少的
: , 、 云卜 歹:之间以及T

, : 、

T

。。和 T 签之

间的相对位置和级量
.
图 5 和图 6 示出了T

:二 、
T ‘

、

T
补 、

T 。/ T
叻

、

T

。

汀T
二 。

依
::。和 叮:变动

的改变趋势
.

在选取振幅时
, s : 。须受下列关系的约束

S:。乏s:
。

/
刀: ( 3

.
1。)



连通管内理想液柱振动微分方程两神推导的比较

以免得出矛盾的结果
.

保留符号L
。,

在 (3
.
15 )式里使刀2“ 1

,

就蜕化出N
ew to n当年建立的关系T 二 2“斌瓦万乡

.

L/再对于很微小的偏倚
,

可 得 T 关” 2“斌万王瓦而两)干户i)
·

若再设乙
。
一

丁;
”(

Fl/

“ )“一尸
1

F
。 ,

则导得 D an ielis B ern o o lli当年建立的一个结果 T 朴“2 “M F
;
F
Z
L /
夕F

。

( F

,
+ F

:
)

者
,

自 (3
·

1 3

) 和 (3
·

1 4
) 两 式可得 (T 二)

: , 。, o 二 (T
·“
)
: 1。, o 二 “ 以F

:L 。
/
g
( F

:
+

F
:
)

·

(
T
二 + T

·“
)
: :。, o 一 2“ 斌 [IF

;
F
Z+ hF

·

( F

,
+

F

Z

) 〕/g F
·

( F

】
+ F

:

)

,

此 式 跟在资料中已

经存在的一个结果
〔’」
完全符合

,

其中L0 一伊
“!‘尸)“一“十“

!
“/“

2+ “1‘/ ,
,

, 一“
。 .

四
、

T

、

T
补 、

T zu 和T ab 的另一些性质和关系

以T 代表等径连通管内理想液的振动周期
,

这个液柱的长度为 L
。; 我们把这个连通管跟

一个具有不等臂径的连通管作一比较
.
在平衡位置

,

设第二个管的液柱长度也是L
。,

于是有

{擎、
一 ’‘m

_

丫\ 1 /510今0 5 一。, U v
L 。

+
(
刀孟一 1 ) s

, 。

L
。

二盛二 一旦旦==
‘

/二宜二
1+ TI: 兀

一

v
l

+

刀:

于是可断言
,

当飞> 1 时
,

T
关

5 x o -争

则有

o < T

条件日T
苦
阳
s, 。
一 。给出

s;。二 o 是

L
。

F

刁 .

黑
。 , , ,

/ 2 几5
1。

~ 于一
~

丁 - 厂
~ ~
! 1 十 4 少

.
二, 一一

‘

丁 Z以 ”
砚
~
下一二

一二 -

‘o十 /u 5 to L 厂二 乙n 一 1 \乙 。十 找s 一。

(
4

.

1 )

、
” 一 t 飞

.

黑 M Z / 2加
.。

、
“

J I 十 夕
.

二 -
一
~
了饭下 一( 下一一 1二 上

/ J 二二 乙n 一 1 、‘ 。十 人￡10 /

的解答
.
当sl

。
“ o ,

可以检证有

‘
一

旦兰工1 、
\ 口s犷。 /

_
汀

_
(刀 一 1 )

2

:一 。
一斌 夕 ( l + 。

:
)

’

4 乙
。“, , >

0
(
刀2护 1 )

根据这项分析
,

当:
, 。
“ 。时

,

T
苦
有其最小值

,

从而断定
,

永远是

T 芳 < T ( 刀
:
并 i ) (4

.
2 )

在:l。二 o 处
,

曲线族 (T
关 , ; 、。

)都有水平切线
.
当 ;:

。

增长
,

这族曲线部单调地远离轴线

51。一 0
.

自关系 (aT
:。

/
。s :。

)

。

_

。
“ (刀至一 1) /斌

~
页i不万百了瓦

一

可以看出
,

只能刀:“ i时
,

在
s , 。二o

~ 产 一 ‘ J ’ 、 一 ’ ‘ ’ 一

S 孟。二 V
一 ‘

一
‘ ’

。 、 一
‘

一

‘ 产

一
“ ’ 一 ’

一 一
‘

” ‘一 - - - -

一
‘ “

处曲线族 (T 刊
, s : 。

)才能有水平均线
.
当飞> 1 时

,

曲线依增长的凡
。

而一同增长
; 当飞< l

,

它们则单调地下降
.

部分周期T
。。的性质可 自T

苦 一 Tz
,

推得
.
自(3

.
13) 式可得 (几

。

)

。

决 。 二 “ 斌L
。

/
g

(1
十 刀: )-- 一 ’

一
’一 、 ‘

~ 一
’ 一 ’ 一 ’ ‘

” ”
’ 、

一
’

勺 。

, U ’

一 川 。 、 一
‘

及 T /2二 “ 甲五石2乏互
,

于是可以断言

(T 二 ) :
;。
、o < T /2 (4

·

3

)

当:
:。
增大时

,

T

二 。

> T
/
2 是可能的

,

但未深入探定
.
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五
、

蜕化出跟水电站有关的一种极端情况

如图 7 所示
,

这是近似水电站中水库和缓压水洞形成的一个特殊振动系统
,

水轮机的流量瞬时完全中断
.
以兄二刀{ 一 1 , 叮:一 F

:
/尸

、,

试把微分方程

(L
。
+ 几s

:
),

:
+ 专几亏; + 夕( 1 + 刀

1
)
52之 0

假设视流往

冲
I
J 。

应用到图 7 所示的振动系统上
,

为此则有叮
:
一 F

Z
/ F
t
“ O

,

兄二火 一 1二 一 1 ,
L

。
-

(
5

.

1
)

F

,

.

了一
d 占

厂

正常运行水位
lll

匕

F

Z

!!!

卜卜. ~

一
.竺竺 ,,

图 了 当F
:翎 oo 的一种蜕化系统

” eo n st
,

从而 (5
.
1)式 简 化成 (L

。一 :: )g
。一 专弓 + 9 5:一 0

,

并 白积 解 L 声孟一 s声 ;+ 夕
5
1二

9 5孟
。

导得

*:一士、、了于芬 (5.2)
若用 勺:“ 0,

用￡: 二 一 ‘: 。

则也可 由 、2一 士斌g (1 + 刀
2
)

·

斌 (
:鉴

。
一‘)/「L

。
+

(码 一 1)s
2
〕蜕化出(5

,

2) 式
.

cos 叭 华一 2沪
,

则自上式变换出

、.夕
nO

,

一匕
碑了‘、

、......卜

l

T
。‘
一甲筹 广

C
了二乡要;

*2一 2

丫互乒叭
“ ·“

、不下下舀而
泛

了、,

尹甲 3

二
20, 2

’

J

J 扮 , 4

O

:

· 。

一 2

了互否二
一

丈
“

. 之一

/ \ 、

刚仁了
~
弓而喻 却

,

K

Z 一 2s
:。

/ (
L

。十 ;:。
)

两 种 推 导 的 主 要 区 别

细节的区别无法肯定
,

因为我们认为
,

略去动量改变量是不合乎力学逻辑的
,

从而也就

未去求解 (2
.
4) 式

.
所以本节只能限于谈几点基本区别

.

( 1 ) 在推导中
,

基本概念的区别 那种曾沿用 已久的推导完全忽略 了不等径管段之间

部分液体移流的能量改变量
,
。 下「/

a 乙 二
一

万1 1
g L \ F

:
一 1

」
F 二。‘“, ‘名、、卫户/

-l兄

此外
,

别无区别
.

( 2 ) 运动微分方程的区别
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忽视了 d E 的微分方程是

(L
。
+ 几z

;
)戈

,
+ 夕( 1 + 刀

2
)
z ;
之O

在考虑上 d E 时的微分方程是

1
.。 . , - ·

~

、

( L

n

+ 几s
,

)
宫

,

+

一

士
一

几兮{ + g ( 1 + 刀
,

)

s
:

二 0
2

’ - 1

一
、

_

两式虽然都是非线性的
,

但前式限于第一项
,

后者则有两项
.

( 3 ) 在平衡位置上
,

理想液柱速度的区别

在考虑上 dE 时
,

我们有

(‘
1
’一

”一 士刚

丽
”
2
访三耸

L。一
l

名20

争ds
一 “十
几

“ 十

专
1
}

(6.1)

当忽略 d E 时
,

其结果是

/ 2口
a ,

L 叭 )z ”
。
一 土丫飞厄 ‘n

a

一下一不} 、-

一
一

厂
又一 十

a 十 。又n 一 n l)
塑
b

/ C加。
士斌厄亏

一

丫 乙

__b” 一 2

〔h 一
( 一 1 )

‘ .

一
一~

五d不 i (6
.
2 )

九 = 2

,

、、.了“一 ”十 ‘尸
1
/‘
(

F 1
认左 十 1
厂 2

尸
,

O 一一石 一 1
厂 2

)

:

”一“
‘

’

}

!

这 两个值有很大的区别
; 按前边进行过的论辩

,

自然 (6
.
2) 式是有缺点的一个结果
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