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摘 要

本文研究了在边界和算子摄动相结合的情况下高阶椭圆型方程解的渐近式的构造
.

如果 非 摄

动问题A 。
不在谱上

,

则摄动问题 A 。
的渐近解可按小参数

。
的次幂展开 ; 如果A 。

在谱上 则在A 。
的

渐近解中出现有小参数
。
的负幂 ; 同时给出了有关的余项的估计

.

问 题 的 提 出

在很多物理和力学的问题中
,

常出现最高阶导数项带有小参数的椭圆型方程
.

例如
,

研

究预应力薄板的弯曲问题时
,

得到变系数的四阶椭圆型方程
〔‘’:
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当板充分薄时
,

D 是小参数
.

在研究薄壳的变形时
,

将得到阶数更高的椭圆型方 程 和 方 程

组〔2 ,
.

在工程技术中还出现边界摄动的问题
,

例如
,

把平板焊接在柱壳 (或柱筒) 上
,

当柱

壳截面切割不好
,

不是一个理想的平面时
,

所产生的焊接应力就有边界摄动问题
.

同样在扁

球壳屋顶计算中
,

也有类似的问题
.

1 9 6 4年作者应用了 月
.

A
.

几。 e T e p 。。 K 和M
.

H
.

B 。。 。 : 的方法
「3 , 、 r 毛, ,

研究 T 在边

界摄动的情况下二阶椭圆型方程和 四阶椭圆型方程解的渐近式
〔“’、 t。’,

19 7 8年作者把这些结果

推广到更高阶的椭圆型方程上去
〔7 ’

.

本文是前文的继续
,

研究了更一般的情况
.

高阶椭圆型方

程在边界和算子摄动相结合的情况下的问题
,

在工程中代表周向加肋的圆柱 壳 或 椭 圆柱壳

(如潜艇外壳或柱壳屋顶盖等)
,

当周向肋和圆柱壳的焊接位置不正常时
,

由于外压或自重

产生的焊接应力问题
.

圆柱壳的平衡方程是径向位移八阶微分方程式
.

其外部解或远程区域的

解用薄膜理论就足够了 (它是四阶微分方程)
,

边界上的条件并不能完全满足
.

这样就可以

用摄动法求出边界层的摄动解来满足这些边界条件
.

设口为
。维空间R

,

的有界区域
,

a口
己

表示摄动的边界
,

我们用 x 一 (x , ,
x : ,

⋯
, x 。

) 表示 R
。

内的任意一点
.

在口内我们研究如下的摄动问题 A
: ;
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假定算子L
。、

L
Z ,

分别为Zm 和 21 + 2切 阶的椭圆型微分算子
,

即它们的特征多项式

尸
。
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.

刀
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刀
;

为某个正数
,

织 应理解为

表达式 省
: “ ‘

占
: “ 2

⋯看厂
’ .

当边界不摄动时
,

边界条件 (1
.

2) 退化为通常所谓的狄立克雷问题的边界条件
,

在这种

情况 下
,

M
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H
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B 。 二 。 K 和 月
.

A
.

月。 e T e p 。 。二 ‘3 , 、 ‘, 、 J
.

G
.

B is )e s〔8 ,
等 都 曾 作过研

究
.

当边界和算子都不摄动时
,

摄动问题A
。

退化为非摄动问题A
。:
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这个问题已有很多人详细地研究过
,

例如
,

M
.

H
.

B H lll 。 ‘ , “, 和 0
.

B
.

F y ce 。a ’。’
等

.

本文

拓广改进 了他们的工作
.

摄动问题A
。

的解。 ,

的特性与非摄动问题A
。

是否在谱上有关
,

即几一 。是否退化算子 L
。

的

特征值
,

解的特性是不同的
,

如果非摄动问题A
。

不在谱上
,

则摄动问题姓
。

的解
。 :

的渐近式

的构造比较简单
,

可按小参数
。的次幂展开

.

如果非摄动问题 且
。

在谱上
,

则一般说来它是不

可解的
,

如果摄动问题A
‘

的解
“ ‘

存在
,

则渐近式的构造就复杂得多
,

在展开式中将含有小

参数。的负幂
,

点
。一 。是做为

。的 函数 u :

的奇异点
.

在讨论上 述各种情况之前
,

我们先对算子

L
,

进行第二次的分解
.

二
、

微分算子 L
。

的第二次分解

在边界a口
。

的冲

—
邻域内引进局部座标 (p

,

甲)一 (户
,

沪; ,

⋯
,

切
,
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,

( 0
,

甲)为边界 口口
。

上的

点座标
, p 表示其内法线上的点到边界的距离

,

0 ( p < 叮
,

当户一 。时由 ( o
,

树确定 了不摄

动的边界a日
。 ,

当p ~ 。
以甲)时

,

由(:
a( 哟

,

哟定义了摄动的边界 。g
, ,

其中 a( 哟是充分光

滑的正值函数
.

在局部座标中将每一个算子 L
、

表示为

L
‘
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其中M
‘ ,

是L
.

中关于变量 p 的 2。 十 i 一 ; (Zm 十 i》 r > 1 )阶的一些导数项之和
.
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三
、

问 题A 。不 在 谱 上 的 情 形

非摄动问题 A
。

不在谱上的情形
,

即齐次边值问题只有平凡解
,

此 时非齐次边值问题均

有唯一解
.

设非摄动问题A
。

对于任意的 f( x) 有解
,

且当
。姜 。充分小时

,

摄动问 题 A
。

的解
。
存在

,

在这种情形里
,

我们有如下的定理
:

定理 1 如果 1) 问题A
。

可解
,

2) 问题A
。

一致可解
,

即它对所有充分小的
“和任意的 f( 幼

都有解
“ 。 ,

并且

}}
u ,

n
Z

(
e
}}f(二 )}1

其中C > o 为不依赖于
。 和 f(二 )的常数

;
!! !1

,

!! !!
2

为 B a o a o o 。 范数
,

3 )问题 A
,

当 “” o 时

正则退化为问题月
。 ,

4) 问题A
。 、

A
。

的系数
、

右端函数和区域边界都充分光滑
,

则问题 A
:

的

解。 :

有下列的渐近式
:
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u 。

是退化问题A
。
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,

2
,

⋯
,

21 + 2。)由第一迭代过程得到
, v ‘

(f一 0
,

1
,

⋯
,

31 + 3 m 一 1 )是边界层函数
,

由第二迭代过程得到
,

余项 R ~ O (护 ‘十“川 十 ‘

)
.

上面的递推过程和

证明步骤与文〔7 〕相同
,

这里不再重复
.

四
、

非摄动问题A 。在谱上的情形

非摄动问题A
。

在谱上的情形
,

即问题A
。

不是对任何函数 f( 劝 都可解和对应于它的齐次

边值问题有一个非平凡解。。
.

我们设问题A
。

当。
充分小时对任何 f (劝存在唯一的解

“ 。

(x)
,

且

对于某个
n ,
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,
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其中!日1
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1! 】】是某个 B a a a , o 。范数
,

C是常数
.

下面再分两种情况进行讨论
:

1
.

问题A
。

的连接函数不存在的情况

问题A
。

的连接函数的定义
,

我们将在后面给出
.

在这种情形里
,

我们先求问 题 A
。

在区

域口内的形式渐近解为下列形式
:
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,
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这个过程称为第一迭代过程
,

因为方程的阶数降低
,

因此
,

第一迭代过程所得的解一般

不满足全部的边界条件 (1
.

2 )
,

这时在边界附近第一迭代过程的渐近展式与真 解
u 。

一般说架

会有 明显的误差
,

需要构造边界层校正项修正这种误差
.

我们在边界 叮一邻 域内构造边界层

函。
。
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,
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,

得到确定云
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:
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因为方程 (1
.

一 1 , 2 ,

⋯
,

2 1+ Zm )

是线 性的
,

所 以问题月
,

的解
、 ,

可写成如下形式
:
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,

我们只限于取具有余项R 的有限和
,

即求 u .

具有以下的

形式
:
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心智
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甲)一
仁a (甲) l

“‘+ , ,

(2 1+ Zm ) ,
D 公

十 Z m
劝

;

(0
,

甲)

2 1 + 爪 + 3

一 乙
[ a (切)」

, ‘+ : , + 、一 z

(2 1十 Zm + l一 j) ,
D 公

+ 2 爪 + ’一 I 。。(o
,

切)

j . 0

(4
.

12 )

2 1 + 2 泞乙一 l

一 艺
j . 0

仁a (中)〕
, , + : , 一 ,

(2 1十 Zm 一 j) l
D 穿

+ 2 “ + ‘一了。 , (o
,

甲)

D 男
一 ’“ 2 , 、 2 。:

(0
,

甲)

一 D
, v Z , + 。 , ;

〔a (切)〕一 c : , , , + :

D
, 云。 〔a (卯) j

-
一

墙胃薪望
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。
一(。

,

甲’

名 I + Z m

一乙
。

I 一 0

La (切)J
Z ‘+ , m + , 一 ,

(2 1+ Zm + 1 一 j) l
D 梦

+ , ” 一 了。。(o
,

沪)

2 1 + Z m 一 l

一 乙 D 券
‘+ , ” + ’一 j u , (o

,

甲)
少一 O

〔a (切)」
2 , + “”一 ,

(2 1+ 2川 一 j) !

u : , 十 : 、一 1

〔a (中」一 c : , 十Z o

D 丁
’一 ‘云。

〔。(甲)〕

D 甲云
。

「a (切)〕二

D 于
‘ 护云。[ a (甲)〕

一 D 尹
一 ’

一 D 刃‘
。

(0
,

甲) 口

= 0
,

(j一 1
,

2
,

⋯
,

l一 l) } (4
.

13 )

D 丁口
。

[二(中 )〕一叻
。

(0
,

切 )一 c oa (切) D 岁
+

“
。

(0
,

甲) 一D 君“
。

(0
,

切)

D 尹
+ ‘v 。

〔a (甲)] = 一 e 。

D 君
+ ’u 。

(0
,

甲 )
(4

.

14 )

、.....吸-

了lwe夕

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯

D {
‘ m 一 ’v 。

【a (卿 )〕二 0

D Tv
‘才 , ‘m

La (甲)J二
[ a (切) 1
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(2 1+ Zm ) j
D 公
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劝

,

(0
,

甲)

盆I+ 名价

一 乙
。 刀丫

+ , 用 + ’一’。。(o
,

甲)
. 0

[ a (甲)〕
, ‘+ , ” + 、一 ,

(2 1 + Zm + l 一 j) !
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2 1 + 2 阴

一 乙 D 落‘
+ 8 , 一 j“ , (0

,

甲)

j . 0

[a (沪)〕
1 ‘+ , “一 z

(2 1+ Zm 一 j) ,

D 犷
+ ‘口: , 十 : 。

[a (沪)〕
[ a (沪)〕

2 ’十2 们一 ’

几了干仓而二D
.

了
功

。 十 ;

(0
,
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乞I + 么防

一 乙
口
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一 ,
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D 圣
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,
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2 1 + Z m 一 l

一 乙
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(2 1 + Zm 一 1 一 j) I
D 梦
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,

甲)
. O

D {
‘ ’ 一 , v , , 、 : 。

〔a (甲)〕二
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(I+ m + 1 ) !
D 合
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劝, , 。一 、(o

,
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〔a (甲)〕‘
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(l+ Zm + 2 一 j) !
D 愁

‘+ 3 , + ‘一 j a 。

(o
,

中)乙j-0

声+ 2 仍 + l

〔a (卯)」
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(l+ Zm + 2 一 j ) !
D 愁

‘十
”

一 了 u , (0
,

卯)Ei-0一
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· -

一 {
[ a (甲 )〕
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功
。
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〕
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一 乙
。 ,
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卜
,
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D 甘
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,
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2 1 干 2 阳

仁a (甲) ]
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(2 1+ Zm + l一 j) -
D 犷
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“

一‘ u 。

[ 0 “ a (切 )
, 甲〕
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一

〔
v : , 二 , 二 , 〔a (, )〕+ e : , , 。 + ; 二 , 云。
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乙i-0�Ej-l一一

护
+ ·’ 一 ‘

一
〔a ( * , 〕

]}一
”

一
(·

,

, )

一
’一

D
。

R
刀 . 已以 ( p )

一

{
〔a ( 甲) 」

, ‘+ : 。 + ,

( 2 1+ Zm + 1 ) !
D 公

‘ 2” + ‘
叻

:
〔8 : a ( 甲)

,

甲]

2 1 + Z m

〔a ( 甲) ]
2 ‘+ 2 用 + 2 一 ,

“傀 i而而干不万万
D 犷

+ 2 ”1 + s 一 了。。[ 0 o a (华 )
,

甲1
( 4

.

1 6 )
Ei-0一

艺I + 2 ,劝

〔a ( 甲) ]
2 ‘+ 2 , + ; 一 ,

( 2 1+ Zm + l 一 j) -
D 梦

+ “m + ’一 夕 u , [口。 a ( 甲 )
,

甲」

。 I 一 “

[D
, v : , 十 。 + ,

( a (甲) ) 十 c : , 十 。 , ; 十 j D
, 云。( a (甲 ) )
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+ “用 一 ’ v Z , , : ,

(a (切))」李
。2 ‘+ “’ 干 ‘

二 r ;

(。
,

甲)。
2 ‘十 2 ’ ‘ ’

D {
+ ’ 一 ’

刀 }
。 . , 。 。。 、 〔a (沪 )」‘

+ 2 , + :

(l+ 2二 + 2 )
,

D 二
+ 2 , + “

叻, * 二 一 :

仁0 o a (切 )
,

甲 ]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯
,

⋯
,

二
, . . .

⋯⋯

一一�

i + 2 阴 + a

一 乙 。
厂a (切 )〕“

2 ” + 3 + ,

( l+ Zm + 3 + j) !
D 愁“

3 ,· 十 “一 ’ 叮。( o
,

切)
j一 0

I 十 Z r 八+ 之

〔a ( 切) 」
‘+ “” + 2 一 ,

( l+ 2优 + 2 一 j)
,

D 悠
‘

一
’一 ( 0

,

, )

{一
”
一

乙)-0一

芝 ,
’

‘+ 。 一 ; (￡
,

切 ) e “ 2 ” + ,

现在我们来逐个地确定 几
, 云。 , a ‘, 云‘

(‘一 。 , 1
,

⋯
,

21 十 Zm )
.

显然
, 探。 是 下列齐

次边值问题的特征函数
:

L
。‘。二 0

D 么“
。
( 0

,

甲)“ 0
,

( s 二 0
,

l
,

⋯
,

沉一 1 )

为 了在边界附近建立边界层函数 云。
,

我们研究方程 ( 4
.

6) 和边界条件 ( 4
.

M
。

几“ O

D 罗云。【a (甲)] - 一 D 男

D 尹
+ ’云。 [ a ( 切)」“ 0 (

( 4
.

3 )

( 4
,

10 )

1 3 )的问题
:

( 4
.

6 )

a 。( 0
,

中)

( 4
.

1 3 )
2

,

⋯
,

l一 1 )

方程 ( 4
.

6) 是常系数 (关于 t) 的常微分方程
,

它的特征方程是

2 才

只
2 ’

乙
a ,

(甲) 之
‘
一 。

‘一 0

如果此方程具有负的实数部分的根的个数等于l
,

即等于问题 A
,

退化为问题A
。

时所失去

的边界条件的个数
,

则称问题A
,

正则退化为问题A
。‘3 ’

.

我们假定退化是正则的
,

则方程 ( 4
.

6) 的通解有如下形式
:

I 了

云。一兄
。 :

( , , 。一“‘, , ‘ 一 乙
。 ‘( * ) 。一 “( 甲卜令

公. 1 ‘一 1

其中
c :

( 切 ) 由边界条件 ( 4
.

13 ) 确定
.

继之
,

为了确定
u 。,

我们研究下列问题
:

L
。 u 。
二f (戈 ) 一 L

:
( c 。 a 。)

D 急 u 。

( 0
,
切 ) 二叻

,

( 0
,

中 )
,

( s二 0
,

1
,

⋯
,

优 一 2 )

D 男
一 ‘ u 。

( 0
,

甲 )“ 叻
。 一 ,

( o
,

甲) 一 c 。 a (切) D 忍a
。

( o
,

甲 ) 一 e 。
D 了

‘一 ’石。

「a (甲) 〕

为了这个问题的可解性
,

必须满足某些补充条件
,

这个条件由格林公式
〔

川
:

专

( 4
.

4 )

( 4
.

1 1 )

( L
。 。

·

二 。
d 二 一 (

“
·

L岔
二。

d 二
一

艺l
爪 一 l

j 一 0

。。0 5 1 u
. G

, z 。
d 甲 + 乙

j . 0

。。

Bj
·

u. 兀
z 。

办

得到
,

其中 z 。

是下列齐次共辘边值问题
:

L 岔二
。
二 o

G
, 二 。

[
。。。

一 。

( 4
.

17 )

( 4
.

18 )
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的特征函数和 B
,

(j一 O , 1 ,

⋯
,

m 一 1) 是边界算子
,

我们假定 B
,

满足狄立克雷条件
:

B
, 口)

口p ]

,

这样的 B , 在一定的条件下是存在的
,

它在文〔1 1」中已指出
.

把 (4
.

4 )
、

(4
.

1 2 )
、

(4
.

1 7 )
、

(4
.

15 )式代入格林公式得

g

�乙卿( (了(二 , 一 L
, c 。。。) 2 0

d x 一 劝
,

( 0
,

切) T
, 二 。

d 甲

一 {
。。 。

{
a (* , D 劣“

。

( 0
,

, , + D : 一云
。

〔a ( , ) :
)
T

,

卜 1 ·。 、,

为了对任意函数 f (x) 可以满足 ( 由于选择 c 。

而得的 ) 这个条件
,

等于零
,

即

( 4
.

1 9 )

当且仅当
c 。的系数不

M 二 (
_ L

: 。。 二 。
d 二一 (

_ _ 〔。 ( * ) D 男。
。

( 。
,

, ) 一 D 尹
一 ‘。。 (。( * ) )T

二 一 ‘ 二 。」d * 今 。

‘ 匕咨 J d 卜己0

( 4
.

2 0 )
如果这个条件成立

,

则从 ( 4
.

1 9) 得到

1 Ff
c 。
一 五了 L3。 f (劝

二 。
d x 一 乙

。。。

‘
!

(。
,

切 , 少, z O
L

d *

]
求出

c 。

后
,

的特解
u 。

.

然后
,

( 4
.

7 )

、,2J住
‘.上

.

J住
r

‘
、

、... ...、了....夕

我们就可以从问题 ( 4
.

4)
,

(4
.

1 1) 中定出满足附加条件

又
。 。

。
。

J 二二 o

我们再确定如下的边界层函数
:

M
。 v 。一 一M

, e 。 云。

D 丁。
。

〔a ( 甲)卜势
,”

( o
,

甲) 一 e 。 a (甲 )D 罗
十 ‘应。( o

,

甲) 一 D 劣 u 。 ( 0
,

甲)

D 尹
+ ‘v 。 [ a (甲) 〕二 一 c 。 D g

+ ‘u 。

( 0
,

切)

D :
十 ’ 一 ’ v 。

〔a (切) 〕二 o

其中云
。、 反。

、 c 。

都是前面 已经确定了的
,

因此
,

我们可以求出边界层函数
。。

为下面形式
:

v 。二才十 乙
j . 1

e 八
。

(切) e 一入, ‘“ 乙 p , , 。

( t
,

卯〕e 一入, ‘

其 中
v
犷是 常系数非齐次常微分方程 ( 4

.

7) 的特解
,

比如说可以用选择系数法求得
,

而第二项是齐次方程的通解
,

尸了
, 。

( t
,

甲 )是 f 的多项式
.

设我们已经确定了
‘ : , u , ,

功

的 l’ed 题中求出
c Z , 十 2 。

和 u Z , 十 : , . ,

( i ( 21 + Zm 一 i )
,

我们再 由方程 ( 4
.

5 ) 和边界条件 ( 4
.

2 2 )

由这个问题的可解性条件

u : 了+ :
一

,

+ · 2 , 十 : 。 十 , 一 ,
。。

小
d 、

D 二u
Z , + 2 阴 ( 0

,

甲) T i 二 。
d 甲

Q

,

乙卿

中求 出
c Z , + : 。‘

为下面形式
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c z z + 2 一,

一

1 「。 「
,
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厕t3
o
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一 乙
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【很兴蠢羚
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,
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2 1 + 2附 一 1

+ 乙
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[a (切)〕
2 , + “。 + ; 一 z

(2 1+ Zm + 1 一 j) !
D 梦
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,

甲)

2 1 + 2 阴 一 1

〔a (切)」
2 , + : 。一 ,

(2 1 + Zm 一 j) !
刀梦

+ “, + ‘一 了 u , (0
,

甲)乙j-0十

+ D 罗
一 ‘ 。: , 十 : 明 _ : 〔a (甲)」T

。 一 ; 二。d 甲

其中

M 一

{
。 L

IU 。Z O
d 二 +

l
后

,

我们再从方程 (4
.

5)

l
。

。。。 “ (切)D ; ‘
。

(o
,

沪) + D 犷
一 ‘石。〔“(中)〕T

。 一 l z o
d 切斧 O 求 出 C

: ‘· : 。 以

和边界条件 (4
.

1 2) 的问题中求出满足条件

u Z z十 : , 。o
d 工 一 0

的特解
“ “‘+ “阴

’

继之
,

从方程 (4
.

8) 和边界条件 (4
.

1 5) 的问题中求出边界层函数为下列形式

。2 , 十 2 。
一 乙 p , , : , 十 : 。

(t
,

切)。
一 ‘, ,

j . 1

其中 P
, , 2 , 十 : , :

(r
,

甲) 为 t 的多项式
.

函数。 ,

(i一 0 , 1
,

⋯ ) 只是在边界刀一邻域内有定义
,

为了得出在整个区 域口 有定义 的

边界层函数
,

把它们乘上平滑函数中(p 一 。
a( 叨 ) 任c co (口 )

,

当 P 一 己a (甲)>
2 77

3
时

,

孕 ( 户
,

_

刀
.

一 巴a t沪少)一 0 ,

当 P 一 己a t沪J丈 下了时
,

O

中(p 一。a (甲))一 1 , 0( 巾(p 一 。a (切) ) 成 1 ,

( 0 ( p 一

: a (甲)( 叮)
,

我们把乘积 中(p 一 。a (甲 ))。
‘

仍表为
v ‘

.

最后
,

我们对余项进行估计
,

以 R 表示边值问题A
,

的真解与形式渐近解的余项
:

: ,

「 c 。反。
: , . _ 、

It 一 “ ,

一 l
-
一
一

:

一 十 气U n

十 C I U n ) 卞
L 匕

⋯ + 。2 ‘十 “阴 一 ‘

(u : , 、2 。 _ : + e Z , + 2 ‘。) + 。“‘十 2 州 u Z , 、 2 。

一 。”‘

〔些必渔己 + (v 。+ c ; 云。) + ⋯ + 。2 ‘十“附 一 ‘(v Z , + 2 巾 _ : + e Z , 十 2 。

云。) + 。2 ‘十 z 爪。 2 , + 2 二

我们有
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“
·

R 一 五二
。

一

〔弓
·‘去

、+ L
。

〕[
2 l

蜘晰
己
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}
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L

lu 2 了
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,
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2 l
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+ 乙
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L
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」

一 。2 ‘
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1 v Z /

一 十
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乙 M
‘
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M
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+ 乙 M
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j一 3

一
(“

2 , 十 2 、

+ 。2 , 、 2

)。
: , + Z m + ;

}

以R
,

表示具有21 十 2。阶的导数的有界函 数
,

且满足边界条件 (4
.

了6)
,

例如
,

可以设

R
,
一少 (p 一 “a (华)) [ r

。

(。
,

切)。
“‘十 2 阴 十 ’+ (户一 : a (卿))r ,

(。
,

沪):
2 ‘十“仍 十 ‘十 ⋯

十
(p 一 “a (切) )‘

十 川 一 ’
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r ‘+ 加 一 ; (e

,

甲)。‘
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〕

户

0( P 一 ￡a (沪)( 刀

则R
飞
一 O (。

‘+ “协 十 2

)
,

这时

R 一R
, + R

:

(4
.

2 0 )
’

其中R Z是下列方程的解

L
。

R : 二 一 (“
: , + 2 ,。

+ 。2 2十 : 。 ;

+ 乙
尸

尸
,

): ‘
+ ’ + ‘+ m ‘· 了, , 门 + , )

D 二R }
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,

(s二 0
,

1
,

⋯
,

l+ 。 一 i )

因此
,

根据估式 (4
.

1) 得
“” 1

1}R
2

11
,

( M
。: ’+ , 十 ‘十 m , ”“ ’阴 十 ‘)

且p

!!R
:

}1
1

( M
。。‘十 成 + ‘+ m ’” “ ’m + ‘’一 ” :

再从 (4
.

2 0 )
尹

式得

}!R {{
:

簇 1!R
:

!1
, 十 }}R

Z

}1
:

镇M
: : ‘千 2 ’ 牛” + M

。。 ‘+ ’ + ’干 m l “( ‘”
十‘, 一 n ,

“ O (“‘
+ m 十 ‘十 m ‘” (‘’阴 十 ‘) 一 ” ;

)

由此
,

我们得到下面定理
:

定理 2 如果 l) 之“ o 是退化算子 L
。

的特征值
,

即齐次边值问题 L 声
。
二 o

,

D 沁
。

(O
,

砂)

二 O,

(s 二 0 , 1
,

⋯
,

m 一 l) 有一个非平凡解风且没有关于问题月
。

的。
。

的连接函数
; 2) 对于充

分小的
。和任意的了(x )

,

问题A
。

有唯一的解
u 、 ,

同时对某个
n ,

和齐次边界条件估式 (4
.

D 成

立
、 3) 间题A

。

正则退化为问题A
。 、 4) 问题A

。 、

A 。

的系数
、

右端函数及区域边界都充分光
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5 )格林公式中的边界算子B
,

满足狄立克雷条件
:

B
,

a ]

a p ]
(j二 0 , 1 ,

一
, 优一 1 )

则摄动问题月 的解“ ;

可按如下的。次幂展开
:

c o u 。

己

十 (。
。、 。 ,。。

卜 ⋯ + 巴2 ,

一
。 : 了+ 2 一

〕
+ 一
口

卫

黔
一

+ (”
。 + c : 云。) + ⋯ + : 2 ‘+ “爪 u Z , 十 2 。

〕+ R

其中风是齐次边值问题的特征函数
, u 、

(i一 。
,

1
,

⋯
,

21 + Zm ) 从第一迭代过程得到
,
云。和 . 了(j

~ o
,

1
,

⋯
,

21 十 2。 ) 由第二迭代过程得到
, c 。

(k 一 。
, 1 ,

⋯
,

21 十 Zm ) 是由可解性条件 确

定的常数
,

余项 R 二 O (e ’
十 m 十 , + “‘“‘, ”

十” 一n ,

)
.

2
.

问题A
产

的连接函 数存在的情况

现在假定条件 (4
.

20 ) 不成立
,

这时问题且
。

的解 u :

的渐近式将找到为如下形式
:

e o妞。
, e o a l + e ; 呀。

“
一 —下一

一

了
一 - - 一

一云二云-

—
了 ”

,

下
艺几 巴几

e o凉* 一 1 + ⋯ 弓
一 c *一 “o

+ [ u 。+ (c ,叮* 一 : + ⋯

+ c 、反。
) + ⋯ + ￡‘

[ “
:

+ (c
占、 ,反。 一 , +

。
f e 。

云
n

⋯ 十 C ‘、 : U 。
少 }十

姗 . ,

十 己
一

悦— 气 一
.

十
t 乙“

e o石1 + e , 弓。

8 壳一 1

e n

云; _ ,

十
十 二 十

-

一
一, -

⋯ + e 袅一 1云。

+ 〔v
。 + (e :云、一 : + ⋯ + c *石。

)」+ ⋯ + 。’

[ ”
。

+ (c
: , :云。一 :

一�一一一一e

十 ⋯ 十 c 寿 、 :

云。

)」十 ⋯ ( 4
.

2 1 )

其中。 、, 。
, , 。 ‘,

公
: , 。 ,

的求法同前面类似
,

如果问题的参数充分光滑
,

则所有这些项都 能

逐步求得
.

我们指出
,

系数c0 是在第k步以后遇到
,

在确定函数
u 。

时同时确定
.

现在我们可以给出连接函数的定义
:

定义 我们称函 数‘
1 ,

凡
,

⋯
,

吼
一 ;

为关于特征函数 a0 的连接函数
,

而函数云
。, 云 , ,

⋯
,

云。_ ,

为关于问题姓
,

的。,

的连接边界层
.

定理 3 设当。护 0充分小
、

方程 (1
.

1) 的系数和右边部分充分光滑时问题 A
:

可 解
,

且

对于某个
n :

和齐次的边界条件估式 (4
.

1) 成立
,

此外
,

设非摄动问题A
。

在谱上
,

同时对应的

齐次边值问题为简单起见
,

只有一个特征函数a 。,

有‘
。

的连接函数
,

且间题A
。

正 则退化为问题

“
·

和边界算子“
,
满足狄立克雷条件

:
B , 一

聂
,

则对于问题“
。

的解
· 。

来说渐 近展式 ( 4
·

2 , )

是正确的
.

其中应: ,

吼
,

⋯
,

几
一 :

是 关于问题A
,

的风的连接函数
,

而云
。, 云: ,

⋯
,

云。一 : 是连接

边界层
,

常数
c ‘

和函数
u , , 。 ,

等类似于前面的方法确定
.
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