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摘 要

在薄板理论中
,

悬臂矩形板的弯曲
,

长期以来是个难题
‘

因而
,

现有的解均属于近似解
.

如

列出几位曾解过这问题的作者
,

可提到 L
.

V
.

K an tor oy ic h
,

D
.

L
.

H ol l
,

W
.

A
.

N as h,

H J
.

Pla s s ,

Jr
.

等
.

他们所用的方法为变分法或差分法
.

本文将作出一个精确解
.

它满足微分

方程及复杂的边界条件
,

包括自由角点条件
.

在我们的方法中
,

用了叠加法及广义简支边这概念
.

它的特点是
:

沿边各点的弯矩 为 零
,

但

挠度是存在的
.

因而要满足 自由边的条件
,

只须消除剩余的剪力
.

顾及自由角点的 位 移
,

只须叠

加符合要求的一些简单的弯曲面方程
.

所得的结果与近似解很好地核对
,

充分证实了现在这解是正确的
.

引 言

悬臂矩形板的一边为固定
,

三边为自由
,

并有两个自由角点
.

要寻求一个满足微分方程

及所有的边界和角点条件的精确解
,

长期以来在薄板的弯曲理论中
,

被认为是个难题
.

但因

这问题在工程中的重要性
,

前人曾作过不少的工作
,

例如用差分法
,

能量法得到 一 个 近 似

解
,

或用富氏积分求解固定边为无限长的悬臂板
.

最早
,

L
.

V
.

K a nt or ov ic h 用他 自己的

方法
,

解在均布荷载作用下的悬臂矩形板
.

C
.

W
,

M ae G r eg or 解了固 定 边为无限长的悬

臂板
,

在无限长的自由边上作用一集中力
.

并用实验核对
,

证实计算是 正 确 的
.

后来
,

D
.

L
.

H ol l 用差分法解悬臂板
.

板的固定边与相邻的自由边之比为 4 , l
,

并在与固定边平行的

自由边的中点作用一集中力
.

1
.

J
.

Ja
r a m il lo 对无限

一

长的悬臂板作了进一步的计算
.

集中

力不仅作用在自由边
,

并且作用在板宽度 (垂直于固定边) 的粤
,

喜
,

草等点的情形
.
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A
.

N as h 亦 以差分法解在均布荷载作用下的悬臂板
,

而固定边与其相邻的自 由 边 之 比 为

2 , 1
.

H
.

J
.

Pl as s
.

Jr 等用薄板的广义变分原理
,

舟长昙:臂方形板的平衡与振动
.

近年 来
,

由于计算机的运用
,

就有以有限元来计算悬臂板这问题
,

虽然所得解还犹待作进 一 步 的 改

进
.

从以上所列举的工作可知
:

到目前为止
, :悬臂板的解

,

还没有直接从解微分方程
,

并同

时满足边界条件与自由角点条件而获得的
.

本文企图由解微分方程并满足所有的边界条件
,

包括 自由角点条件
,

去寻求一个精确解
.
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为此
,

须引用广义简支边这概念
.

运用这概念并用叠加法
,

就可解悬臂矩形板的 弯 曲
.

与解固定边矩形板相似
,

最后将导致一系列无穷联立方程
.

广义简支边或称为变 相 的 简 支

边
,

曾由胡海昌同志及波兰的 K os k of s k y 等提出
.

施振东 同志曾结合广义变分原理
,

解矩

形板的弯曲
.

一 百~ 寸尹 本笃 二扮 止+t

一
、 ) 夕又 l团 少屯 之三

对于通常的简支边
,

例如 x 一 a ,

相应的边界条件为
:

沿边各点弯矩 M
二
一 O,

及沿边各

点的挠度 附 一 0
.

广义简支边与通常简支边的差别在于
:

仍以边 二一 a
为例

,

沿边各点 的 挠

度不为零
,

而各点的弯矩为零
,

即 M
二
一 0

.

至于剪力
,

广义简支边与通常的简支边相同
,

沿

边各点剪力是存在的
.

因而
,

如果沿通常的简支边各点有沉陷
,

这边就成 了广义的简支边
.

在解 悬臂矩形板时
,

要满足 自由边的边界条件
,

当以广义简支边为出发点
,

只须消除沿

边各点的剪力
,

就达到满足自由边的边界条件
.

在解悬臂矩形板之前
,

先解以下这几个问题
,

作为准备
.

( 1 ) 设矩形板的三边为简支边
,

而 y一 b 这边为广义简支边 (图 1 ) 沿边各点的挠

度由正弦级数表示
:
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一
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: 月
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沿 x ~ a 这边的剪力为
:
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C O S 刀1 兀

将括号内的函数展成正弦级数
,

得到系数 E
‘:
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代入上式
,

得
:
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二
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2
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同样得到沿 x = O 这边的剪力
:

(犷
二
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沿 y 一 o 这边板弯曲面的斜度为
:

/ a不 \

戈而
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, _ 。
二 汀
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2Q 兄
阴 Q m
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5

作用在角点 (a
,

b) 及 (0
,

b) 的集中反力各为
:
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、 _ 。
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若广义简支边的挠度与边的中点对称
,

则以上各式中的 艺 应均改为 乞
fn 一 1 3 二

( 2 ) 设矩形板的两边 y一 O
,

y~ b 为简支边
,

而 x = O
, x ~ a 这两边为广义简 支 边

(图 2 )
.

沿边各点的挠度为
:
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板的弯曲而为
:
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将上式改为负
,

即得沿 x 二 0 这边的剪力
.
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( 3 ) 设有一四边简支的矩形板
.

沿 y 二 O 这边作用分布弯矩 (图 3 ) :
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板的弯曲面
,
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,
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,
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( 4 ) 在均布荷载作用下的四为简支边的矩形板
,

q 为荷载的集度
.

沿 x 二 a 这边的剪力等于
:
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作用于角点 (a
,

b) 的集中反力为
:

,
。

、 _
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有了以上这四个部分
,

就可把它们叠加以满足各边的边界条件
,

及 自由角点的条件
.

但

仅有这四部分还不够
,

不能实现两 自由角点 (0
,

b)
,

(a
,

b) 应有的位移
.

因以上这四个

部分仍保持这两角点被支承
,

于是引入叠加的另一部分
.

设板的弯曲面为
:

牙二 k 夕 (2
.

2 4 )

k 为一待定常数
.

这其实是板绕 x 轴作一刚体转动
.

这转动角度可用正弦级数表示为
:

/ a附 、
‘二一

一
l 一 左

\ d 夕 / v · o

一 些互 ,
兀

一
(2

.

2 5 )
m . 1 , 卜
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.

仇汀X

—
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—”王 a

三
、

在均布载荷作用下的悬臂矩形板

设悬臂矩形板如 图 4
.

边 g 一 O为固定边
,

其他三边为悬空
.

所解的 问 题 可 归 结 为
:

在板的边界内
,

须满足方程

甲甲牙二 4
「

JJ
(a )

下!|
b
||土

并满足边界条件
:

(牙)

一(器)
, . 。
一 。 (”)

(等
+ 。

邻)
。. 。

一 。

〔等
+ (卜 。)

碧乳}
。一 。

一”

忿袋敷
: : 一 。

」
(d)

自由角点 (0
,

b)
,

(a
, b )

,

要求
:

。
,

—
{

图 4

* 二 : 。(1 一 。)(
~

军黑
-

、二
。

\ 口万 a y /
(e )

以上这五个部分均满足板弯曲面的微分方程
.

现只须将它们叠加
,

以满足一边固定
,

三

边自由及两角点自由的条件
.

这样所得的解应属于精确解
.

由于在均布荷载作用下
,

板的弯曲面与板的垂直于固定边的中线对称
,

系数
a 。

与 E
,

的

下标 。 应等于 1 , 3 , 5 ,

⋯
.

于是所有算式中的乙应改为 乙
m . 1

,s
, . ’

要满足固定边的条件 (b)
,

只须叠加由算式 (2
.

5 )
,

(2
.

1 1 )
,

(2
.

1 7 )
,

(2
.

2 1 )
,

(2
.

2 5 )
,
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分别所给的斜度
,

井使它们的和等于零
.

于是得到
:

梦一护
(卜叮

·

、i

撅[
,

一

{生会
* 、 co , h 、

护号葱争
m 2

公2
十 (2 一 月)

/ 阴 2
.

a Z
\
z

吸
; 石

~

一 十 万下 l
\ : ‘ O

‘ /

十

, .,J

一

a 2

十 五
4 夕不丈声 乓「刀沼一 L

c ot ha
。 一

a 水

si n h
Za

, :

{
_

绝
q a 一 1 二

,
“。 之

兀
.

上少 阴 口 之
, ,

a 。

1 C O 5 n 一

——‘ 2

2 左a

十
~

而了
’ 一

万一之 0 m 二 1 , 3 , 5 ⋯ (3
.

1 )

为 了使沿 夕“ b 这边的剪力 犷夕为零
,

叠加算式 (2
.

2)
,

(2
.

10 )
,

(2
.

1 4)
,

(2
.

2 2) 所给的

剪力
,

并使它们的和等于零
,

得到
:

a m

}
(。一 。)t a n h

一

李
L ‘

一 (1 一 拼)
2

e o sh “ 鱼
型_

2

兰淤a’一砂夕D
一

“ 3

一 b
‘

十 4 t l 一 拼)
‘一 下币一 少

.

—O 一

二
’

C O S Z汀

了理) 十琪
\ 1 汤 b

‘

一

犷
十 “ 一 “”二一

认粼
e o th a

,

+门1
reeeeLa 。

、
十 二二 二工了二一 l一 (i 十 拼少

万纽1 1 工i 一 以 阴 」

a 2

2 汀D

E
。

m “ 5 in h a
j

1 一拼

1 + 召

a
,· c o th a 。

〕
一 。 (3

.

2 )

要使沿 x 二 a 这边的剪力 犷
二

为零
,

叠加算式 (2
.

3)
,

(2
.

9)
,

(2
.

1 5)
,

(3
.

2) 所给 的 剪

力
,

并使它们的和等于零
,

得到第三个方程
.

, 。 , , 、 二 _ _ L 刀
‘

、0 一尸 少 L 改u 工i 一 石一
、

‘

一 (1 一 拼)

卫i

一一兰
~

一 !
。。 Sh

Z

坦三」
2

1一沪吞一兀q一乙

、 。

b
3

十 (l 一 拼)
‘ 一

云3
e o s ‘二

·

乞
爪 · 1 , 吕

· “ .

1 b
s

乏矽
.

.

工兀
一

E
,

+ (2 一拼) m 艺

弓
二

厂
~ ~

. . .

沂硬不不广
二

\ a 一 介名一 /

「尊L a 一 〕

(1 一 产)
“
b
‘

e o s h 声
‘一 1

s in h 刀
、

「 3 + 拼 月
‘ 飞

!
~ 二一

.

下丁
-

一一下二, 石 一 !一 V
L l 一科 S ln n 户

, J
(3

.

3 )
一4

+

式中的 f二 1 , 2 , 3. ~
.

但在第一项中
,

当 ‘为偶数时
,

该项等于零
.

由于 对 称
,

对于 x 一 O

这边
,

将得一相同的方程
.

由于在自由角点 (a
,

b) 没有集中反力作用
,

叠加算式 (2
.

6)
,

(2
.

1幻
,

(2
.

18 )
,

(2
.

23 ) 所给的该角点的集中反力
,

并使它们之和等于零
,

得到以下这方程
.

, ..J

尽一

、、.尹了a Z

一
, · ,

仄总
口 ‘, 一 c o s

e o sh 刀
‘一 1

s io h 刀
、 (

刀
‘ 。。’h ”

‘十 1 十 拜

1 一 仔

rl性
.

L

兀
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乙
1 , 3

’

二

福 范

十
1

(l 一召)汀
2

E
,

5 in lz a 。

一 (a
川 e o th a

, :

一 1 )
已D

一 ￡ 、
a 。

·

t
1 十 拼

1 一 拼

a o l
C O I n a 阴 十

一 ‘一万~ 而一丫一一
,

5 l ll n “
仪In J

4
十

~
下二丁~ 一下井万一一 .

L l 一拼 ) 兀

犷 4 {
t a n h

,

不⋯ Tn
一

\

匹
2

a .

2

c o s h Z _

蜘
2

(3
.

4 )
砂一户口一D

从另一自由角点
,

将得到相同的方程
.

这样
,

我们就有三 个 系 的 无 穷 联 立 方 程 ( 3
.

1 )
.

_

_
, 、

⋯
、 _ _

, 、

_ _
、 、

_
_
、 . ‘_

, .

_
、

二
_ 庵a

(3. 2)
,

(3. 3)
,

以及一个单独的方程 (3
·

4)
·

于是就可以解未知 系 数 嘶
,

阮
,

E
。 , .

子
,

作为数例
,

我们将解两个问题
.

一是在均布荷载作用下的正方形悬臂矩形板
,

另一问题是边

长 a: b 等于 2
.

(A ) 均布荷载作用下的正方形悬臂板

由于系数 E
。

收敛较慢
,

在计算中取 24 项
.

由计算机
,

自方程 (3
.

1 )
,

(3
.

2 )
,

(3
.

3 )
,

(3
.

4 )

而系数
a ,

与 b
‘

是收敛很快的 取 娜一 0
.

3

得到
:

a 。
一。

.

, 6 6 6 1

器
0

.

2 3 6 4 5 X 1 0 一 2 0
.

2 0 9 7 9 X 1 0 一 3 0
.

4 5 9 4 3 X 1 0 一 屯

0
.

1 5 8 4 3 X 1 0 一 4

0
.

1 8 3 8 1 X 1 0一

0
.

5 3 3 3 8 X 1 0 一。

0
.

2 3 6 4 9 X 1 0 一。

0
.

1 2 0 0 1 X 1 0 一 6

0
.

7 1 9 5 4 X 1 0 一 6

0
.

1 1 7 4 2 X 1 0 一 5

0
.

4 2 7 5 5 X 1 0 一 6

0
.

1 9 7 6 2 X 1 0一

0
.

1 0 2 8 0 X 1 0 一 e

0
.

3 9 2 4 8 X 1 0 一 6

0
.

8 7 8 0 1 欠 1 0 一 6

0
.

3 4 7 3 5 X 1 0 一 6

0
.

16 6 3 1 X 1 0 一 6

0
.

8 8 4 9 6 欠 1 0 一 7

0
.

2 4 2 7 6 X 1 0 一 ”

0
.

6 7 6 7 5 X 1 0 一 6

0
.

2 8 5 2 8 义 1 0 一 6

0
.

14 0 8 6 又 1 0
一 6

0
.

7 3 5 4 5 X 1 0 一 ?

了一砂Q一Db ‘二 一 2
.

1 19 3 一 0
.

4 3 6 8 1 一 0
.

1 1 5 7 9 一 0
.

0 4 9 3 7 0

一 0
.

0 2 3 4 9 5

一 0
.

3 3 9 2 6 X 1 0 一 2

一 0
.

1 0 2 3 4 X 1 0 一 2

一 0
.

4 10 6 3 X 1 0 一 3

一 0
.

1 9 8 8 1 X 1 0 一 3

一 0
.

0 1 3 3 8 5

一 0
.

2 4 9 2 2 X 1 0 一 2

一 0
.

8 0 3 0 2 X 1 0 一 s

一 0
.

3 3 9 6 3 X 1 0 一 3

一 0
,

1 6 9 18 又 1 0 一 a

一 0
.

7 9 5 7 4 火 10 一 2

一 0
.

1 7 9 3 4 丫 } 0 一 2

一 0
.

6 2 9 9 6 X 1 0
一 2

一 0
.

2 7 9 9 2 X 1 0 一 8

一 0
.

1 4 3 7 9 火 1 0 一 3

一 0
.

5 2 2 1 9 又 ] 0 一 2

一 0
.

1 2 5 2 7 义 10 一 2

一 0
.

5 0 9 18 X 10 一 3

一 0
.

2 3 5 8 3 义 1 0
一 3

一 0
.

1 2 4 7 0 X 1 0 一 3

刃
用
二 一 6 5

.

8 6。

蝉 一 2 0
.

2 1 2 一 1 0
.

7 8 0 一 6
.

8 5 4 0

一 4
.

7 7 18

一 1
.

7 2 8 2

一 0
.

8 9 3 1 1

一 0
.

5 6 5 2 6

一 0
.

4 0 8 8 1

一 3
.

5 1 6 3

一 1
.

4 2 9 7

一 0
.

7 8 4 2 3

一 0
.

5 1 5 8 3

一 0
.

3 8 2 8 5

一 2
.

6 9 6 9

一 1
.

2 0 3 9

一 0
.

6 9 6 3 4

一 0
.

4 7 4 2 4

一 0
.

3 6 0 3 6

一 2
.

13 2 5

一 1
.

0 2 9 8

一 0
.

6 2 4 5 5

一 0
.

4 3 8 9 6

一 0
.

3 4 0 7 5

左
u _ 4

.

0 1 0 1 夕丫

口 兀 4
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从所得的结果可以看出
, a 。

与 b
‘

收敛得非常快
,

并且 E
4 7

约为 E
,

的 0
.

5 多
.

首先
,

计沿自

由边 封~ a
各点的挠度

.

寿一 4
.

。, 。卜黑牛
一。

.

: 2 9 3 3 臀
丈J 口否“ 工少

沿自由边 g 一 a 的挠度 曲线为
:

(不加
. 。

二 ka 十 乙
m . 1 , 3

’ . ’

m 兀X
口 阴 5 1 皿

—
8

~ 。
.

: 2 9 3 3
一

叮
十

上声

q a 4

D 兀 4

一

{
”

·

‘6 6 6’ 5 ‘n 犷羌 + 0
.

0 0 2 3 6 4 5 s in 旦些
U

,
。 。 _ _ _ _ 。 _ _

.

5汀劣
. _ _ _ _ _ _ _ _

十 U
.

U U U乙U 廿了吕 S l n

—
十 U

.

U U U U 4 勺廿4 石 S l n

7 兀 劣 + 。
.

。。。。1 5 8 4 : 、i n ,醚
.

不
“ J

10 ’ ”

以下的项均已忽略
.

最大的挠度发生于边的中点
,

(牙 )二 。
.

1 2 9 3 3

黑
+

嘿
一

“
’
‘ “ “ “ “

D
’

D 兀4

并等于
:

〔0
.

16 6 6 1 一 0
.

0 0 2 3 6 4 5 + 0
.

0 0 0 2 0 9 7 9

八 。。 。 。 J 尸 。 , 。 : 。 。 。 。 。 , 尸 。 月 。 ,

_
, 八 , 。 。 。 。 , 。 。 。 , 。 。 。 n 、 q a 4

_
八 , 。 , 八 。 Q a 4

一 U
。
V U U U 任 口料

O 了 V
。

U U V V I O O 任‘ J一 气U
。
1 乙汀 0 0 节尸 V

。

V U 1 0 O I 廿 j -
石 一 U

。

I O I U 乙 于于
~

上少 丈少

最早
,

由 K a n t o r o v ie h 所得的近似解为 0
1 1 9 2

晋
·

两者之差约为 9 、
以下这表

,

给出沿自由边 夕一 a 几个点的挠度

0
.

sa

并同 时列 出由有限元法所得的结果 (注 )
,

作为比较
.

0
.

3 7 5 a 0
.

2 5a 0
.

1 2 5 a 0

(牙 )
。

.

13 1。2
一

叮
上少

0
.

1 3 0 9 1 0
.

1 3 0 5 6 0
.

1 2 9 9 8 0
.

1 2 9 3 3

有限元解 0
.

2 2 9 0 5 0
.

1 2 8 9 2 0
.

1 2 8 5 1 0
.

12 7 8 8 0
.

1 2 7 0 8

K a n t o r o v ie h 0
.

1 19 2 0
.

1 2 1 1

这自由边 , 一 a
将稍微向上凹

.

而按 K a nt or
o vi c h 的解

,

两角点的挠度比边中点 的 稍

大
,

因而 自由边 , ~ a
将稍微向下凹进

.

自由边 二一 a
将弯曲成一曲线

,

其挠度方程为
:

万 )
二 . 。

一 * , + E 。
、 。in

一

;擎一 。
.

, 2 9 3 3嘿
—

“ J -少

5 in 巧习
a

一夕
!汀一a夕3一

十 0
.

4 3 6 8 1 s in ;些夕
a

十 0
.

1 1 5 8 0 s in

q a 4

D 汀冶

+ 0
.

0 4 9 3 7 s in
4 汀 g

住

+ 0
.

0 2 3 4 9 5 sin 乓些
卫 + 0

.

0 1 3 3 5 5 。in 鲍夕 + 0
.

0 0 7 9 5 7 4 。in 7明
住

十 0
.

0 0 5 2 2 1 9 s in
8仙
“

+ 0
.

0 0 3 3 9 2 6 。i。 9匹卫 + 0
.

0 0 2 4 9 2 2 、、n 10 兀夕

a

(注 ) 这有限元解是由北京大学吴良芝同志所提供的
.

这是他的有限元计算研究工作的一部分
.
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+ 0
.

0 0 1 7 9 3 5

_ 二 _

n 兀刀
b l li

—
-
一
一

a

十 0
.

0 0 1 2 5 2 8 s in
12 汀夕

a

+ 0
.

0 0 2 0 2 3 4 、in 卫卫三卫
.

10
一“

以下的项已被忽略
.

以下这表列出沿自由边 二一 a 几个点的挠度
,

0
.

2 5 a

。
.

。3 2 3 3 3

晋

并同时列出有限元法计算的结果

0
.

5 0 0
.

7 5 0

k夕 0
.

0 6 4 6 6 6 0
.

0 9 6 9 9 9 0
.

1 2 9 3 3

弓
“

, S‘·

半
O 一”

·

0 2 0 3“ 一 0
.

0 2 0 3 3 9 一 0
.

0 1 1 9 5 2

(附)
。 0

.

。1 1 9 4 9

鲜
上少

0
.

0 4 4 3 2 7 0
.

0 8 5 0 4 6 0
.

1 2 9 3 3

有限元解(牙 ) o

沿固定边弯矩的分布为
:

0
.

0 1 18 2 0
.

0 4 3 2 2 1 0
.

0 8 3 88 8 0
.

1 2 7 0 8

M (劝二 艺 么
。 6 5

.

8 5 9 s in 汀 %
+ 2 0

.

2 1 2 s in
3兀劣过砂

用 . 1 , 5
.

”

m 汀 劣
S l n

—
二二 一

a

_ _ _ .

5汀x
. _ _ _ _

十 I U
.

丫芯U S l n

—
十 b

.

匕匕4 U

S in 里竺
+ 4

.

7 7 18
S l n 鲍

劣 十 3
.

5 1 6 3 1 1汀X
S ln 一

a

+ 2
.

6 9 6 9 sin
1 3汀x

a

+ 2
.

1 3 2 5 s in
1 5汀劣

a
十 1

.

7 2 8 2
17 汀工

5 I n 一
a

+ 1
.

4 2 9 8 s in
1 9汀戈

一一

—
十 1

a

2 0 3 9 s in
2 1汀 %

a
十 1

.

0 2 9 7 s in
2 3 兀 X

a

十 0
.

9 8 3 1 1 s in
2 5 兀戈

a

一

十 0
.

7 8 4 2 2 s in
2 7汀 %

a
+ 0

.

6 9 6 3 3
2 9汀戈

S l n
-

—
一

a

十 0
.

6 2 4 5 4 s i n
3 1 汀义

a
十 0

.

5 6 5 2 6 s in
冬鱼些{ + 0

.

5 25 8 3 3 5 汀 义
5 I n ——

- 一一
a

.

_ _
.

_ _ .

3 7 兀x
. _ _ _ _ _

十 U
。

4 丫4 艺勺 5 1 11

—
-

一一 十 U
.

4 3 匕b 日 5 I n
旦9三些

一

+ 0
.

4 0 5 8 一 , in 4 1厅戈

a

十 0
.

3 8 2 4 8 sin
4 3汀 x

a
十 0

.

36 0 3 5 s in
4 5汀劣

a
十 0

.

3 4 0 7 5
4 7 澎义

S l n 一 - 一 一

a

在以下表内
,

列出了沿固定边几个点的弯矩值
.

X O
,

sa 0
.

3 7 5 a 0
.

2 5 a

M 一 0
.

5 3 5 6 0 q a 夕 一 0
.

5 3 5 5 0 一 0
.

5 3 3 5 3

有限元解 一 0
.

5 3 0 9 2 一 0
.

5 3 0 5 8 一 0
.

5 2 7 6 0

作为计算的校核
,

计算固定边的总弯矩
.

0
.

1 2 5 a

一 0
.

5 12 7 0

一 0
.

5 0 3 9 9

0
.

0 6 2 5 a

一 0
.

4 7 3 1 4

0
.

0 3 1 2 5 a 0

一 0
.

3 9 1 1 5 0

0
.

3 4 5 7 1

{:M( 咧
/ 一

J; 乙 乙
sin 卿卫乡d x 二 乙

阴 . 1 , 3 二
’ a

2 1 2 十

价 . 1 , 3 二
,

一一
瓜一
切

一
2a一汀

6 5

.

8 5 9 + 县
一

2 。

西

I
J _ _ _ _ .

百I U
·

了匕U 十
1

_

下b
·

匕匕4 U 十 4
.

7 7 ] 8 十
1

_

二曰
3

1 1

.

5 1 6 3

一.一9
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1
_ . 。 _ _ .

1 _ . _ _ , ,

1
. , _ 。 ‘

.

1
二 _ 。。

.

1
二 _ 。 n 。

,

1
,

十 万乙
·

””b U 十 拓
乙

·

1 “乙“十 i李
1

·

‘乙石乙卞 i百
王

·

4 乙”6 十 玄i
工

·

乙”。”十 2 3 土
·

”‘廿‘

1
_ 。 。 _

月 ‘ .

1
_ _ 八

.

_ _
.

1 _ 。 。 。 _ _
.

1 , 。 _ ,
, .

1 。 尸 。 _ 。 。

十 厄亏U
·

石”‘工工十玄7
”

·

了”“乙乙十 2亏
”

·

”” o J “十万i
u

·

”乙4 ”4 个感亏
u

·

“”“‘ o

1
。

十 万石U
石勺

5 1 5 8 3 +

弄
”

l
_

寸 几 二 U
4 匕

3 6 0 3 5 +

六
”

·

4 7 4 2 5 +

矗
O

·

4 3 ‘9 6 +

六
。

·

4 。‘8 1 +

矗
”

·

3 8 2‘4

·

3 4 07 5

1
一 。

·

5 0 5 7 8。一

误差为
0

.

5 0 5 7 8 一 0
.

5

0
.

5
二 1

.

16 多

(B ) 悬臂矩形板
,

由于 E
,

收敛较慢
,

a 。一 。
.

。19 5 6 1

黑上声兀 ,

a / b 一 2

各系数均取 24 项
.

拜仍等于 0
.

3
.

计算机所给的结果为
:

0
.

0 0 1 6 3 2 2 0
.

1 8 0 3 9 只 1 0 一 3 0
.

3 5 7 5 7 火 1 0 一 4

0
.

] 0 8 8 5 X 10 一 4

0
、

5 9 3 3 8 X 1 0 一 “

0
.

12 8 6 0 X 1 0 一 6

0
.

5 0 18 6 火 1 0 一 7

0
,

2 6 0 1 8 x l 0一 ?

0
.

4 1 5 5 9 欠 1 0 一 6

0
.

3 7 2 8 3 欠 1 0 一 。

0
.

9 7 7 2 5 X 1 0 一 7

0
.

4 17 7 8 又 1 0 一 7

0
.

2 2 6 4 7 X 1 0 一’

0
.

19 3 0 8 X 1 0一 ”

0
.

2 4 9 2 2 义 1 0 一 e

0
.

7 8 4 7 1 又 1 0一 ,

0
.

3 5 2 7 7 义 1 0一 ,

0
.

1 9 8 5 6 只 1 0 一 ?

0
.

1 0 1 9 6 义 1 0 一 5

0
.

1 7 5 4 9 义 1 0 一 B

0
.

6 1 3 2 2 又 10 一 7

0
.

3 0 1 4 4 义 1 0 一 7

0
.

1 7 5 1 6 X 10 一 ,

“
、

一
0

·

‘2 8 9 7

器 一 0
.

0 2 6 3 6 7 一 0
.

6 9 6 7 4 X 1 0 一 2 一 0
.

2 9 6 6 1 义 10 一 2

一 0
.

1 4 0 9 0 X 1 0 一 2

一 0 2 0 7 0 1 义 1 0 一 3

一 0
.

5 9 6 5 2 X 1 0 一 4

一 0
.

2 3 4 6 5 X 10 一 4

一 0
.

1 1 0 6 4 又 1 0 一 4

一 0
.

8 0 0 6 3 X 1 0一 2

一 0
.

1 4 7 1 4 X 1 0一 “

一 0
.

4 6 5 8 4 X 1 0 一 4

一 0
.

19 3 0 6 洲 1 0 一 4

一 0
.

9 4 4 1 7 X 1 0一 5

一 0
.

4 7 4 7 6 火 1 0 一 3

一 0
.

1 0 5 4 7 火 10 一 3

一 0
.

3 6 3 6 9 X 10 一 4

一 0
.

1 5 8 2 7 欠 1 0一 4

一 0
.

7 9 6 5 6 X 10 一 6

一 0
.

3 1 0 5 2 X 1 0 一 3

一 0
.

7 9 2 0 4 又 1 0 一4

一 0
.

2 9 2 4 7 又 1 0 一 4

一 0
.

1 3 2 6 2 又 1 0 一 4

一 0
.

6 8 6 2 5 X 1 0 一 “

E
。 _ 一 , 。

.

。8。

子 一 5
.

2 8 7 一 3
.

0 1 7 3 一 2
.

0 3 9 5

一 ]
.

4 9 5 8

一 0
.

6 4 25 3

一 0
.

3 6 7 17

一 0
.

2 4 26 2

一 0
.

17 6 4 7

一 1
.

1 5 9 5

一 0
.

5 4 8 4 9

一 0
.

3 2 7 4 2

一 0
.

2 2 2 3 2

一 0
.

16 4 9 0

一 0
.

9 2 9 6 0

一 0
.

4 7 4 5 8

一 0
.

2 9 4 2 6

一 0
.

2 0 4 8 4

一 0
.

1 5 4 7 2

一 0
.

7 8 5 0 6

一 0
.

4 1 6 3 6

一 0
.

2 6 6 3 6

一 0
.

1 8 9 6 8

一 0
.

1 4 5 7 2

左一 0
.

4 8 6 0 4
q a 3

D 汀3

从以上的系数可以看出
,

E
4 ,

小于 E
:

的百分之一 现计算 自由边 夕一 b 的挠度
.

q b
“

D
八U

月
住口d9自1l

0.一一

�了一汀
q一厂一O八�

X
J任nU�匕OO月任k一 0

.

4 8 6 0 4
q a 3

D 汀
“
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自由边 , 二 b 的挠度 曲线为
:

(邢 ; ,
. 。二寿6 + 乙

明 · 1 , 3

⋯

·。 5 111

罕
一 。

·

12 5 4。

省
一

+ 1 6
一

群 0
,

0 1 9 5 6 1 5 1 11
厂戈
U

3 兀戈
. _

.

十 U
.

U U l b 石艺艺 5 1 11

—
十 U

。

U U U I 石 U J 日
5 兀X

. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

S立11
-

—
一

十 U
.

UUUU乙勺了勺丫
7 兀戈

S l n
-一 一

a

+ 0
.

0 0 0 0 10 5 8 5 s in
一

9丝

10 一 5

起的项均被忽略
.

最大挠度在边的中点
,

并等于
:

(W )一 。
.

: 2 5 4。

省
+ 16

器
、0

.

0 19 5 6卜 。
·

。。16 3 2 2 + 。
·

。。。18”3”

一 。
.

。。。0 3 5 7 5 7 + 。
.

。。。。10 8 8 5卜 (。
.

, 2 5 4。+ 。
.

。。2 9 7 0 4 )

告
一 。

.

1 2 8 3 7

晋
: 弄抖

,

法 。呐 4
‘

,
。 , 。 , q b

今 、, ,

二
。 ; ,

*
_ 找。 ,,

~ * 二
卜仁、一~

飞 i : ‘ 、 : _ _ 二 、 。 、
, 、

林
怂鳅 1几只峪 / 、 丁 U

‘
上乙。一

刀
- ,

曰似浏见 “ 低议似弓曲双刀廿 四
·

, ,
·

八
·

‘、 往 “ “ 目 用 左刀
一

公

初
、

。
.

l’.vi 二
、。 二

,1 ‘、二、 、
八 , 尸 。 , q b

毛
二 * 。 二

、

上 二 二 ,

、
。二

: 。 长
.
, 。 . , ,

q b
4

、

、二、 田 ,
、 _
丰

j件
J座 , 卜

J

」, e结 , 1笼于土lJ汀U女戈 1上圭 2 习 U
,

1 0 0 0
声

一
~

万
.

,曰 乡农
声

人月J〕卫 子卜 目已1且 了古j寸 王IJ U
.

1 4 1 而一
, 〕乙 j州 酥百二刁丈有p 〕注

J
~ 少 J

~ 户

大
.

以下这表列出沿自由边 g 二 b 几点的挠度值
.

0
.

5 0 0
.

3 7 5 a

同时亦列出 N as h 的结果
.

0
.

2 5 a 0
.

12 5 a

(W )
八 , 。 。 。 , g b

4 八 , 。。 。 ,

U
。

1 乙 0 0 , 石一 U
。

1 乙O ‘O

乙少
0

。

12 7 8 4 0
.

1 2 6 9 1 0
.

1 2 5 4 0

N a s h 0
.

14 1 0
.

1 3 9 0
.

1 3 5

洽固定边弯矩的分布为
:

M (x )一 乙 E
。

si n

沉 . 1 , 3

⋯

772兀戈

a

一 一丝兰
一

矛
1 5

.

9 8。 、in

兀
,

几
吧
U

+ 5
.

2 8 5 7 s in 旦些
“

+ 3
.

0 1 7 3 s in 巨吓
义

“

+ 2
.

0 3 0 5 , i。 卫巡 + 1
.

4 9 8 5 、i。 9竺些
一

+ 1
.

1 5 9 5 , in 1 1汀戈

a

十 0
.

9 2 9 6 0 s in
1 3汀义

a
十 0

.

7 8 5 0 6 s in
1 5 汀劣

a

十 0
.

6 4 2 5 3 s in
1 7兀戈

a

十 0
.

5 4 8 4 9 sin
1 9兀火

a
十 0

.

4 7 4 5 8 sin
2 1 Jr 筑

a
十 0

.

4 16 3 6 s in
2 3 兀戈

a

+ 0
.

3 6 7 17 s in
2 5汀劣

a
十 0

.

3 2 7 4 2 s in
27 汀劣

a
十 0

.

2 9 4 2 6 s in
2 9汀戈

a

十 0
.

2 6 6 34 s in
3 1汀劣

a
十 0

.

2 4 2 6 2 s in
3 3 汀劣

a
十 0

.

2 2 2 3 2 s in
3 5 兀X

a

十 0
.

2 0 4 8 4 sin
3 7汀戈

a

一 十 0
.

1 8 9 6 8 sin
3 9 汀劣

a
十 0

.

17 6 4 7 s in
4 1汀戈

a
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十 0
.

16 4 9 0 、i。 皿3子兰 + 0
.

1 5 4 7 2 。in 4 5 汀戈

a

+ 0
.

1 4 5 7 2 s i n
4 7 兀戈

a

在以下这表内列出沿固定边几点的弯矩
.

N as h 的结果亦列在表内作为比较
.

劣 0
.

sa 0
.

3 7 5 a o
.

2 5 a 0
.

1 2 5 a 0
.

0 6 2 5 a 0

M 0
.

5 1 0 4 9 9 乙2 0
.

5 1 4 5 1 0
.

5 1 38 6 0
.

5 10 7 4 0
.

5 1 4 7 2 0

N a sh 0
.

5 0 8 2 0
.

5 0 4 7 0
.

4 8 2 4

可以看出
,

沿固定边弯矩的分布几乎是均匀的
.

作为校核以 上的计算
,

计算固定 边 的 总 弯

矩
,

(
“ , , , 、 ,

Za a

枯 工竹 又X j a X 二 一 一 , 二

J o 汀 -

1 5
.

9 8 。十 1 :
.

5 8 2 : 十 玉
一

3

乙 匕

_ . _ _ .

1 _ _ _ _ -

U l丫石十
一

‘Z
.

U 3 , b
J

+

;
1

·

4 9 8 6 十

六
1

·

, 5 9 5 +

人
。

·

9 2 9 6 +

矗
。

·

7 6 5 0 6 +

鑫
。

·

6 4 2 5 3

十

九
。

·

5 4 8 4 9 +

么
。

·

4 7 4 5 8 十

矗
。

·

4 1 5 3 6 +

矗
。

·

36 7 1 7 +

六
。

·

3 27 4 2

1
_ _ _

.

_ _
,

1
_ _ _ -

一
1

- - -

一
1

- - - -

一
l

-

十药0
·

2 ”4 2 6 + 云”
·

“6 6“4 + 晶“
·

“4“6 “+ 元。
·

““““”+ 云o
·

““4 8 4

1
_ _ _ _ _ _

.

1
_ ‘ _ _ _

.

1
_ _ _ .

_ _ ,

1
_ . _ _ _

.

1
_ _ _ _

1
十 二二 U

.

1 艺日b 匕十 刃 二U
.

I J b 4 丫十 兀二 U
.

1 勺 4 U U 十 刃 二U
.

1 匕4 丫乙十 几高U
.

1 4 勺了艺 2
乃日 4 1 4 J 4 勺 4 丫 J

二 一 1
.

0 0 4 9 q b
。

误差可被忽略
.

本文的数字计算方面
,

谢志成和黄晓梅两同志给了极大的帮助
,

例如用试算 办 法 去 决

定
:

解联列方程究竟应取多少项为适当
.

如果没有他们的不厌其烦的帮助
,

木文 将 无 法 完

成
.

北大 的吴良芝同志
,

提供 了他在有限元方面的 研究成果
,

与本文的结果互相校核
,

对这

三位 同志
,

谨表最大的感谢
.
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