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摘 要

本文利用变分原理建立了具有弹性边拱及拉杆支承的双曲扁壳的平衡方程式及 相 应的边界条

件和角点条件
.

这里假定边拱只在其本身平面内有刚度
,

边拱的扭转刚度和垂直于其平面 的 弯曲

刚度都略去不计
.

本文研究了不许自由外伸的角点铰支条件
,

以及能够自由外伸的角点简支条件
,

前者相当于周边有拉杆限制角点外伸位移的情况
,

后者相当于周边无拉杆的情况
.

对于前者而言
,

本文近似地假定边拱沿弧方向的抗拉伸刚度为无穷大
,

亦即假定扁壳的边界切向位移 为 零
,

边拱

只通过其垂直于扁壳平面的弯曲来产生弹性支承的作用
.

这些支承条件是近似地符合当前双 曲 扁

壳屋盖的设计条件的
.

本文利用双三角级数解法求得具有弹性边拱及拉杆支承的方形底球面扁壳在自重 载 荷下的正

确解
.

其特点在于先将边界条件积分处理使先满足角点条件
,

然后求解平面应 力 微分方程使满足

积分后的边界条件
.

本文的结果直接给出拉杆中的拉力
,

对于具体设计问题是有用的
.

本文提出的积分形式的边界条件方法
,

对于弹性支承的边界问题在板壳方面的应 用 中是有它

的普遍实用意义的
.

本文还给出了具有弹性边拱支承的方形底扁球壳的数值结果
,

角点为铰支 或 简支的
.

选取的

参数值为 几一 1 1
.

5 93 6
.

计算结果表明级数收坎很快
.

并得出了边拱的弹性变形对壳体内力
、

内力

矩及挠度分布规律的影响
.

引 言

有关矩形扁壳在四边简支条件下的解业 已有很多工作
,

其中 主 要 者 有 B
.

3
.

B JI
ac 二

的双三角级数解法川
,

和B
.

B
.

八。
。

B o q 的 单三角级数解法
〔2 ’

.

B 二 a c
oB 解法虽然简单

,

但其缺点在于收敛缓慢
.

何广乾
、

张维岳
〔4 ’及胡海昌‘“’等提出一些简化计算的方法

,

这些计

算结果和根据口
, K

oB
H 二的计算结果

〔“’比较
,

都证 明是有效的
.

但是
,

在实际屋盖设计中
,

很难满足简支边界条件
,

在我国一系列著 名的双曲扁壳的屋

盖结构中
,

如北京车站
、

北京 网球和山东体育馆等
,

都附有边拱和限制角点 外 移 的 周边拉

杆
「“’,

这种边界条件实质上是弹性支承的边界条件
.

有关弹性支承的扁壳计算是比较困难的
,

尤其是四 角铰 支 的 扁 壳 困 难 更 大
.

E
.

H
.

C 。二 : 。 H ‘7 , 曾在假设边拱的挠 曲变形函数的条件下
,

利用拉格朗 日变分原 理 决 定 其 待定系

数
,

来近似地处埋由于边拱弯曲所产生的壳体附加位移
.

他略去 了边拱的承压轴向变形
,

亦
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即假设边拱的承压变形刚度为无穷大
,

他只计算了边拱承弯能力所产生的影响
.

同时
,

由于

假设 的 边 拱 挠 曲变形 函数有关的附加位移并不满足扁壳的微分方程
,

因此由这种附加位移

产生的弯矩修正项将是极其不正确的
.

C o JI K o H 的解和通常的变分法的解相似
,

可能得到可

靠的中心位移
,

但不能得到可靠的弯矩分布
.

本文提出了双曲扁壳附有边拱及四角铰支或简支的系统理论
,

并提出了以位移为基础的

双三角级数解法 ; 其特点在于先将边界条件积分处理
,

使先满足全部角点条件
,

然后求解微

分方程使满足全部积分后的边界条件
.

本文的解法
,

在一方面可以推广处理矩形底双曲扁壳

的问题
,

另一方面推广处理拉杆拉力小于四角铰支所需反作用力时
,

四角 弹 性支承的清况
.

这样的求解方法对于带有边拱 (或边框) 弹性支承的薄壳
、

薄板问题特别有效
,

作者认

为它有着普遍的重要意义的
.

木文最后给出了方形底带有边拱及拉杆四角铰支的
,

以及带有边拱四 角简支的弹性支承

扁球壳的内力和变形 的数值解
,

选取参数元二 1 1
.

5 9 36
.

计算结果表明级数收钦很快
,

给出了

沿壳体对称轴线上以及边缘上的内力
、

内力矩和挠度的变化图
.

同时还与 B
.

B
.

月。‘。 B o q ‘2 ’

四边简支 (元亡 1 1) 的结果作了比较
,

从而得出了边拱的弹性变形对壳体内力
、

内力矩及挠度

分布规律的影响
.

二
、

具有边拱的四角铰支或简支的矩形底双曲扁壳

的平衡方程
、

边界条件及角点条件

设双曲扁壳厚度 h 较扁壳广度相比很小
,

设壳体矢高比扁壳广度相比也很小
,

如果选座

标 (二
,
万 ,

z) 如图 1 所示
,

位移 (u
, v , 。) 顺轴向为正

.

设 二 轴向的 曲率为气
, 夕轴向的

曲率为k
: ,

于是中曲面的应变分量和曲率变化均分别可以用位移表示如下
:

口况
己 吕
之 气 _ - -

一 总 l山 ,

口关

a”

J歹一
“2

叭 ( 1 )

a u
.

口v

汽
,
一 即

一

十 百了

刁2 : 沙

刁义a 了l
( 2 )幽时一一夕

飞一多于一口

一一名Z

冷二粼二, 一甲

-
州. . . 口

若

丫
.

图 1 矩形双曲扁壳的座标及尺寸
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于是中曲面的变形能为

: : 一

孟
一

11
、X 、,

{
丁舀备〔一

+ 一 + 2“￡一 +

香
(‘一 “, v 二· ’

]

+ D

〔(
a Z川

口戈2

日2 山

口夕2
+ 2召

a Z山

穿
十 2 (‘一 “’ a Z

切

a戈口夕 〕)
( 3 ,

+

、、,产/

其中 : 为杨民模量
, 。 为泊桑系数

,

D 为抗弯曲 刚 度 一

弄
l 乙

E h
吕

1 一 召2

,

积分遍及整 个 扁 壳平

面
.

设该扁壳受有分布横向载荷 q 作用
,

本文主要只讨论均布载荷
,

即 q为常数
,

于是 g 的位

能为

:
,

一 ((
。。 d ‘ ““

( 4 )

设该双曲扁壳四边镶有边拱
,

当扁壳变形时
,

边拱亦随着变形
.

设壳休中面截线高出于边拱

轴线 (图 2 的 且B 为扁壳上 y “ b 的 边界) 之上
,

其值为 t ,
.

设边拱为一矩形截面
,

其高为

H
: ,

厚为C : ,

于是边拱上各点的轴向拉应力为

。 , 。 f a u
,

J甲 矛, 】兮

一
卜砂 . _ _ _ 于 , . 二 _ 内 . _

上 J ‘ 男
—

J‘‘ l 。 一 巧 1 ‘口 一 ‘

L a 劣
( 5 )

切l护澎
一a

其中第一第二项为壳体中面的伸缩变形所产生的应力
,

第三项为弯曲应力
.

这 里 业 已 假定

H
,
k

,

很 小
,

正应力可按直线分布处理
,

并略去了横向剪力的应 变能
,

于是边 拱 A B 的应变

能为

丁|l拭土
扁”中两

密罗罕乏澳 、
、 戈

边拱的轴线 圈盗
三

一

图 2 边拱A B (y 一 b )的尺寸
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d X
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2
1

十 一二二 , 一 了1 ,
uI 一万
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1 艺
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/ J
( 6 )

其中业已略去了 ,
1

/ H
l

的高次项
·

“ , 一

翼
一 ,

二 口2
川

a 劣2

一

为壳体的中面边界上的有关各值
.

同样

我们还有其它三边拱的应变能
.

如果取

1
, 二 。

~
了

。
, ,

~

汀月
‘“七 ‘

之 了 ‘, 七 ‘

月
‘
之 厂 ‘, ’二 l

,
2 (6A )

并假定A B 和 O C 的边拱尺寸相同 (都用 i二 1 来表示)
,

O A 和 B C 边拱的尺寸相同 (都用

i“ 2米表示)
,

则所有边拱应变能的总和为
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最后
,

边拱自重的位能为
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其中v为材料的每单位体积的重量
.

于是总能量为
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一

} +
}才

一

「EJ
/ J d 梦 t0 t d 戈 L

日2切

日戈 2

“尸
1‘1

碟
一 儿

:田

)〕 【
E ‘ 口2 田

a夕2

�‘一劣

一切一
au一打

切o
杭冲
.

|州l

。O

一 ““
么‘2

(
口U
二,

一 一 尺八刀
d 梦 )

一 ZM
’ “

一 E F

、、,少二,

一 / a u

也 厂
,

l

—
一 倪

。

田 一 八
一

\ d 夕

日2 田

a夕2 ( 1 3 )

所有这些变分
,

除了在边界上和角点上可能受到某种变形约束限制外
,

其它都是独立的
.

对于简支的角点问题而言
,

我们的变形约束条件为 四角的二 等于零
,

其它别无限制
.

因

此
,

有下列微分方程
、

边界条件和角点条件
:

( 1 ) 在矩形域 (0 ( 戈 ( a , O《梦《 b) 内
:

、lee

l
八U

nU:+ 2一二
a 之

M
二

日% a g
+ k

x
N

二

+ k
Z

N
。 + 口~毕八曰

ll
aN

二

口劣
+

口N
二 。

口夕

a Z

M
,

a夕2

( c )
日N

。

口夕
十

口N
二 ;

口万

,
、、了

a
口

h
了‘、�

‘
、

( l ) 在边界O A上
,

即 % 一 O 时

( a ) N 二
二 0

,

( b ) N
二 ; + E F

口

口g

口t)

口夕
一 k

Z山 一 九
-

)
一”

,

(· , M一

( d )
aM

二

口劣
一 2

日M
二 ,

口梦
一 E 尸 2

k
2

a ”

口夕一
k Z叫 一 八

口2 田

口梦2

口2功

口9 2

\
.

一
二

口4山
l十 已 J

, 一又 ‘一
/

一 口y
,

十 E F Z
八

口2
口

乙

/ a v
.

、 一
又一汤一

一

(下一 一左 ,

侧 l一 下厂 2
二 0

口夕
一

、 口夕
一

/

( 1 5 )

在边界 O C 上
,

即 夕“ O时

、...lt
.......z夕

、、I
J

N
二 , + E 尸

一

旦
一

r 日叼

d X \ 口义
一 k

l田 一 t l
a Z切

口戈 2
一 0

,

‘b ) N 一 0 ,

( e ) M
,

二 0

一 k
l切 一 t ‘一

J Z田

口x Z )十 百 J
口4切

日劣 4

U义a口了t、、者

左FE一
"

一
r ,一戈卜的一aa

一

�
,�

一一

才了
�

一g
.仲一aa

一

、/、,z

ad
了r.1、

一E F
:

,
1 一

黑 理竺一 、
1

。
、
一 : F

,

一 。

口 X
一

\ 口戈
一

z

( 1 6 )
在边界B C上

,

即 %二 a 时

、.......心
,

/

1
.

八U

一一M
日 / 口U

即 又雨一
“ 2田 一 八 二 0

,

( e )
、、,r

场少一口口N
二

一 0
,

(b ) N
二 、一 E F

JE十l
/aM

、

口X
+ 2 一

aM
二 ,

口夕
一 百F Z

k
Z

口2创

口夕2

口4脚

口夕4

、了、、,
a

.

d
了
r、了.、

一 E F :
几

a v

舟上
-

一 k
,

山
d g

a U

—
一 一 旬 ,

认
)

一 八
d g

一 丫F
Z
二 0

.

产I、、

�
护
一时

( 1 7 )
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、lseseL了,.....少八曰(b ) N
,

“ o ,

(e ) M
,
二n�

一一

、、,户

在边界A B 上
,

即 , 一 b 时

( ·) N
、 , 一 “尸

1

异(
一

号签
一 “

工切 一 ‘1 a Z田

口劣 2

JE+
、、、犷
口

/(、)

鲤
二十 :
卫些一

E F
I

、
,

d g 口X (会
一 “!‘ 一 “

)
一 下凡 一 。

a Z田

a x Z

a 4
田

a劣 4

。 一 日2 / a u ,

一乙 厂
、
t

, 一 _ 石一 I
~

二
一一一 一 总 ,

切
‘

d 义
‘

、 d 戈
‘

( 兀、

( a ) E J
,

( 18 )

在简支角点O ( o
, o )

,

A ( o
,

b )
,

B ( a
,

b )
, e ( a

,

o )上都满足相同的角点条件

一 E 尸
L矛,

f迎艺一 、
;

确二。
,

(。) EJ
\ O 潇 /

a Z切

ag Z

( e ) 山“

口2田

日% 艺

0 ,

(d )

一 E F
Z‘:

(备
一 “

2田

)
一 。

口林
人

-

一 况 、艺口 一 几
O X

日2田

ax Z 二 0 ( e ) 一
a U

二一- - 一 门议口一 t
,

d 夕

a Z山

日夕2 }
在这里

,

我们假设两邻边的边拱在角点上并不固定连结在一起

一一
、 ,

_ _
、

~
, ,

a田 a山 一 、 。
,

一 一 一 ~
。。

,

~

度息久柑同 少
,

囚此
, 件万万

,
石万仕用点上小父仕 1司 p比蒯

.

ty 汤 口夕

( 1 9 )

(这个假设和略去边拱抗扭刚

如果四个角点都是铰支的
,

亦 即如在四边拉 了拉杆 限制角点的外伸位移
,

则四角有位移

约束条件。一 u 二 。二 O
,

于是角点条件不再是 ( 19 )式
,

而应写成

(丁 )

( a ) E J

在铰支角点 O ( 0
, 0 )

,

A ( 0
,

b )
,

B ( a ,

b )
,

C ( a
, 0 )上 都满足相同角点条件

务
一二二

t , l

(器一
“

t田

)
一 。

,

(“) 万‘f

穿
( e ) 田二 0 ,

(d ) “一 0 ,

( e ) 。“ 0

一刃F
Z‘2

(斋
一 ‘

2。

)
一”

}
( 2 0 )

所有这些方程都可以进一步简化
,

如以 四角简 支 的 问 题 为例
,

可 以 引 进 应 力 函数

甲 ( x
,

g )
,

从 ( 1 4 b )
,

( z 4 c )式
,

我们有

N
二 ,
二 一

a Z沪

a戈a夕
( 2 1 )

甲一产
,

丙一X日一口

一一N
卿一
。尸气一夕日一a

一一召

把 ( 1 )式代入 ( 1 2 )
,

a Z切

ax Z

然后利用 ( 2 1 )
,

得

、leeseL了.....夕E h

1 一 拼2
「通:

一 十 。

丝
一 伙

,

召十 、
,

)。 1
L d 夕 d x ” 一 J

E h 「 口u

⋯ a u

—
l

一

二一一 十 拼 万 一
1 一 料

‘
L d x d g

一 (‘
2“+ k

、

, * 1 ( 2 2 )一一
甲一
介广气一梦日一日

a Z甲

日x 日夕

E h / 口”
.

a u \
二下 丁一

一
丁 l 二

.

十 丈甲
一 】

Z又1 十 科 ) \ 口戈 d g /

从上式消去
。 , u ,

则得协调方程

v
2
v

2 , + E “

(
k

l a Z田

ay Z

a Z田 \
十 斤 , 一 二 一 -万一

一

}二 U
口劣

‘

/
( 2 3 )

而 ( 1 4a )式可以写成
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D V
Z
V

Z切 一 寿
l

(2 4 )
沪一产

。

场一戈口一a
2

‘左
一

甲一
.

广
n

气一夕a一a

尸
一

ga
一

妇
‘

一X一a其中 V
“
二

a 2

‘十 (23 )
,

(24 )即为有名的双曲扁壳方程
.

对于对 三。都对称的载荷而言
乙

如均布载荷
,

。 对 二二 去
一。
反对称而 对 , -

石

a
i一2

一一戈

1
, , L , ,

_

百
。坷邢

。对 x ‘
a _

,
,

,

一
_

,

b 一 _
,

,
,

瓦坷称阳对 夕七 下
~

反阿杯

“
、和 * 则对二一粤

乙

b 二_ _
, _ ,

夕二 不
-

省卜灯杯
‘

因此
,

边界条件只要写出O A边 (或C B 边) 和O C边 (或A B 边) 上的条件就足够了
,

只

要解满足上述对称性质
,

其它两边根据对称条件自然满足
.

于是
,

利用了(2 1 )
,

(2 2 )后有下

列边界条件
:

在边界OA (即劣二0) 上
:

n口

一一

lse
吸」田一产气

一夕日口
E F

: t Z

、、、户/?一.

一卜飞1一U口
知一犷a一口拜一口

一。2 甲 _ 。 , 。 、

a Z切 。 「 F
:

了 a 空甲
气“ j 又 石一-

~ U , 气U , 一 又一下丁
.

一
.

二

—
‘

~
~ 下—《一 ~ 二一

不一
一

一 尸
口夕

一 口X 口 g 口 g L 月 \ d 义
-

十拜
日2切

a夕2

叫一产气
一X日一口、./

C
饭了、

(d , D

(
a 3切

口x 3
十 (2 一 召 )

口3田

a x 口夕2
、_ 丑达到卫鱼址
Z h \ 口戈艺

一 召 十
。 。

,

a Z田
己 厂

,
t

, 陀,

一万- -石

d 夕
‘

+ E J 旦i丝
_

_
_

卫
:

生了
口夕4

h \

口4切

口x Z口夕2 一 拼
日4 切 \

, .

。 一 八

一
~

又 -
丁- I一 犷f

,

一 U
口夕

’
/

-

(2 5 )

在边界O C (即, 二 0 )上

口2 甲

ax ag

口2 沪

日x Z

日

口X

「 F
,

/ a Z切
, ,

a , 沪 \
, 一 j- 一吸

~ 一一代万
~

不一
~

一 户 一 二一
.

石一 万

L n 、 d 梦
‘

d x
“

/

一 E F 详
1

a , 切

口劣 2 〕
一 。

日2田
_

日2 切
〔C 少一一又

J

~
不 一 -

十 仔 下二井一 = 0
d g

“ 口x
-

、.了、,了

a
r

b
叮了、了吸、

(d , D

(
a 3切

a梦3

a 3脚 \ F
,

k
,

/
十 ( 艺一 拼 少

~ 又
一
‘ 云一

l一 一烤
遭
一l一

口 g J 戈一 / 儿 \

a Z甲
二 石 一尸
d 夕

“ 迎、口劣
‘

/
+ E F

,
k

: t ,
a 艺山

口劣 2

凡一h+ E J
a 4田

口劣 4
(
二

华
二 一 ; 一

卑黔、
一 : 尸一 。

、口X
一口夕

一 口X
,

尸 {
(2 6 、

同样
,

四角的角点条件只要写出O 点的条件就足够
,

只要解满足上述对称性质
,

其它各

角点的条件自然满足

在简支角点O (即% “ O
, , 二 0) 上
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、,lwelwe、了....,.百少�日�八U
一一一一

、、卜f、尹、.产,

卯一户
,

下�X日一a
( a ) E J

日2 田

a义 z

尸
一t ,

八
一 拜吻酬塑耐

( b ) E J
日2。 _ F

: t Z
_

了
口夕Z h \

a Z切
一 月一少去

d g
‘

( 2 7 )

一一
田一产

,
飞一X日一口

( e ) 切“ 0

, , 、

F
弋d ) 一几 {

仔代令一令 )
一 “尸

1 ‘1

口2卿
, ,

口2切
一一 几万一而 一 户‘

一
石 而

d x
‘

d 夕
‘

一 E F :
八

日2田

口夕2

F一h

有关铰支角点的条件
,

也可作类似的规定
.

。 。 1 下二、 , 一
, 、 r 、

二
, 卜 。。

一 , r 、

、
. L卜 、 。 、

, 二_ , 。 , _ 、
二 二卜 , ,

,

、
_

。 ,

a乞甲 _ _ 。 。
.

。

寸戈 ”J去巧乙门上 〕卫 目」叱犬〕芝一 刁万 矛可 1毛 〕玉 兰兰牙万1十 : 洲U外I L乙 O “j 甲 才百 口乌仁二 义一 U _ 匕 , 一二1 一 -

一 U , 以习扛L
O g

( 2 5d ) 中的同项
a Z中

口夕2
也必为零

,

( 25b )式 中
一

令
,

和 、25d) 式中
矛一必也等于零
口4 甲

是
,

对于这类等截面的边拱而言
,

( 2 5)
,

( 2 6 )可以写成

在边界O A (即二一 0) 上

、|......气

⋯
少

一一
气一夕于一口

二 0
,

( b )
日2切

a 劣日夕

a 3 甲

口% 2口夕
+ E F Z

九
Fh

一

( 2 8 )

一一
飞一g澎一口

拼+

日2甲

日梦2

a Z田

a 戈 2

、、,
了

aC
了‘、�了、

毛一夕日一a十 ( 2 一 拼 )
日3
切

己%日9 2

F Z
k

Z a Z切

h a戈
+ E F Z to k

。
气一戈日一a/才.‘、

Dd

十 E J
a 4山 F Z t : a 4 切

口夕4
h 口x Z口夕2

一 下F Z
一 0

在边界O C (即 , 一 0) 上

日2切

a戈日g

尸
, a知

.

。 。
」

护叨 _ 。

一 一一 r 一
~

石, 二~ 了不
, r 丈二 I

, 1 若1
一

又 石 一

一 U
几 d 戈口梦

“ 一 ‘

d % “

口2切
,
又U j一

~

灭 于
O 劣 -

a么切

a夕2 + 召
a Z切

口劣2

、J
Z、.少

aC
了.、厂‘
、

( 2 9 )
口3田 F

I

k
十 t 艺一 拼 , 下 下不 一 下 一

d %
‘口 g n

于今一 +
d g

“

日2 甲
E F

, t I
k

,
a Z田

日x 忍

阴�
n

厂
�
d一口了

l、、
D

、,产d
了气
、

十 E J
口4 w

a戈 4

F
, t l

h

a 4 切

a戈 Z a夕么
一 夕尸

L
“ O

我们很易证 明
,

对于简支角点条件而言
,

只要 ( 2 8) 在戈一 0上成立
,

( 2 9) 在, 二 0上成立
,

则简文角点条件 ( 2 7) 中
,

除了 ( c) 外
,

也必自然适合
,

所 以
,

简支 角 点 条 件 归化为一个条

件
:

在简支角点O ( o
, o )上

, 二二 o (3 0 )

( 2 8 。 )表示壳体边界上法向应 力为零
,

( 2 8 b) 表示边拱轴向力的平衡
,

( 2 8 。) 表 示壳内边界弯

矩为零
,

(28 d )表示边拱在自己的平面内的弯曲平衡条件
.

( 2 8a)
,

(2 8 c) 是略去 了边拱横向

的抗弯刚度和抗扭刚度的必然结果
.

( 2 9 )式中各式也可以作同样的解释
.

(2 3 )
,

(2 4)
,

(28 )
,

(2 9 )
,

( 30 )构成解对称载荷四角简支的带有边拱的双曲扁壳的全部
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微分方程
,

边界条件和角点条件
.

对于对称载荷四角铰支的问题而言
,

微分方程 (23 )
,

(2 4)
,
和边界条件 (28)

,

(29) 和四

角简支的间题完全相同
,

但角点条件 (20
a ,

b) 自然适合
,

其余角 点条件为

(a ) 脚一 0
,

(b ) u 一 0
,

(e ) 。一 0 (3 1 )

其中
u , v无法用沪来表示

,

在这种情况下
,

我们必须先利用 (22 )式解出
u , v ,

然后满足 (3 1 )式
.

现在让我们把全部方程式化为无量纲形式
:

引进无量纲变量功“
,

哟及砰“
,

哟
.

、里.李..少、,矛

斤
‘LS

厂
r下, 一

器
二二
业

4

斌 1乏瓦二 12万抓舀
,

哟
, 。

q a 4

D 汀 4

(3 2 )
刀b

, _
, 。 _ _

y 二
一

呀
~

又0气‘
, ’I气“ )

其中雪
, 刀为无量纲座标

,

于是微分方程 (23 )
,

(2 4) 可以写成

护势
. 。 _ ,

少势
~
一 {万三二 一 月~ 乙以一

下万万于石不两

口虫
一 O 白

“口” -

,
_ ‘ 日4

劝
. 。 ,

十 “一又石万
一

十 凡-

口 苦

厂

,

2

盟
一

+
一

毛梦)

一器
十

~

令
勺

)
(3 3 )

、...
、

‘12
nnU一一一一

a 4

w
口占

Za刀z
十 a 4

口4

砰
口刀‘

一 只
“

十吧护少一。

其中
a , : ,

只为无量纲参量

嘴二了 双
, 2 (l一 “

,

)
凡

2 a 2

(3 4 )一一
.

Z五气一一r

a
一b

一一a

同样
,

边界条件可以化成下列各式
:

( I )

(a )

在边界O A上
,

即当占二 O时
:

(b )
a “

砂
a占口刀

一 f
Z

日“劝
日占

Za叮
+ f

: : : a ,
日3

牙
a 斤3

八U

一一

J

p一产
,

�、一刀
.

口一a

口2

附
叹C ) 一

~

二 1 弓一 十 拼a
‘

d 自
‘

a “

砰
口叮2

(d ) -

( I )

( a ) a

日2

牙
口占

2
十 ( 2 一 拼) a

Z -
a “

研
a省口刀

2 f
Z

尸
a坳
a省

2
+ f

:
义
“, : a Z

a“砰
口口2

.

一 日4

砰
十叭一百、户

一 S
:
一 0

}
一 ‘’

‘
’“ 2 ”

耀
厂

{
( 3 5 )

在边界O C上
,

即当 ”“ O 时

一一‘g一a
一一

口2

劝
口占口叮

a Z

功
口刀2

f
; a Z

口占口叮
2

口“研
十 了: T ‘一

万占丁 二 0 ,

( b )
日2
叻

一
丫一
口一

一

( e ) a 么
a Z

牙
_

十 拼
一一万二妥万一 ~ V

O 自
“

(3 6 )

(d ) 口 3 一
a“那
a刀3

十 ( 2 一拼) a
Z

口3

不
口占

Za叮

a Z
劝

口刀2
十 :

f
工T ‘只

a Z

那
日占

2

一 T ,
f

: a Z
口4

沪
a占

2 口叮
十 G

l
口4

牙
口占

4

一 犷f
; a ’
只“

一 5
1
一 O
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其中f
; ,

几
, T ; ,

几
,

‘
, ,

‘
2 ,

夕
, ,

5
2

为下列无量纲参数
:

、...2..少

一五fl

下 ,

一节
一心 1“(卜哟

,

q 二
E J

i 汀

a D
5

1
二一

F 少兀

O q

声
一

hFa

一一
口
于」

F
,

汀

J
:
一一二t一

,

U l ‘

(3 7 )
f

, ,

—

—
一 E J

。
汀

下2

一 万丫 1 2 (1 一川)
, 行 2

- 一石方一
,

s
:
、

~ ~ ~

卢互塑 S
1

(3 4 )
,

(37 )中共有 10 个独立参数
,

如果边拱的材料和壳体的材料完全相同
,

同时如果 q 完全

是 自重的作用
,

则

q “ y h (3 8 )

于是 S
, ,

S
:

可以简化为

。 F
,

下汀 F
:
打

,
。 F

,
汀

0 1

一 一一一

—
一一 汽一

-
-

一
一 T l 。 0 0

一
-
-

一 丁 -
-
-

一 r ,

O q C八
’ “ 一 a l古

(3 9 )

如果 a 一 b
, h ;

一从
,

则矩形双曲扁壳化为方形球面扁壳
,

在这种条件下
:

k a 艺
-

一
一—一

a 二 l , r 二 1 , 式
‘

二一
飞万厂丫 1 2 (1 一 拼

艺

)

F 兀 t

_
Jl “Ja “ J “

一

ah 一 ,
、一、一 下

一 万
一

V 1 2 (1 一川) (4 0 )

G
,
一 G

:
一 ‘一

夸多
,

:
,
一 :

:
一 : - F 下汀

Q q

这里业已假定了四根边拱也有相同尺寸
.

于是只剩下 只
,

f
, 丫 ,

‘
,

夕五 个独立参数
,

如果

g 是 自重载荷
,

则 S 二 f
,

可以化为四个独立参数
,

这四个无量 纲参数分别代表
:

( 1 )拱的

截面和壳的横截面面积之比 (j)
,

(2 )拱与壳中面的差距和壳的厚度之比 (T )
,

( 3 ) 壳的矢

高
告

。2
‘和壳的厚度之比(、

2

)
,

( 4 )拱的抗弯 刚度和壳的抗弯冈{!度之比 (G ,
·

、、..!矛

l少

对于方形球面扁壳而言
,

微分方程及边界条件可以化为下列各式
:

在方形球面扁壳内 (0 簇占
, 刀簇二 )

a 4
劝

.
。 日4

劝 日4
劝

, 。 ,

了口
2

砰
.

口2

砰 \_ 。

~ 万云;
一

十 ‘一二
一
若万丈奋两 卞

-
一又石

』

一 卞 几一 吸一 福砰万
,

一 宁 一 几石 石一 了一 U
口白

’ 口盆
‘口 ‘I“ 口 ‘产’ \ O 弓

一 口 ‘I一 /

少砂
,

_

少W
.

护邵
。 ,

了 日2

沪
.

护势 、
二二云 一 十 2一只

石
长
从、一十 一。

石
,

一 之
z

‘一长么 一 十 一飞渝一 》一 1
a占

4
’

“ a占
Za刀2

‘

口刃4 ‘ “

\ 口言
匕

’

口叮艺

/

(4 1 )

在边界 O月 上
,

即当 省~ 0 时

、............!,lweeeleesel刀Ij日“
势

日刀2

日
“

劝

a占日叮
一 f 一

a 3

功
a占

2 口刀

日“W
口叮“

、夕、�产
a

.

白
了吸、了‘、

口2

邵
日占

2

( 4 2 )
十 娜

日“邵
a打2

一

+ f
T

一 O

日3

W
. , _ 二 、

日3

研
, ,

a ,
功

. , 。 。

a Z

牙
a醉

一

抓
“一曰

.

百蓦百下 一洲
一

时‘ 十 J T 八一 洲
“

a 4

砂一 下沂一 荟
言

岑艺
二

d小J 互
‘

、、户户、月了

C
,

以
r了、
J

了、

十 G
a 4

研
口刀‘ 一 S 一 O
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在边界O C上
,

即当 玲一 0 时

a Z

沪
a占

2

口“

势
日占a刀

·一 j

一

十 拼

a 3

功
, , _ a 3

才
_ 。

丫
二 正又 石万-

甲

护 , T 一 , 二飞石一-

一 U
d 白d ’I - 一

d 当
“

、Jz、、j
a
口

O
Z‘、声了、

口2

班
a刀2

日“砰
a占

2

日“砰
a刀3

十 (2 一拼)
口3

牙
只 ;弓人了了一 一 了滩
口 右I口弓

-

a “

功
气石洛万一

一

卞 J T 几
-

O
口
, 一

a Z

才
_ , a 4

劝
二一矛下一

~

— ‘ , 一
三一几 认下 二二不,

口百

“
d 百

‘
d 刁

‘

‘

、少、Cd
尹r、
声
r、

十 ‘ 一 一 S 二 O

人
。。

{不犷一‘‘�
尸一a日一(

在简支角点的条件下
,

角点上

牙 二 0 ( 4 4 )

( 4 1)
,

( 42 )
,

(4 3 )
,

( 4 4 ) 为 解方形球面对称扁壳四角简支问题的全部微分方程及求解条件
.

对于铰支角点而言
,

微分方程及边界条件相同
,

但是四角点的条件应该 改 用 (31 ) 式
.

设引用无量纲位移U (占
,

的
,
犷“

,

的
.

一 品晃二、
1 2 (卜 。2

) u( ;
E h

Z汀 “ 心丁厄了丁二面了厂 (右
, 刀) ( 4 5 )

( 2 2 )式可以写成

畏一落爷
一型全

_
二

_ _

蟹竺一
口刀 口占

2

口U
.

日犷

一
二; 二- 十

~

舟一二口刀
‘

口占

一 拼

一 拼

刀)
, u

a Z
功

a占
2

a Z

劝
a刀2

十 元
2

邵

+ 几
“

研 ( 4 6 )

d ‘

势
一 乙 、土 一 尸 2 万力百云

而铰支角点条件为

不“ 0
,

U 二 0 , 犷二 O (在角点上 ) ( 4 7 )

( 4 1 )
,

(42 )
,

(43 )
,

(4 6)
,

( 4 7 )为求解铰支角点的方形球面对称扁壳的全部微分方程及边界

条件
.

三
、

具有边拱的四角铰支或简支的方形扁球壳的双三角级数解

现在让我们在 ( 4 2 )
,

( 4 3 )
,

( 4 4 ) 的条件下
,

求得 ( 4 1) 式的解
,

从 ( 4 1 ) 式中消去 邵
,

得

甲
2

甲
2
军丫十尸军

2

沪- 一 之
“

( 4 8 )

_
。

a 么

共甲 V
‘

一不
荞

O 5

设 功可以分解为两部份

刀) 二 沪( ‘, + 砂( 2,
( 4 9 )

一二升�

护一洲袱

其中

沪( ‘) 一 乙 叻J
‘’ (冲) 5 1n n占

,

势‘
, , 一 艺 势万

’ )

(占) 5 i n 矛“刀 ( 5 0 )

二
l , 3 , 。”

’ 几 · 1 , 3 , 匕”
.



具有弹性边拱及拉杆支承的双曲扁壳 (一)

并设沪
“ ,

和沪‘幻分别为下列两方程之解

,儿
1一2

一甲
2

甲
Z

V
“

叻(‘, + 几4
守

2

沪(1 ) 二

(5 1 )

、..t

l
甲

“

甲
2

7
“护(” 十 , 4

7
2

护(2) 二 一
粤护
乙

把两式相加
,

确可证明(4 9) 为 (48 )式之解
,

同时还满足对称条件
.

先求(5 1 )中第一式之解
, 将鲁、

“
展开为

‘

si n n占的富氏级数
,

得

1
, ,

2几
2

二
一

凡-

一
-

—艺 兀
云 (5 2 )

二
l一3 一6 二

『

工
一

sin n舀

把 (50 )的第一式及 (52 )式代入 (5 1) 式的第一式
,

比较等式两边的三角级数
,

得

(斋一 )
“

, ;
1 ) + ; 4

(斋一 )
, 矛

1 )

一篇 (5 3 )

这个方程的齐次式的特征方程为

(k乏一 ”2

)
“+ 元

4

(k 乏一 n Z

)一 0

其特征根为

土 n ,
P

.

士 fQ
。 , 一 P

。

士 fQ
.

其中

(5 4 )

(5 5 )

尸
。

二
1

, 一

_ 一沙厄
一V M n4 十 护 十 ” ‘ Q

。 斌 斌不千又万一矛
’

(5 6 )
2

1
�

材
一一

因此
,

对 。二一要
一
对称的解可以写成

‘

_ 二 , , 、 , , 、

2几
2

. 月 ,
。 / 。 汀 \ 八 / 们 汀 \

梦‘
一 ‘

、“少“一矛万瓦砰不j
十‘

c ” 厂
·

戈
”

一丁 )co
’

叭火
“

一葱
一 /

+ :
。 、h 尸

,

(
:
一于 、

5 1。 。
。

(
。一 要

一

)
+ e

. 。h 。

(
。 一 要、 ( 5 7 )

\ 乙 / \ 乙 / \ 函 /

而势
‘, , (占

,

勺
,

即 ( 51 )式第一式的通解可以写成

哪”“ E
一 1 , 3 , 6

⋯

2凡
2

”3二 (又
4 + n 4

)
s i n n 占+ 云

二
l ,s

,
卜 二

}月
。 。h 尸

.

了
。

一婴、
c 。 , Q

。

(
。
一于

一

、
L \ 乙 / \ 乙 /

+ 刀
. , h 尸

,

( , 一

粤
一

、
5 1。 Q

,

f
。一李

一

、
+ e

. 。h 。 ( 。一 二 / 2小
、。 。占 ( 5 5 )

\ 乙 / \ 乙 / J

和这个特解相关的砰
‘” (言

,

的的解
,

根据 ( 4 1 )式 的第一式可以写成

不
‘, , (舀

,

刀) 二 乙
一

l , 3 , 6

一

n
,

/ _ 汀 \
. 。

1 一
。 , , . 、

刀
。 C n 川

了, 一 一石一 }sl n n 白一 而, V
‘

梦
、封

、 乙 / 几-
( 5 9 )

式中右端第一项为一调和函数
,

D
。

为一待定积分常数
,

把 ( 58 ) 代入 ( 5 9) 式
,

并注意到关系

p “一 Q : 一 ”2

{
2尸

二

Q
。

“几
2 」

( 6 0 )
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得到

汀Q自的乙
川

“ , 二 乙
一

l , 3 , 6
口 ’ ‘

2
炸兀 (之

屯 + ” 冶

)
S l n n省+

月 一 l 一3 , 5

⋯
{
一 B二h p

·

(
”-

)
co S Q

。

(
“

一封

、了
、
、少,土,一八匕八匕

-/了吸、

、恤.户/
汀Q自

_ / 汀 、 _ / 汀 、 _
.

/
__

汀 、1
+ 人

s “尸
·

戈
”一厄

一

)
s‘” 叭又

“

一么一夕
+ 热

c ” ”

戈
“ - 一玄一方

“‘“ ““

同样 (5 1 )式的第二式的解也可以写成

‘

、、.声z

卜
。
一2矽‘

, ,

(占
, 刀)二 艺

协 , 、一3 , 6
. “

’

2又
2

.

_

黑 f
, , n /

i万百牙万户干不 ,
S , ” 阴 11 十 , 一 ,

称⋯尸
‘ c “ ‘一

’

代

一
。

,

(
:一普

一

)
+ “ Sh 尸

阴

(
“一

令 )
S‘· Q

阴

(“
-

十 。二 h ?

(: 一置
一

)}
S ‘。 、

研
‘2

、

(舀
,

勺一 乙
巾 . 1 一 s , 6

⋯

2

拼二 (脚
‘+ 元

4

)
S in 阴粉

十 乞
叭 · 玉,

a, 6 二
‘
{
一 “

, 。

1lP
。

(
‘一借)cos

。
。

(
; 一刹

十 ,
阴 S h 尸

·

(
占一谁一

乙

5 in Q
。

f占一二
一
、
十几

: 。h 二扩占一婴
一

、!
S、。 。

\ 乙 厂 \ 乙 了 〕

(6 3 )

其中
,

根据对称条件
,

(6 2)
,

(6 3 ) 的待定常数 A
二 ,

B
川 ,

C
。 ,

D
二 ,

只要
n 二 。 ,

应该分别等

于(5 8 )
,

(6 1)中的待定常数A
, ,

B
。 ,

C
。 ,

D
。 .

于是
,

(4 1) 式的对称解可以写成

黑 f Z护
. J , 。 / _ , \ ~ / _ 二 \

梦一 梦“
‘

十 梦
‘ 一‘

一
。 一 ,

熬⋯ 1孤砰
干再

十人
“”厂

·

又
“一 2 户

c O S Q
”

又
’‘

一 少

十 凡
s h 尸

扮
一

引
5 1· 。

,

(
刀

一护
十 c

。 ·h伙 ”一

刹卜11n :

{ 2之
2

, J , n /
二

汀 \ 八 /
、

汀 \

1丽
忌五万于i砰千劝 十 月脚 ““ 厂 川

气“一
~

, .

乞
一

一 )c 。 5 叼代
“

一云
一

夕
8乙

十

m 一 l , 3 一石
’

二

)卜
‘· ”’叮

(6 4 )
万Q自十 B

。 , h 尸
。

‘君
一 二、

5 1。 。了占一 要
一

、
十 c

。 。h m
f;

-

\ 乙 / \ 乙 / \

、

!兀勺曰
�刀了

、、

nQ邵 二附
‘1) 十 W

‘2 , 二 乙 C O S

二
1 , 气。”

‘ {
2

n 二 (”
‘ + 之

4

)

一 “一 h 尸
·

(
”一

苦
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+ A

。 Sh 尸
·

(
”- S‘· 。

·

(
”

一若)
+ D 二 h ·

(
“一

省
一

)}
5 ‘二‘汀9�

十 乙
明 . 1 , 3 , 6 二

“

[ 2 。 , 。

佗—一万
刃
一

,

一 几几万
一

一 刀 C n l

t m 汀 仁州
,

十 凡
’

)

汀 、 八 /
;

2 尸
C o s 甲 。

又“一
仁
虫

才

l
、

仍

汀自‘汀一2
一

乙LJ+ A , sh P
。

)
S ‘· 口

。

(
; 一彗)

十 D 。 ·”饥

(“
-

一

豹

)}
5 1· 优刀

( 6 5 )

这个解不仅对于省
, 叮都对称

,

而且对雪
, 刀互换时也对称

.

因此
, ‘

亡适用于方形球面扁壳在均

匀分布载荷下的解
.

很易验证
,

这个解是符合简支的角点条 件 W ~ 0 的
.

A
, ,

B
。 ,

C
, ,

D
。

由四个边界条件 ( 4 2) 式决定
.

在满足 了 ( 4 2 )式以后
,

根据对称条件
,

互换占
,

,
,

即可证明同

样也适合于其它各边的边界条件
.

先可以利用 ( 4 2 a ,

c) 来消去两个常数
,

从 ( 4 2a
,

c) 得

厅一
用n‘O

�

2几
“

沉 3汀 ( m
4 + 几

4

)
+ 且

。 e h
P

, 兀

2
C O S

Q
。二

2
十 B

o sh
尸

。厅

2
S ln

十 c
o c h

警
一。

( 6 6 )

2川拼

武耐 十 元
峨

)
+ [几

Z
A

二 一 ( 1 一 拼) 仇
Z
B

,

〕e 11
P

。厅

2
CO S

Q
, 兀

2

+ 〔( 1 一召) 。
“
姓

卜 、

+ 几
“
B

,

J sh
-
尸

。 兀

2
5 I n

Q 二

2

+ D 二

( 1 一 召) 阴
Z e h警 ( 6 7 )

解之
,

得C
。

及 D 饮

的表达式

C
。

2几
2

阴3 二 ( 阴
4 + 几

4
)

尸
,

厅

十 丑。 C h 二

艺

O 二

C O S
一

— —

+ B
比s h

尸
”

匹
.

0 二 1
,

阴二

一丁
一 ”‘n

,

豆 了
”“ c n 一

丁
。 f Z拼

.

F 。

刀
川
一 }

一

元。(
一

1 二八)( 玩
4

干产I 十 L刀 -
之
“
姓

。

”‘2 ( z 一 月)

〕
;

尸
‘
卜

汀

I C 匕一 二
-

」 匕

C O S
O

。
二

2

一

〔氏
十 矛 B

。

脚 2

( 1 一 拼)

〕
.

尸
, 汀

I S h 一 J-

J 艺

O 二 飞
Sl n

一

2 {
7子2兀

s c C 工, 一艺 {
( 6 8 )

这样就可以消去常数C
‘,

D 。 ,

于是 ( 64 )
,

( 6 5 ) 可以 写成

1r.I....J

、、1
./

兀2
一刁

刀n
泞

l
、
‘

In
n u

.

hC�

一
,上

r.卫.....L

以舀
,

勺 一 乙
月 。 l , a , 石

‘

” {
2 几

2

n “汀 ( n 4 + 元
4
)

汀2⋯卜
h 二(

?

C O S Q 刃一
汀Q白
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一 e h
尸

, 兀

2

Q
。
二

CO S

e li 。 r 。
一李、

\ 浴 /

e h 卫些
2 1

* :
,

)
s。 尸

”

(
。一

二、
s in 。

,

(
。
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。
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[小之(叮) + 召n ’夕泛(呀)

)一
. 。

_
, , _ 、 , . ‘

黑 }
一 ‘

“

甲“气
’‘’」’‘n ”“ 。 一

次
‘

⋯

{赢
万升i飞干顶石j

一

L又
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十
“
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。。s m ”

其中U
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(豹分别为积分函数
.

将 (77 A
,

B )代入(74 C )即得
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d U
。

(刀) 一 d V
。

(舀)

d 占
(7 8 )

式左端为 , 的 函数
,

右端为君的函数
,

两者恒等
,

必为一常数
,

设这一常数为
a ,
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a 二 0 ,

刀二y 一 。 (8 0 )

或即

U
。

(刀)二 0 ,
犷

。

(占)二 O (5 2 )

(7 lA
,

B )
,

和 (7 7 A
,

B )为业已满足了边界条件 (4 2a , e ) 和 (4 3 a , e )的解
.

A
。

(且
rI ‘

) 及B
,

(B
J‘

)将 由其余的边界条件及角点条件决定
.

我们引进无员纲薄膜内力

N : - 一

N
。
二

-

N : 。= 一

a Z

势 _

a叮么

a Z

沪 _

a占
2

1

1 一 拼2

1

1 一 召2

{瞪
一 、

2

邵
协 (

{碟
一 、W卜叹

_

_ 只
忍

、))
_ 、

2

、){ (8 2 )

、、......,
、r.......J..,I尹

扩洲甜
一时

护劝 1 / 日U
.

口厂 、
人 不

一

二石
-

一二
; 花 入一里 吞

; 一 十
一

又二
一

)
口白d ‘I 艺又1 十 拼 ) \ d ‘I d 白 /

、.1.
、

l.esj附
一

夕护一口

和无量纲弯矩以及扭矩

M
:

一(
班
口占

十 。

嘿
一

)
,

M
。

一 (邵
一

{
一

。

(8 3 )

M
: 。一 一 ( 1 一 召 )

日“砰
口占口叮

它们和有量钢的内力素N
二 、

N
。 、

N
二 , 、

M
二 、

M
;

及M
二 、

的关系为

、.....t了llwe少N
二

一

斋。、可
N N 一

.

q旦
力兀

N
二 ,

一器兮

M
,

一犷
一

材 2 2 (z一 声‘“) N : 。

M
、

心
一

1
~

或j不 砰砰了N
。 ,

粤
M

, ,

(8 4 )

M
。 ,

M
二 ,

二 一 蝶
叮

, 。

汀 . 一

这些无量纲内力素和月
二 K 。

者
二 二 〔2 ,

所用符号有相同的意义
,

但仅相差一正负号
.

于是
,

边界条件 (4 2) 和 (4 3) 可以写成
:

( 1 ) 在边界O A上
,

即当蜜二 o时
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(a ) N
:
一 0

a / a犷
. 。 t , ,

日Z

W \
里v 省。十 J

一 又 石卜 l一一又 石
-

一 凡
‘

邵 一 下一一二石不 】之 0
口

百
, \ 0 口I 口 fl 一 z

M
; 二 O

日M
;

a占

一 2

黔
二

~

一 了;
2

〔等
一 *

2

、一癸
一

1
(8 5 )

、1了
、

、/、了
.

口C
,Q沙

才、了‘、了、

十 G
口摇牙
口刀4

一 ,
f 异

一

(箫
一 ‘

“

砰 )
一‘一 “

( 2 ) 在边界O C 上
,

即当刀一 0时

、lweesseL
,

了

!
N

,
二 0

日 / 日U
工V 盆。十 了

- 不 不 ( - 丈下
~

一 犬
之

沙 一 T

0 9 \ 口弓

口2

邵
口省

2

M
、
二 0

口M
日刀

口M
: ,

a占
一 f几

“
日U「卫兰

.

L 口右
一 之

2

砰 一 下卫l丛 1
a占

Z J

(8 6 )

、

,
了尹、、尸、J

0
.

bC
.
.

Q
了f、2.、
才
了、了‘、

.

~ 口4

砂
,

日2 了 a U
。 , ,

八
十 行二卿 一 下 J万乎

.

戈
一

可
-

一 式
‘

伴 夕一 J “ ”

在A B (刀一二 )
,

C D (君二 二 )上
,

可以根据对称条件求得相应的边界条件
.

角点条件只要写出O角(叠一刀二 0) 的条件
,

其它角点上
,

条件相同
.

在角点O上
,

即占二 刀二 o上
,

有铰支条件

aU一时aV
口“砰
a省

2
一 f

: 了旦竺
\ a占

。 a Z

w
行一百平

(8 7 )
一 f

: 了
~

旦翌
\ 口77

一 ;
Z

W )
一 。

一 ,
2

附
)
一 。

、,了、
苦2

a
‘

O
尹
‘
、

了、

(e ) 不“ 0 ,

(d ) U 二 0 ,

(e ) 犷二 0

如果在角点上允许向外平移△U
,

△F
,

则 (87 d
,

反作用力的水平分量 T
二 ,

T
。

为

e) 改写为 U 一 一 △U
,

厂二 一 △犷 角点上的

一 几
Z

W 一 下
日2

牙
a占

2

(8 8 )
、.少八U

一一
叮

一一
‘卉�厂

月、

、、..砚
、z

!
:

二

一

斋
、万或下户了 ,

:
,
一

器
、万可正不了 ,

了旦望
\ 口占

了竺竺
\ 口TI

一 之
2

砰 一 下
日2

砰
口叮2

脚一天犷

在我们这个问题中
,

由于对称性

T
,
“ T 双

一

顽了石可 T
。

( o
, o ) ( 8 9A )

a一汀口‘一
心

九

一一劣

�U
.口.

‘‘

、、刃/
r

T
。

( 。
, 。
卜 T

。
一汀擎

一 、
2

、 一 ,

\ 口 白

a Z

砰
a占

2

,

/ 日犷
~ J I

~ es 不石 一 凡
‘
月

/

一 下

\ 0 ‘I

日2

牙
a刀2 ( 8 9 B )

君一 叮. 0

现在让我们讨论一 下 ( 8 5 ) 式 中 四个边界条件的 物 理 意 义
,

N 如 ,

N ‘,

Q产二
口M

‘

a占
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十 2

卢 达

aM型箫
生
为通过壳的边界作用在拱上的水平剪力

口
. 于

轴向力和广义横向剪力
,

M
‘
为边拱所

受的扭矩
.

由于我们略去了水平方向的抗弯刚度和它的抗扭刚度
,

因此
,

N ; 一 O
,

M
: 一 0

.

这

就是说
,

(8 S B )式为拱的轴向力的平衡方程
,

(85 D ) 式为拱的横向力的平衡方程
.

我们很容

_ 二
_ _ 、 ,

_ _
1 _ _ ,

、 _ _

~
、 ,

.

,

/ a犷
. 。 , 二 ,

a“班 、
, 、

~
, . , 了

_
, _ . .

一 刁“附
易从 (8 8 )中看到 (85 B )

,

(8 SD )中的f( 誉六 一护邵 一 T 上5若乏一 )代表拱的轴向 内力
,

G 号益
刀 I,

、 、 “ “ 了 ’
一

目 产
“ 、 -

一
2 ’ 、 -

一
’ ‘ 曰 “ J

、 a刀
‘ “

” 口刀“ /
’ 、 卜、 护 “ 曰 J ” 囚 “

’

J 「 刁 ‘ 廿 ’ 一 d 习
z

/ a犷
. 。 , 1

八
, ,、

一
二 , , _ ,

~ ~
,

~ 一
、 ,

一 一 _
、 . 、

。 训
、 , 、 , . 、 卜

_ ~

一 了T I
,

下而
, 一 凡

‘

理 11戈衣拱网肌觉阴骂池
.

刀 J 封寸认训
,

执 1}」以石称
\ 口

‘ , /

在“一吐 丁剧 , 一‘(箫泄一
歌) 飞

Gn(
”, 一 G

一

嘿
一 ,

·

(
一

器一
*

2

、) 厂
(9 0 )

于是边界条件 (8 5 )式可以写成

在占“ 0上
,

d T
”

L口 ) ZV ￡一 U , (口 ) 工V 君。 + 不币
~

一 0
,

( c ) 1姓 占二
以

口 ,

d M
:

d占

(9 1 )

、...t了..声
八U

(d ) 一 2
日M ; ,

口叮
一 只

Z
T

。 +
d
“
G

。

d 叮
2
一了二 0

同样如果引进

了r亡
.

或广
一a刁以一(在。一吐

,

T :

(f) 一 了(哗
一 ,

Z

w 一 二

\ 口弓

(9 2 )
1

2

了..2

一
‘ 、

_ 口2

砰
,

z 口U
。 , ,

八
行占L雪, 一 行

一 ~ 又下了
-

一 J 下 t 一 二下 一 几
‘

沙 }
口白

- 一

\ 口白 /

则边界条件 (8 6) 可以写成

在 刀~ 0 上

(·) N
刀
一 0

,

(“, N 占·十
一

瞥
一 ”

,

(· ) ”一 0

1
(d)

一

半
一 2旦

誉
一

二
; +

誓
一 , 一。

丁
(9 3 )

而在角点 O (舀二刀二 o上 )
,

或在其它角点上
,

有条件
:

对铰支角点的情形

G ; 一 0 ,

G
。
二 0 ,

班 二 0 ,

U 二 0 ,
犷二 0

对简支角点的情形

G : 一 0 ,

G
、
二 0 ,

附二 0 , T 占二 0 ,

T
。
二 0

在下面
,

我们将利用这个壳内的解在边界上的下列 各 量 的 表 达式
:

砰 (占
,

0 )
,

(二) 犷(0
, 刀)

,

才 (0
, 刀)

,

(三) N : 。(占
, 0 )

,

Q方(占
, 0 )

,

Q誉(0
, 刀)

.

从 (7 0 )
,

(7 7A
,

B )
,

我们有

(9 4 )

(9 5 )

(一) U (占
,

0 )

(四 ) N 。。(o
,

叮)

U (占
,

0 )“ 云
一

孟, 8一。二
’

卫
.

仁卫一
月 t l 一拼

2又
空

n 兀 (n
4 + 之

4

)

,
。

阶
sh

匀L 乙

Q
。
汀

“‘n 一 乞
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十
护

n Z

(1 一 召2 )
e h

尸
,
兀 尸

,
万 Q

。
二

2 c o s

之
今

” “

(1 一 拜
2

)
s h

尸
,
汀

2
5 1灯

冬}
十 。

,

〔
、

2 c h

兔1 1}一
:

(9 6A )

附 (舀
,

O)“ 寻 ,一呈
_

_
_

_

一
,

裸⋯ l (1 一 。)

1
n 兀(n 4 + 几

4
)

一 “
·

[
护

玲2

(1 一 召2

)
C O S

Q
。
二

2

n 「 几
2 ,

尸
,
二

.

Q
。
二 飞

、 _ _ ,

一 。 司 一丁万丁二一- 一万了子
~

S n 一一 凡

一
5 I n

一
~

万一 一 2S l n 刀 g
L 几 一

、1 一 尸 一 ) 乙 芯 1
(9 6B )

汽 0
,

的 二 一 E
饥 . 1 , a , 5

⋯

2义
,

川汀 (tn
4 + 之

‘

)

一 A
二

〔
;
’ sh 尸

。
汀

一厄 一 “’n
Q

。二

米
十

护

优 2

(1 一 月2
)

尸
, 兀

C n 一

—艺
C O S

Q 二 〕
.

。 「
, , ,

P
。二 Q

。二

— 只-
~ -

1十 D 0 1 凡
一 C n 一一一二一

~

C O S 一 石
乙 」 L 艺 乙

之
召

tn Z

(1 一 赵
2
)

sh
尸

, 汀
~

百一 “, n
Q

。二 一

〕}一
’叮

(9 6C )

才(o
,

刀)~ 乙
旧 . 1 , 8 , 6

⋯

2

(1 一 拜)
、(
忘

一

、
一 “

,

!
.

,

耐每了〕
·、尸黔

os

]
S h

飞
“

一
in

~ 一二

畏皿}
5 ,
一

。

Q
。二

一 B
。

〔
之

2

m Z

(1 一 拼
2
)

同样
,

根据定义 (8 2)
、

(8 3)
,

我们可 以计算 N : 。 ,

O 誉
、

Q分在边界上的值
。

八 ‘,

(若
, 0 )二 一 E

”

.

一
3 , 6

’ . ’

2之
2

n “二(n 4 + 元
4

)

+ “
答

一

+ A
·

沙“(。) + B
·

中母(0 ,

}一
雪

、、,尹!

一
2

一 乙 。

m 一 l , 3 , 6
’

二

一 2又
2

s h m

(占一
阴 “二(阴

4 + 几
4

)

一
了一 + A

。孟

巾二(雪)十 B
。‘

中
e h

2

7月兀

2

!
廿

!

0.
刀

, ..1一

一一一
.

、、.声
.

Q育‘舀
,

。, 一

(票
十 : 旦些

夕

d 当

己召

砂
a拼

十 (2 一 召)
日3

砰
日刀口占

‘

艺
二

1 , 3 , 。二
‘

忍拼
二: 二

一
Z n ‘

拼
. , n 兀

~ - - 犷~ 丁- 了一二下戈一 十 n一厂一 十 a 言
打L儿

,

十 滩
,
) 匕

A 一刀; B
·

}
s in ·“

.

黑 }
2。

「
_

.

十 仍 一

称
·

阴

卜而叹
‘一 科 -

e h 。(;
一 一

粤 、
、 乙 了

C h 警 1
· · · / (占)

一}
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一 2几2

n 么二(n 咯 + 几‘)

/ 汀 、
S h 刀 l刀一 一二

一

,
\ 若 /

ch
一

塑
一

··
·

· : (刀)

一{
妞‘..夕
、

l
称刃 : 。(o

, 。)二 一 乙
一

几 , 3 , 。

⋯

一 。 . ,

氰一{
2兄

2

协2 兀(切
4 + 几

‘

)

, h

等
+ A

阴
, 柔(0 , + B

一
, “(。)

}一
”

(9 7 C )

一一
.

、、21

( + 2
日M

; 。

a刀

「 as 平
.

, _
. ‘

、

护平 1

一 I 一 又下百一 十 ( 2 一仔 少
一灭下二 石 了 l

L d g
“ d 白d ‘I一 J 言一 。

M一时

1 一拼
l
夕J

l
n

月 一 1

乙
, 3 , 5
⋯

2月

”(n 呜+ 几
‘

) }
·h ·

(
”一

令)
c “

一

答 1
· ·

·

· ;
7

(刀) -

一
{

2 m 2 召

tn (m
4 + 几

4

)

, h

警
一

+ a “A一刀“B
,

}
S‘
一

”

(9 7 D )
8乙

功一 正* 。 , ‘
’ , ’

兀一工月Q自O一
n;

儿

Sa 二二 [ (1 一 “)n ZP
,

+ 义
忍

Q
,

Je h
尸

。
兀

2
+ 【(l一 召)n

Z

Q
,

一 之
Z
P

,

〕s h
- 尸

,
汀

2
C O S

Q
,
二

一〔
一(卜 。) S h

瞥 S l n 一
Q

,
二

2

一C O S 一

+ 几
2 e h

P
,
二 Q

,
兀 1

, , n 二
~

一厄- c os 一
~

百一」
t n 一厄 (9 8 A )

刀二二 [ (1 一 “) n Z
P

,

+ 几
Z

Q
。

] sh
尸

,
汀

2

Q
。二

2

, . 、 _ _ ,

八
, ,

n
, _ t P

。
二

_ .

Q
,
二

一 L 气i 一 杆少“
一

叼
”

一 几 一

I--
。 」 C n 一 - 丁二 一一 5 1 n 二一

芯 艺

一 。

「
。: (, 一 。)。卜导1

。。 s

L 石

Q
。
二

2
一 几

2 s h
P

。
厅

.

Q
,
二 1

, n 二
-

—
S l n 一二

~

一一 1 t n

—艺 艺 J 艺
(9 8 B )

。 :
,

。: )_ 一

!
。2

、, 一。) S、 :
。

(:
一

、、
5 in 。

。

(; 一:
一

、

【
+ (2 一 。)*

“ 。h 尸
、

(: 一李、
。。、 Q

二

(:
一老

一

、
一 m :

(1 一。)「
s、 p 少

\ 石 / \ 石 / L 石

5 in Q
。
二

2

!
,

!
一

护
十 - 万丁一一

~
二丁干一 丁

气1 一 拼 )仍
‘

e h
尸

, 兀

2
C O S

Q
, 二

2 」

e h 。(、一
.

要 、
\ 乙 /

e h
一

塑竺
2

(9 8C )

)
c O S 。

。

(
“-兀一Q自

一{
阴2

(1

一
(
占-

一 (2 一 。) ;
2 sh 尸

,

(
; 一

借 )
S ‘· Q

侧

(
“-

令)

令)一
(卜 。)
〔
·”

乍 C O S
Q

。二

2
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、刁一
久
艺 ,

P
。兀

一 一广
一
- , 二

一

了
.

S n 一

一 二
-
一

弋1 一 拼 J价
“

艺

Q
。汀

-

2

刀和 用 ,

c h m
扩舀一要
\ 石

(9 8D )
e h 塑

艺

a 盆
,

刀孟
,

必二
’

(刀)
,
必二

’

(叮)可以通过
。 , 言的互换求得

.

(本文未完待续)
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D o u bly C u rve d Sha llo w She lls w ith the R e e ta n g u la r B a se s

E Ia stic a lly su PPo rte d by E d g e Are h

B e a m s a n d T ie
一

R o d s( I )

L o o
W

e n 一

d a

(7
’

h e r 川 a l P o o e , 召n g i打e e r ‘n 丁 R e : e a r e h L a b o r a to r ie s
,

th e M‘n ‘s rr夕 o f P o 二 e r
.

S fa n
)

A b s t r a e t

T h e e q u a t io n s o f e q u i !ibr iu m o f s h a llo w s h e lls w it h re e ra n g u la r b a s e s s u p p o r t e d e la s
-

t ie a lly w ith e d g e a r e h be a m s a r e o b ta in e d th r o u g h t h e v a r i a t io n a l p r in e i p le to g e t h e r w i th

e o r r e s p o n d in g bo u n d a r y e o n d it io n s a n d e o r n e r e o n d i t io n s
.

It 15 a ss u m e d t li a t th e e d g e a r e h

b e a m s a r e o f n a rr o w p la t e fo r m
,

5 0 th a t o n ly t h e b e n d in g r i g id i t ie s in t h e ir o w n p la n e s

a r o t a k e n in t o e o n s ide ra t io n
,

to r s io n a l r i g id it ie s a n d b e n d in g r i g id it ie s o u t o f th e ir o w n

p la n e a r e n e g le e te d
.

In th 王5 p a p e r
,

tw o e a se s o f e o r 且e r e o 刀 d i ti o n s a r e d is e u s s e d
.

F ir s亡 o f

th e s e 15 p in n e d e o rn e r e o n d it io n s
.

S e e o n d o f t h e s e 1 5 s im p ly s u p p o r te d e o rn e r e o n d i ti o n s ,

s u e h t h a t th e e o r n e r s e a n b e m o v e d fr e e ly in h o r i z o n ta l d ir e e t io n s
.

T h e fo r m e r e o r r e s p o n d s

t o t h e e o n d it io n s o f t h e s e w i th h e a v y te n s io n b e a m s
,

in w h ie h th e te n s io n r ig id it ie s o f th e

r o d s e a n b e a s su m e d in f in it e
.

T h e la te r e o r r e sp o n d s t o t h e e o n d i t io n s o f e la s tie a lly s u p
-

p o r t e d b e a m s w ith o u t te n s io n r o d s
.

In th e fo r m e r e a s e
,

th 。 。d g e t a n g e n t ia ] d is p ] a e e m e n t

o f s h a llo w sh e lls 15 a s su m e d to b e z e r o e v e r y w h e r e
,

5 0 t h a t th e v e r t i e a l d is p la e e m e n t o f

th e e d g e a r e h be a m s g iv e s th e o n ly e la s t ie s u p p o r t in g fo r e e s
.

T h is k in d o f s u p p o r t in g

e o n d it io n s 15 a g o o d a Pp r o x im a t io n fo r m o s t p r a e t ie a l r o o f d e s i g n
.

In th is p a p e r ,

th e r e s u lt o f th e p r o b le m o f s ha llo w sp h e r ie a l s he ll o f sq u a r e ba se s u p
-

p o r t e d e la s t ie a lly b y e d g e a r e h b e a m s a n d t ie 一 r o d s u n d e r t h e a bo v e s a 主d r e s tr ie t e d e o r n e r

e o n d it io n s
,

a r e e a le u la te d b y t h e m e t h o d o f d o u b le tr ig o n o m e tr ie se r ie s
.

T h e e d g e e o n d it i o n s

a r o in te g r a te d a lo n g th e ir r e s p e e t iv e e d g e
,

a n d th e e o n d it io n s o f e o r n e r s a r e s a t is f ie d by

p r o p e r e h o ie e s o f in te g r a t io n e o n s ta n ts
.

T h e zn te g r a te d e d g e e o n d it io n s a r e t h en u se d to

d e tc r m in e th e u n k n o w n e o n s ta n t s in t h e d o u ble t r i g o n o m e tr ie s e r i e s
.

T h e r e s u lt o f t h is

p a p e r g iv e s t h e te n s io n in th e t ie 一 r o d s d ir o e t ly
,

w h ieh 1 5 a n i m p o r ta n t q u a n ti ty in th e sh e ll

r o o f d e s ig n p r a e t ie e
.

T h o n u m e r i e a l r e s u lt、 w ill be g i v e n in th e se e o n d Pa r t o f th i s p a p e r
.


