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摘 要

木文写出了 比 个和 匆 个 自 由度的四面体有限元的场函数表达式的显式
.

它们是用体积座标

L : ,

L Z ,

L 3 ,

L 。
来表达的

。

一
、

引 言

在c0 连续性的四面体有 限元中
,

我们可以用 4 顶角的场 函数功 和它的导数值 必
二 ‘,

功夕
‘,

诱
二 ‘

等 16 个参数表示的三次多项式场函数 (图 1 )
,

但这是不完备的
。

为 了使三次多项式完

备
,

也有人建议增加四个界面重心结点上的场 函数值作为参数
。

于是
,

连同前 面 的 16 个参

数
,

共有20 个参数
。

这样就能得到完备的三次多项式场函数 (图 2 )
,

这些 场 函 数 可以用

‘ , 夕, z 多项式表示川
, 〔“, ,

也可以用体积座标的多项式
「“’米表示

。

图 1 在 4 角的结 点上
,

已给共16 个自由度

他们
〔”

, ‘艺, ,

川指出
,

所示
。
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图2 在 4角的结点 上
,
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。之 目
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比
,

用
二 J 二。

。 二
,

已给在界面重心上
,

20 个 自由度的场函数是一个完备的三次x,

‘
旦些

_

娜 秘
” d x

’

d y
’

d Z

功已给
,

共有2 0个自由度

y , 二
多项式

,

如 (1
.
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+ a 1 0 2 2 戈 + a 一7 x 3 + a l s y 3 + a 一。之 3 + a Z o%夕之 (1
.

1 )

费尔得
〔“’指出

,

如果用体积座标的三次式
,

可以把 16 个自由度的场函数写成
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这里 i
,

j
,

左
,

l为 1 2 3 4 1 2 3 4 的循环标号
。

利用了这些体积座标后
,

有关导数 为
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;
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但是
,

我们发现
,

不论16 个自由度的四面体元素
,

或20 个 自由度的四面体元素
,

都可以

直接用体积座标写出插值函数N
: ,

N
二 ‘ ,

N y ‘,

N
二‘

等的显式
,

而不必从 ( 1
.

2) 式中求解
“ : ,

a :
⋯ a : 。那样来写出LN J

,

这样就省去了求大型逆矩阵的一步手续
。

二
、

16 个自由度的四面体有限元场函数

对于16 个自由度的场函数 (图 1 ) ,

有
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日功
,

, ”
:

一 日互
一

‘x ‘ , y ‘,
之‘) ,

口功
, _ .

一
.

不下一弋涌 正, J
a , ‘ 名夕

口君
(2

.

2 )

N 夕
二 , ,

N 夕、

N
‘
一 L 份

口苗
,

二 ‘
- 一几下二一 L义

‘ ,

y ‘, 之 ‘) ,

口X
、 -

一
。

· ·

一
, ,

,

N
: ,

为

(3 一 ZL
,

) (2 3 a )

Lc

N
二 ,

一 6犷 一
d j

L
*

L
I

C k C l

d k d
l . 二 , r 。 , 。 , .

n , ,

。 二 、

1
乙了二 b 犷 L- 了L口k l乙 j十 力 Ij 乙 壳十 刀八乙曰一厂一

丛‘
(2

.

3 b )一
,口C,以一

‘

口C
J

d
一‘

白C
有

以

L
⋯
l

⋯
bLd寿kkLdb

N 夕 :

} b j b 。 b
,

1

_ , , r 。 ,

。
,

.

。
, .

o
r 、

l
~ b 厂 乙认 七‘ , 乙 j十 灿 Ij L. h 十 场角 乙 ,)

es 瓦
一
公‘

(2
.

3 e )

C
‘

.

Qk
L几Cd

.刀
了

,OC

N
: :

一 6犷

b z b
。

C j C 几

L
,

L 。

b j b 。

_ , , , 。 ,

。
,

.

0
1

.

。 , 、

1
乙 穿二 b 厂 儿扶刀鑫I乙 j十刀 li 乙为十刀八 乙 , ) 一厂一

凸 ‘

(2
.

3 d )L/一b!

‘‘万吕Cd介几Cd
.

,. .护C,Q

其中ij庵l为循环标号 (次序按 1 2 3 4 1 2 3 4)
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根据 (1 3 )式
,
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,
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】
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.
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,
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3) 式校核N
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N
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N
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是满足插值函数的要求的
。

从这 些 擂 值 函数

中
,

也能计算弹性力学三维问题的刚度矩阵
。
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三
、

20 个自由度的四面体有限元场函数

对于20 个自由度的场函数而言
,
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四
、

场 函 数 的 连 续 性 问 题

这里可以看到
,

(3
.

2 )式
,

都是 L
,

不论是16 个 自由度的形状函数 (2
.

3) 式
,

还是 20 个 自 由 度 的形状函数

乙
, ,

Z
寿 ,

L
,

所组成 的三次式
,

也是 x
,

刀
, 二 的三次式

。

面上
,

形状函数一 定也是界面座标 (设为户
,

帕 }J勺三次式
,

它们共有 10 个

在四面体的任意界

待定常数
。

对于 16

个 自由度的四面体有限元而言
,

在每一 界面 一共只有 9 个已给的结点条件
,

即角点上的 已给

函数值 (共 3 个 ,
,

和“点上白勺场函数对界面座标的导数
一

;竺
, 一

号答
(共 6 个)

,

它们是从角

求得
,

这样一共只有 9 个 已给条件
,

不足以决定 10 个

.

访
一Z日
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a
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。 。 、 * 、 。
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二 。
、: 日功 a功

J

试二阴匕 ‘田憋”寸拟矽万
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a y
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。 * 。、 二
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丫 : 日功 口功 日娇

,
击 、 二 r, 八。

一 、 r’I
,

: 。 、 。 ; r ,

,
待定常数

。

因此
,

在界面各角点上保 证 办 威
,

石苏
,

言吞的值和邻元素的相关值相等
,

并不能保证 功在界面上各点都连续
。

但是
,

我们
一

可以证明在四 而体棱线上的场函数
,

是保证

连续的
。

这是因为场函数在枝线上必然是校线座标 (设为 t) 的三次多项 试 功二 a , 十 a : l 十几t

十 a ,t
“,

共有四个待定常数
a , , a : , a 3 ,

口必 。二
r、 , , : : * 角 、 L *

孤 ) 7泛 门 丫人刀、以 夕日 锹J
j
「均

0 ‘

a 略 ,

它 们可以从 已给的两端角点的 访
,

岔
来决定

,

言公
、}

一

算 求得白勺
。

所以 1 6个 自由度白勺形状函数
,

只。。洁
�
刀日a

,

丈口
一

X口口

在相邻各元素间
,

保证场函数在佼线上连续
,

但不能保证在界面上各点都连续
。

场函数 的
一

导

数
,

除了在角点上连续外
,

即使在棱线上 也是不连续的
。

对于 20 个自由度的四面体有限元而言
,

场函数在界面上也是界而座标 ( 户
,

动的三次式
,

共有 10 个待定 常数
,

它是由该界面的三个 角点 上已给的场函数值
,

和界面重心的 已给的 3 个

场函数值
,

和 已给的 6 个场函数对界面座标 P
,

(I 的 导数
,

以及界面重心的 已给场雨数 等唯

一地决定的
。

所 以场函数 在界面上是和邻元素的场函数是连续的
,

所以
,

在各棱线上 旧关

邻元素的场函数也是连续的
。

所以
,

2 0个自由度的有限元场函数是到处连续的
。

当然
,

它还

不足以保证界面上的法同导数连续
。

这是有
c 。连续性的有限元

,

也是协调的
。
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