
应川数学和力学
,

第 1 卷第 2 翻 (19 30年 8 月)

A p p lio d M
a 毛h e 州 :、: i e : a n d M

e e lla n ie s

应用数学和力学编委会编
四川人民出版社出版

关于非均质变截面弹性直杆的

纵 向 自 主 振 动

刘先志 (山 东 工 学 院)

(19 7马年1 2月 9 日收到)

摘 要

本文以集合木制螺旋桨作为启示的出发点
,

从而想使弹性直杆振动问题能初步臻于一个比较

更一般的处理
。

文中把弹性模量
、

截面面积和单位杆长的质量施以依指数函数变化的规律之后
,

推出了一个 通 解
,

其中三个参数看为影响非均质变截面弹性直杆纵向自主振动频率的主要因素
。

引 言

本文的任务是处理非均质
、

变截面弹性直杆的纵向自主振动问题
。

众所熟知
,

这里是涉

及到一个偏微分方程
; 变截面 已经使微分方程遇到了求解的困难

,

而杆的非均质又重叠上 了

另一层困惑
。

据此
,

这里不 但牵扯到数学物理问题
,

也有点涉及到了物理数学方面
。

关于物理方面的启机是
,

在工业方面确实有过非均质直杆这种重要的机件
; 例如

,

使我

们有深刻印象的是飞机 已往常用的木制螺旋桨
。

由于这个机件要求其根部须有最大的 强度
,

以使它能胜任诸如离心力所引起的拉应力和弯应力
。

这种须承担复合应力的强度可以沿着螺

旋桨叶顺轴向着尖端方向逐渐下降
。

在制造这种机件的过程中
,

乃是把先备好 了的大小长短

不一 的木片按强度变化的要求去配调沿桨叶顺轴木片数 目的多少
,

以求适应强 度 变 化 的要

求
;
木片层层之间涂以粘胶

,

然后在真空筒中施以压力把这些木片集压成 所 要 求 的紧密整

块
,

其密度 自然是沿桨叶的顺轴会有既定规律的变化
;
最后 自然须按该件的几何形状要求去

加工
。

举出桨叶只当个例证
。

按近代工业技术的要求
,

虽然在制造方面有其困难
,

但在强度和形状上都能接近理想
,

这是无疑的
;
所 以工业先进国家都不惜工本来完成这种非均质变截面机件的生产

,

当在设计

中确实需要这种不规矩的机件的时候
。

上述机件在使用中由于机动
、

动力关系
,

有时难免发生振动
,

本文就是要先讨论这种机

件在纵向振动中的自主振动性态
。

二
、

关于变截面和非均质的基本设想

下面的讨论将不 限于螺旋桨叶一 例
,

我们想扩大范围作一个较为一般性的探索
,

以期在

数学分析上尽量达到比较系统性的处理
;
退一步想

,

即使只能得出问题的上限或下限
,

这在

了解势态的趋势上也往往不是完全多余的
。
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堪于木制螺旋桨

于 }司神材料或

性模虽亦大
,

例
,

可以一般地认为
,

拉压弹性模量是依材料的密度起变化的川
,

对

拼奏起来的多层异质部件
,

反之亦然
。

这都是合乎物理意义的
。

材料的密度大
,

则拉压弹

若照顾到三个变量 E (劝
、

姓(幻和 群扭)
,

使它们沿着机件的顺轴二同时起着改变
,

例如

集戍木制螺旋桨就是一个我们很能理解的好例子
,

并且有时还因其各自的改变而应有一定的

相互联系和影啊
,

更可再考虑上可能有的多种组合
,

因为机具设计能用到的性态是千姿万态

不可俱状的
。

为了照顾既合乎数学物理
,

也要适应物理数学
,

基本上可采用下列示 ;合胜的图

表 1 来表达多种配合
。

按照图表 1
,

我们这里举列了九种不同的配合
,

其中 a 二刀二兄二

况
,

它是变直径
、

非均质情况最简单的一种蜕化
。

O 是等径
、

均质直杆 的

只今 O
。

在实用中
,

在分析中
,

我们 保 持 a 年 。 ,

刀斧 。 ,

试验寻求a
、

刀
、

表 ]
.

a 、

刀和 凡的配合自然须依从一定的物理逻辑
,

只的切实数字
。

按指数函数规律
,

当遇到具体问题
,

或须借

E (x )
、

A(x ) 和召(x )的多种配合
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在表 1 里
,

我们曾在有关的杆 内加上稀密有变化的细点
,

以期略 使 川 x) 在一定程度上

臻于直观
。

但由于稀密精度只能达到示意
,

所以晃眼望去 例( 4 )
、

例 ( 6 )和例 ( 7 )对于要求

元一 O 有些不符
。

为此
,

可能需要再次提及
,

若不忽视 召(x) 是杆件单位长度的质量这样的一

个定义
,

那就会使疑惑爽然 自失了
。

三
、

本 课 题 中 的 有 关 微 分 方 程

现在我们就来进行所想过 的可能数学分析
。

为此
,

可自下列微分方程出发
一

盘巨
% ) 、 (% )

斋
一

〕
一 。(/ )
黎

一 “ ( “、。 (3
.

1 )

其中 E (戈 )是杆件的拉压弹性模量
,

月(劝 是杆的模截面面积
,

风劝 是杆的单位长度质量
;

u( 二 ,

t) 代表顺轴座标 x 处的点纵向振动偏倚
, t是时间

,

卜直杆的全长
。

现在把拟 取 的 变 化 关 系 A (x )一 A ( 0 )e “ ’ ,
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、

万( O )和 召( O )是些常值
, a
资 O

,

刀歹 O
,
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,
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.
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,
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其中k
。
二 刀( o 、E ( O )/ 11 匕O )

再通过代换 (a
一

手
一

刀一 几)x 一 右
,
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若再 引进一 个待定常数
I( > O

,

就可把上式写成

d
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四
、

空间变量 邑的微分方程的第一部分解

若用纵数法求解(3 6 )式
,

就可先把它换成
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’2 ’(in d ie ia l

c Z + (P
。一 1 ) + Q 。

~ e (c 一 l)一 0

从而得
。1
二 0

, 。 :
二 1 ; 据此可设 (4

.

1) 式中第一式的第一部份解为

e q u a t io n )

(4
.

2 )

U (占)一乙
a ,

占
月 十‘,

a 。斗 O (4
.

3 )

把上式及其微分导数代进 (4
.

1) 式的第一式
,

则得

C洲二

。 (。 + 1夕a
。

占
n 一 ‘+ 兄 k

:

(n + 1 ) a 、省
” + k

: e ‘

乙
a 。占

” + ‘
之 0 (4

.

4 )
n . 0

O O

co艺�

再取

e 一 ‘~ 兄 ( 一 1 )
”

( 4
.

5 )
月一 0

占
”

拄 I

乡手利用C a t , e h y t“’
定理

/ 竺己 、/ 竺
_

、

气乙
“ n ‘ ”

八共”,, “ ”

)二
n . U 刀 . U

仁知匀 月 亡义〕 月

乙 乙
a o z ‘

b
。 一、二 ” 一寿一 乙 乙

a 。b
。 一。之”

( 4
.

6 )
月 一 0 为. 0 路 . 0 壳. 0

则得

e 心】 C劝 作

” ( n + 1 ) a n

若
n ‘ ’+ 艺 ( n + 1 )冷

、a 。

蜜
” + 凡

2

乙 艺 (一 )
‘

叠
” + ’~ O ( 4

.

7 )
打 一 1

Q ” _ 玲

九!

或展成

Z a ;

艺

月 . 0 k . o

0 0 月 一 2

的艺�

C次,

。 ( 。 + z ) a
, :

雪
” + ‘+ k

, a 。+ 乙 ( 。 + 1 ) k : a n

雪
” + 寿

:

乙 乙 ( 1 一 )
‘ 口” _ 舀一 2

庵l 君
” 一 ’

~ 0
,

灯 . 扮 称 . 玉 打 一 名 点. 0

再借助于推移指标
,

而得

( ) O O 巴 陀 一 2

Za , + E
n ( n + 1 ) a

n

占
叮 一 ’+ 左: a 。+ , : k

: a ,
一

,舀
n 一 ’咔 E E ‘一 1 )

鑫
冷:

护
一 ’二 O

月 . 2 n . 2 壳. 0

a 称 _ 儿一 2

左王

( 4
.

8 )

、...,、

!

SE�甸

于是能自上式得到

Za r + k
, a 。二 0

一 O
( 4

.

9 )

扩
。( n + 1 ) a 。 + 。 k ; a 。 一 , + 乙 ( 一 z )

‘
*

2
一

少 ( 仃里 2 )
壳一 0

从而自
Q 。
斗 o 导得部分解



关于非均质变截面弹性直杆的纵向自主振动

k
,

口 1(自)一 a 。自一 - 石
生 -

乙

此外
,

可以检证而有

。 。梦一 乙
k

1

路 十 1
一 a 刀

_ ,

十
一

、 一

工
一
:

一

二

丈
n 又n 十 1 ) 艾或

瘾
2 a

1

7 一。 一 2

k l 」
“
· ‘ ’

“
·

‘。,

a l
- 一

寿
l a 。

2

。 2
一 (“

1 2 一 “
2

)一

含
,

/ 寿
. 3

a 3
一 l 一 二一

一

十
\ 乙4

k I
k
。 k

。

\
十 兀注

一 】a
n

1 艺 /

于是看出
,
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,

意即
,
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.

1 0) 式里只有 一个积分常数
; 据

此
,

我们还需要寻找此解的另一部分
。

五
、

空间变量 舀的微分方程的第二部分解

本节试推求解的第二部份
。
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本课 题 微 分 方 程 的 通 解

若 以A和方代表积分常数
,
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关于非均质变截面弹性直杆的扭转自振

关于非均质变截面弹性直杆的扭转自振
,

逞可参照【3 」和〔4 」里的论辩而得

I(x )
-

t

—
时间

,

a 「。
, _ _ 、 r , _ _ 、

a卯 I
n , 。

/
_ _

/
, 、

一
~

百万
~

L订气苏 少
J 、劣夕万天 J“

U , 、“、
满、

‘/ , (7
.

1 )

,、一孟‘

a一口

其中
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扭转振动的角偏倚

,
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沿变截面直杆顺轴方向的位标

,
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剪切弹性模量
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—
x 处单位杆长的极转动惯量
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—
x 处直杆截面的极惯矩
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直杆全长
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参照对于非均质变截面直杆纵向自主振动的考虑
,

大可在此例中设
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其中 k
。
= I( 0 )G ( 0 )/ J ( 0 )

.

自上列简短的论证和推导看出
,

(了
.

3) 式与 (3
.

2) 式是属于同一类型
,

因此我们勿须再求

解 (7
.

3) 式
,

对纵向自主振动所获到的解自可完全移用
,

只须代换些物理性的参数
。
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