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摘 要

本文在胡合热弹性问题变分原理的基础上
,

导出非定常温度场热弹性平面问题的有限元 法 基

木方程
.

推导中
,

弹性平面划分为三节点三角形单元
,

时间过程划分为时间元
,

时间元中各变 量

(节点的位移和温度) 随时间作线性变化
.

得出以 各节点在每个瞬时 (时间元的端点) 的 位 移 和

温度为待定值的两组祸合的线性代数方程组
,

即基本方程
.

在热弹性问题中
,

如果温度场相对于时间的变化率较大
,

则在弹性体总能量中不仅包活

位能和热能
,

而且包括动能
。

同时
,

在热传导方程中包括位移的变化
。

因此需要用藕合的热

弹性问题变分原理“ ’。

这里
,

在该变分原理的基础上给出平面问题的表达形式
,

然 后 离 散

化
,

导出单元的哈密顿作用量及热流势作用量
,

最后总体合成
,

求作用量极值
,

得线性代数

方程组
,

以矩阵形式表达
。

一
、

藕合热弹性平面问题变分原理表达式

藕合热弹性问题变分原理包括两部分
:
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哈密顿原理
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式中元及拜为拉梅常数
, 价 ,为应变分量

; a为体热胀系数
, 0 ~ T 一 T

。 ,

T 和 T
。

分别为各点绝

对温度和参考温度
; C 刀

为无应变比热
。

设 刀为嫡密度
,

F
.

为体力分量
,

尸
、

为已给的表面力分量
,

S
。
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, “ ,
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,
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以p 表示密度
,

则动能班为
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以 t 表示时间
,

弹性体的哈密顿作用量为
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哈密顿原理为

在满足应力应变关系式 。‘j二
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,
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热流势最小作用量原理

设 h 为热传导系数
, H 为温度分布决定 的热流势

,

它等于
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并设 R 为分布热源密度
,

Q 为边界面S 。上流出的热量 Q n 、

的分量
,

则总热流势为
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t o

热流势最小作用量原理为

在满足已给边界条件T 一 厂 ( S刃
,

‘在S T 上 )的温度场中
,

使 n :
为最小

,

即
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的温度场 T ( x ; , x : , x : , t ) ,
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¹ 祸合的热传导方程
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以上即藕合热弹性变分原理的两个部分
〔‘’。

在平面问题中
,

对于平面应力情况有

J
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式中E 为弹性模数
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式中月为整个平面
,

L ,
为外 力作用的周界

。

对于平面应变情况有
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在平面问题中温度场T 二 T (二
,

y
,

t)
。

略去热源R
。

对于平面应力情况
,

设平板上下两面

同时散热
,
S Qj 为散热表面

,

它不必布满整个表面
,

可以是表面上某个区域
,

这样的区 域 设

有 了个
。

对于平面应变情况
,

L Qj 为散热周界
。

肠 为散热系数
,
T 汉 ,

为弹性平面周围介质的

温度
。

于是热流势作用量 n :
为
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对于平面应力情况取此式右端第一
、

一

二两项
,

对于平面应变取一
、

三两项
。

式 (1
.

1 0)或 (1
.

1 1 )及 (1
.

1 2 )中11
,

和 11
:

即为平面问题的泛函表达式
。

二
、

泛 函 n l 和 n Z 的 离 散 化

弹性平面划分为三节 点三角形单元
,

节点以‘
、

j
、

。表示
。

位移模式和温度模式为
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为几何常数
,

△为单元面积
。
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r

为面积座标
,

则有

丁
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才

户 ! q ! r !
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将时间过程划分为时间元
〔”

。

时间元的两端为 t。
一 ,和 l* (寿一 1

,

2
,

⋯
,

的
,

日于间元 长度
: *

二 t、 一 t。
一 : 。

任一瞬时 t 在时间元中以
T表示

, : 一 t 一 t * 一 , 。

节点 r 在 t。
一

:和 八时的水平
、

铅垂位移值和温 度 值 以 侨 *
一
、 ,
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,
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T
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了
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。
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,
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以 n 了‘表示平面单元在时间元内的哈密顿作用量
,

则
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式中兄 和 E 分别为对全部平面单元和全部时间元求和
。

以 , 、
替 换 (1

.

1 0) 式或(1
.

1 , , 式的

积分域 t
,
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,

以 l, ,
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。

‘
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.
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.
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。

平面单元受到外力作用的边
,

取为jm 边
,

边长以l, ,n
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。

该边上任一点的位移 。和 。
为
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一
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l为该点到 j 点的距离
。

将 (1
.

1的或 (1
.

1 1) 式积分域改变后
,

(2
.

3 )
、

(2
.

4) 等式代入
。

积分时考虑到
:

1. 体力和表面力折算成等效荷载
,

,

一
+ 、

竞
一
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一
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将(2
.
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,
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.
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、
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、
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。上的等效荷载

,

由此式可知

X
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一
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中

,
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·

卢
’ ,

十

a功
一

万了
~

l, 、

二
, , , ,

△ 。

万
二厂

二 , 了 ,
一 了 ,

一万厂 “十

l了
,

2
尸 ,
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如果在以后的计算中将此关系式作

为已知条件
,

则在泛函 n
:

中只需计算对节点位移的变分
。

3
.

与节点位移的变分无关的各项以〔O
。。

]表示
,
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。

于是平面问题的 H兮
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,
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,

即
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在平面应变情况时
,

只需以 (1 一 2l) )替换(1 一 , , )
。

式中 T 吕为单元平均温度初始值
,

即

犷 :一会
( 丁 、。十 丁 , 。十犷 , 。’

式 ( 2
.

7 )的各系数矩阵均可写成 由 9 个子阵组成的分块矩阵
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。
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.

若不考虑时间元
、

它将成为动力问题 的质显矩阵
。

子阵 户气对平面应
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力和平面应变有相同值
,
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。
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.
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。
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右小考 虑 盯 l司 兀
,

l
-

护 1 一 F

〔d 〕
’掩
将 成为弹性平面问题中的刚度矩阵

。

确定 7 [P j
‘几,

[ 叮]
‘

气 [d ]
’

气 [ g 」
‘k
和麦R

解
于
‘ k后

,

Il r
庵

成为待定值 , ]
k
和 谧T }

·k

的 函
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数
。

2 53

以万犷表示平面单元在时间元内的热流势作用量
,

则

11
:
~ 乙 乙 汀犷 (2

.

8 )

、 * 小
, , , 。 、

二二 二 rT 从 , 八 。二 _ 、

, ,
、

、 ” _ a功 二 小
, 。 , 、 , 。 。 、 , 。 。 、

1三凡 多( 江、气 1 1 ‘ 少什
刁‘乙 七到 上 1 念 口U 梦气刀

~
J群 / 习 ‘掩、 公刃目 .I 。 , 叮寸

’ .

~ 一 一5 币 刀心不、、‘
·

l j 八 ‘ · ‘ j 八
‘

·

。 / ,

门J l

(2
.

4) 代入并积分得

。 :
,
一
粤

一

rT ]
·。([ : 〕

·‘+ 「、
:

]
·‘* : :

,

z
·‘+ : 。J

·‘) {: ,
·‘

‘

+ b [ T 〕
“为

([。 ]
“ 几

通d }
‘寿一 咬T 长}

‘为

)

其中系数矩阵均 由 9 个子阵组成
,

即

(2
.

9 )

X

了.r、

、...lles‘Z占令
,

雪令, 睿令
,

肆
:

给
,
鱿

,

舀氛
:

占氛
,

古氛
,

,

X : ,

。
, 己)

....r..气

一一
为口�‘J卜弓rL.

子阵鱿
:

等于

1

2
11一2!!

叹

醉
: h 丫 。

12 △
( A

‘+ 月‘) !
x 全

r :

和 x 全
r :

分别等于

、
.

1
�0了

、

!
.

!、

E ( 1 + 3 v )

( l 一 v ) ( l 一 Zv )

·

谧
一

(含
丁一杏

一

丁一 丁 :

){
(平面应力 )

1

( r 二 s )

于

( r 沪 ‘)

护一9

(平面应变)nU

一一S
为1昌

X

尹....,!\
‘..J

I
△L月x 全

r :
二

C B _

一
‘

1

( r 二 s )

+

( r尹 ￡ )

一 I

0 {
以上均有

子阵

r 一 s = , 、

]
、

m

。拿
.

等于



: 洪

。牛
:

二
口: 、

△丁(
;

9 b l
r 、 s ~ 1 、

]
、

川

专
(平面应力 ) r祷 :

{ )

、.,

!!
‘、

。食 {远口
0 (r

1

(r ~ s )

专
(r 沪 s )〔

子阵
。食

:

等于

月为||IJCC!J

L口
.

白
一一

产r口.!l丹l、 一 c :

b
:

Ea48一一

l 一 2 护

(平面应变)

一 e :

白
:

列阵 { T 勤 等于

谧T 雪}
“‘~

丫几△

6

厦T 贫}
‘ “

~
lz . T 。

8

·

了
’
月

[ 1 1 1 1 1 1 1 , ,

(平面应力)

·

T
,

〔0 0 1 1 1 1 ] T
,

(平面应变)

+
.

欢绍
z了l、、

确定了矩阵 [雪]
‘寿,

[ x
:

J
’庵,

Ex : 」
‘

气 [ 。J
’几,

[。」
‘寿和 {了

、

雪}
“k 后

,

n 夏‘ 成为待定值〔T 〕
‘自

和 〔d」
‘“ 的函数

。

三
、

总 体 合 成 及 基 本 方 程

将 n 宝去 和 n 孟壳合成为11 ‘和 n
:

时
,

首先就一个平面单元对所有的时间元求和
,

然后再对

所有平面单元求和
。

设时间元共有
n
个

。

节点
r 在各瞬时的位移和温度分别以 〔占

r

」和 〔T
,

」表示
,

即

f乙
,

J~ 〔。
r 。 。 r 。 u r : 。r ,

⋯ ⋯“ r 。 t, t 。

]
I X 么 (日 + 1)

[T
r

」。 [ T
r 。

T
厂 ;

⋯ ⋯ T
, 。

]
1沐 (月 + 1 )

设弹性平面上共有 l个节点
,

则全部位移和温度的行阵〔句 和 【T ] 为

〔d 」二 [ [ d ; 」[j: J⋯⋯ [d , ] ]
lx Z I (月 + 1 )

[ T 〕二 [ [ T
,

] 厂T
么

J⋯ ⋯〔T ,〕]
I X I ‘路 + l少

由 ‘2
.

7) 和 。
.

9) 式
,

单元的各系数矩阵对所有时间元求和时
,

为简便起见
,

引入以

下符号
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: * , * 十 : 二 : 吞+ , * + ; ,

f
。, * 十 ;

一f
* + f

。+ ‘

十卫一
,r 为+ 1

1Th
亡。 二

1

T 为
或*

, 、+ : 二

于是得

一

乙
;

O

O
一

乙,

亡
: 0

0

久�0
�,

0�氛

氛0

: 。。 、:

; ;:一

{
P△

6

( r二 s )

P△

1 2

( r笋 s )

亡
: , : 0

0 乙
; , :

一

亡, O

O
一

亡
2

O 亡
:

乙
。 一 , , 。

0

乙
。 一 : , ,

0

0 乙
,

一

亡
,

0

一
月�卜‘

n
�一nU

:
!l

⋯
,‘.

卜
J1lll

�
一J

�

,,

纷且
2

乙

月‘雪

一

A ;
亡

, 一

A
Z

一

A 若
、 一

A ‘亡

b Z”

( 1 一 , )
2

P

1 6△

(平面

应力 )

0 (平面
应变)

一

A 药 乙
: 一

月若
2 0

一

A 若
‘ 一

A ‘
:

月
;

乌, : A Z

乙
:违

A若译
: 月‘乙

, 尧

一

A 苦
: 一

姓茄
2

一
月若

: 一
A ‘
乌

A
;

一

A
:

乙
: 一

A店
2

且
,

亡2男吕

A若山

A :
雪
: 里s

A ‘亡弓
3

月
、

乙
。 _ :二。 A

:
亡
。 一 、
二
。

月
。

套
, 一 1二。 月‘

亡
。 一 ;知

一

A 苦
。 一

A
么

如
一

A 若
。 一

A苦
。

r卫,J、,·
!
|‘尸l]-‘。I
:
|] *

l
‘

!
一一口rq

2 (
n + 1 ) X Z(

” + 1 )

0



25 6 主 洪 纲

几一2月A S丸

几一2AA
, T l

人、 As晋

As 、 再晋

丸一2丸一2AA凡令成晋刁: 叭知 月。丸犷: }A
。

互
“

2

0

A
7
叭尧 月

:

叭九 A
,

号互2A丸
一2

A

d
r ,

=
尸

1 2 (l一 , 2、△

Z n + l少
只 2 (

1; + 1 )

A 汀山 A 6、 ; s

⋯A
,
几九 A

:

几 ;:

(平面应力 )

互2丛2A AAs丫。 _ x里
,

A 。下 , 一 : 甘”

A
, 下 。 _ l里。 月s丫” 一雾

”

0 A好
。

A
, 丫。

, _ _
.
‘

_ ‘ .

E ⋯
_

. , _ ‘

二 _ _
_ _ ‘

_

_ _
、

以卜不管恻
,

以石而万
一

替换立 代人此式
,

即得半曲皿变下的 dr 一

- 一 州 一 ~ ~ , , 一 一 叫 ~ 一 ~ . ~ ~ 一 州 - ~ ~ 气

b
,

f
;朴

c ,

f
; 朴

b
,

f
l ; :

c r

f
:二,

b
,

f
Z朴

e r

f
Z铸

b
,

f
:

c ,

f
:

价 0

餐

带肠

才了了户
.
了了
�

矛
‘

�brcr认c’一

aa

g
, :

= ; ;

口q

2 ( n + 1 )

入 ( n + 1)

b
,

f
Z ; 。

c ,

f
Z ; ,

b
,

f
。 一 : ; 。

c
,

/
。 一 ;盆

l口, ||||,|

!
|, ||||且‘|‘

�

.�.

0

b
,

f
。苦

e r

f
,: 肠

b
,

f
,

c ,

f
。

月�

b
,

f
。签

c ,

f
。芳

了‘.....................1....
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此式中f
。及f产对平面应 力和平面应变需代以不同的值

。

、‘‘.....‘‘

!
lwe

!
卜

‘.
.

!
.l..J

�

T�畜
上

�T

少 凡 劳

占
, , h

1 2△
( A

; + 遵
‘
)

1 :

2 下

一 Tz ; :

( n + l ) x ( n 十 1 )

下
1一2

,r ”T
112

r 、 _ i : ”

! ~ 洲 ~ ~ ~ 一 ~ 户 ~ _ _ ~ ~ 甲 ~ ~ _ -

爪器分(合
,

’ 。十

;
一

丁‘。‘ 丁后

!平
(平面应“和“变’

1

( r 二 s )

去
( r护 s )

T 2

T Z
一

f 3

\

T n 一 J

l下0
T厂...se

l
..i性、

!
‘

l
‘

!
李

l令
、、J.了
了

一一

!
廿

!匀Sfr
..
乞

丫X

f” + 1 ) x (” + 1 )

对于平面应变
, x : , :

~ 0

如

2
下

1一,‘
T t , 2

粤
(平面应力 )

U

O
r ,

~ {{
1

( r ~ s )

士
( r尹 s )

T Z , 3 :
· 。 ,

九‘T

砚.J‘勺

贵
一

尽
了. (平面应变 )

汀

2一。z-

!
‘

!

( n + 1 ) x ( n + 1 ) T 灯 _ l + 刀

下

J‘l�n‘

但对于平面应变情况
,

当r
、 : 二 i 时

, cD
r :

~ 0

一 C 召

: 一 c ,
: 0

万a / ~
_

巴, 。

=
- -

一
一

1 1 二
4 吕 \

( n
, * )

x

Z ( n + 1 )

「一
.

1 _
_

T
, 。

\】1 一 ,

+ 一 分竺 矛气
。 ‘

{一工
一

_
‘

1 一 2 护

(平面应 力 )

b
:

护 C ‘

(平面应变 )
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列阵 谧刀努 ~ 【〔R 亨」仁R t 3【R 雹」⋯ 乞R 寸〕」T
,

其中子阵为

,

。 ‘ 、

1
。 、, , , 、, , 二 、 , , , , ,

1式下少一万 L人
, T 1 1 , T x

人
, T 一, 2 1 r T i , : ”

’

八
, T n 1 r T n J

‘

‘

IX 2(
n + 1 )

列阵 道T 努一【〔T 二
,

〕【T 土
:

〕⋯ 〔T 立, 」〕T
,

其中子阵为

一

命
(平面应力’

刀T
, 「:

, : : , : : : , 。⋯ : 、 一 , , 。 : 。

lr

、l...es
�

!
平面应变

一一)汁
十,丈”书注,

、

亡JI
j.几

平面应变时 {T 雪}一 0
,

所 以上式中对平面应变而言
, : 一j

、

。

质散热
,

则该单元的节点对应的 【T 生
,

〕和 叭
;

应同时取零值
。

建立整体的系数矩阵时
,

每个矩阵均由 1 x l个子阵组成
,

点的各平面单元的对应系数子阵叠加
,

即

如果某些单元不向 周 围 介

其中每个子阵由环绕 同 一 节

P
r :

一 万P
r , ,

Q
, :

~ 万q
r : ,

D
, :

一 万 d
, : , G

r :

~ 万 g
r : ,

g
r :

二 刃占
, : ,

口
, :

二 刃 。
r : ,

X
r :
一刃 ( x l r 。 + x : r :

)
, E

r :

二 刃。 , s

于是得泛函 n
l
和 11

:

的表达式

“
, = ·

音
〔6 : ( :尸」+ 〔。〕一 〔。〕) {。} + 。:。〕( 〔。〕{ : 卜+ 、*

·
、。+ : o d 。」

。
:
一

仓
! T :。〔二 : 十 :。」、 : x 」) { : ; + 。〔: 〕( :二」、。} 一 、: : })

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

对 n
;

和 n
:

取极值

日刀
, _ 日刀

,

百瓦
一

“ U, 万广
=

得

( [D 〕一 [P ] 一 〔Q」) {占卜一 {R 补} + fG 〕{T } ( 3
.

3 )

( [三」+ [口〕+ 〔X ] )魂T }二 {T 弋卜一 [E ] {己} ( 3
.

4 )

这两组方程就是藕合热弹性平面问题的有限元法基本方程
。

第一组有 21 ( 。 十 1) 个方程
,

第

二组有 l(n 十 1) 个方程
。

共包含 2 1(n + 1) 个待定位移值和 l(n 十 1) 个待定温度值
。

但 由

于初值是给定的
,

所 以实际上待定值有 3I n
个

。

方程联解
,

即可求得全部待定值
。
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