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摘 要

本文用修正迭代法求解了波纹圆板壳体大挠度方程
,

得到了具中心平台的浅正 弦 波纹圆板在

均布载 荷下 的弹性特征 � 给出了初始近似修正系数 刀的计算公式
,

并得到了能够简化特征迭代计

算的一个积 分
。

本 文的解答较现有的波纹板壳体方程分析解更为符合实验结果
,

精确度和适用范

围有较大改进
。

引 言

波纹圆板在灵敏弹性元件中起着重要的作用
,

它的理论研究是人们注意的问题之一
。

文

〔� 」从壳体大挠度方程出发
,

用 � � 二 � � � 。 。方法研究了浅正弦波纹圆板的大挠度间题
,

但解

答仅适用于挠度不大 的范围 �。�� � �� �
�

��
。

文仁� 」用同样的方法处理了较深波纹的情形
,

文〔� 」
、

至� 」
、

〔� 〕
、

〔� 」将波纹圆板视做圆柱型正交异性板
,

用不同的方法得到了大挠度

时的弹性特征
,

结果在更大的挠度范围与实验值符合
‘。

从这些研究 结呆看米
,

用正交异性板

处理波纹圆板的问题
,

是一个有效的方法
,

然而简化本身
一

也带来一些不足
�

第一
,

它得到的

特征缺少中心挠度的偶次项
,

因而不能反映当载荷反向时波纹板不 同的刚度特性
,

而当波纹

数较少及挠度较大时
,

这种差另��可以是显著的
� 第二

,

不能简便处理具中心平台的情形
,

而

在实际应用中
,

这是更为大量碰到的
� 第三

,

它的解答也不能用于研究波纹板的应力分布和

头稳现象
�。

这就在一定程度上降低了正交异性板解的理论和实用意义
。

但是
,

文 � � 」
、

〔� 〕

从壳体大挠度方程得到的解答
,

却没有这些不足
,

问题在于
�

由于壳体大挠度方程本身的非

线性和复杂性
,

迄今的解答尽管相当繁杂
,

精确性和适用范围却很差
。

所以
,

进一步研究波

纹板壳体大挠度方程的求解
,

寻求更好的解答
,

应当是有意义的
。

,
本文利用文〔了」最初采用的修正迭代法求解了浅正弦波纹圆板的壳体大挠度方程

,

得到

了具中心平台的波纹圆板在均布法向载荷作用下的弹性特征
�
考虑了常用的两种边界条件

�

固定夹紧和可移夹紧
。

本文改迸了初始近似的选择
,

并提出了初始近似修正系数刀的计算公

式
,

因而保证了迭代解的良好的收敛性
。

本文将波纹圆板的微分方程边值问题化为一组租分

方程
,

发现了确定弹性特征的一个简便积分
,

有助 于简化迭代计算
。

升

叶开沉推荐
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二
、

基 本 方 程 和 边 界 条 件

设有同心波纹圆板
,

心平板厚均为 �
,

如图

其外半径加
,

衅径为�, 波形为
二一‘��

�

�于
·十

办
波纹 及中

所示
。

为求解方便
,

引入无量纲量

� �
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,

�
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,

�
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一

泊松比
,

�

—
弹性模量

,

�
�

一一半波长
,

�

—
波高

,

� 一
一
法向挠度

,
�
一一均布法向载荷

则波纹部分的扁壳大挠度方程为
【”
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� �。� �一 。「�
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中心平板部分的大挠度方程为
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口
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二�
。
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引入 � � � � �� �� � 阶梯函数
,

、�。一� �一

�

它的定义为

�� � 夕�

�� � 护�
��

�

� �

方程 ��
�

��
、

��
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我们讨论两种常用的边界条件
� � �

、�‘�� 

��

盆
�

一�

当 � 二 � 时
,

当 � 二 � 时
,

口� �

固定夹紧情形
� � �

�二 �
� �

� �
��

�

��

� � 可移夹紧情形

� � � 时
�

� 一 � 时
,

夕二 �

口二 � � 二 �
��

�

��
当当

显然
,

令
�

, ��
,

可由��
�

�� 得到 ��
�

��
,

即可移夹紧解可以从固定夹紧解中取
� , �� 得到

。

因

此
,

我们仅限于讨论边值问题��
�

� �
、

��
,

��
。

无量纲挠度 召与 口之间关系为

��
口门

产���、��

一一�

令� 二 �
,

得中心挠度

��
�

��

三
、

问 题 的 求 解

�
�

算子 � 二 �示� �
� �

� � �
的积分

, �� �一 �

�
� �� 一 , , � �‘� 召

��� � 叼 十百 ��
�

��

则��
�

�� �可写做

� �� � �二 ��� �

积分
,

得

�
� , �

� 了�� �
, �

� , � , �

。
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一

十 。
乙 �

价�����
�

�一�

式中�
、

� 为积分常数
。

用 ��
�

�� 式中相应的条件确定积分常数
,

并写做定积分形式
,

得

� 「 ��� �
占� �

� �

—
�

艺 � �
�

� � �

���一 � �
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( 3
.
3 )
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!
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户,曰
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显然
,

对O可以得到与(3
.
3) 式形式相同的积分

。

如记
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.
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扩3 2 )和(3
.
5)式是与边值问题 (2

.
4 )

、

(2

.

5) 等价的积分方程组
。

将(3
.
5)式代入(2

.
7) 式

,

则中心挠度

p 0
户

_, _

( F (
P
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.

一
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。
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0 1
+

f

,

冬
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{
。尸(。)‘p

J ‘ J
1 0

用部分积分法容易证明

F (P )

P

0 l
d。+

丁
pd。
丁
。F (。) d p 一 0

1 0

尸�f..JI

户dP

。产

I

JI

于是有

1 P

丁十
dp
丁
。F (p ) d 。

0 0

刁1工C‘

十
尸

夕。
一

,

落之 (3
.
6)

或写做

P 一 3 2夕。一 1 6 P F (p ) d P (3
.
7 )

利用 (3
.
6) 或 (3

了计算
。

劝 式计算特征关系
,

在最后的迭代过程中
,

可以不必计算0
,

因此大大简化

2 初始近似解

沿用文 「 6 」的迭代程序
,

略去(2
.
4a) 中的

:
项

,

即取(3
.
4) 式确定的函数 F (P )二 O

,

由

(3
.
5 )式

,

得第一次近似为

尸
口1 = 一不一 t P

。

一 p )
O

( 3
.
8 )

将 (3
.
8) 式代入 (2

.
7) 式

,

或直接由(3
.
7) 式

,

有相应的特征

尸一 32夕
。

将 (3
.
9) 式代入 (3

.
8 )式

,

得

{少;一 4夕。

(
P
3 一 户)

技〔6 」的迭代程序
,

应当以此做为初始近心解
,

但计算表明
,

用 (3
.
10 )式

,

( 3

.

9 )

(
3

.

1 0 )

即圆平板的小挠
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度解做为初始近似求解边值问题(2
.
4) 一(2 6)

,

得到的结果是不好 的
,

甚至完 全 是 不 收敛

的气

实验事实指出
,

当挠度增大时
,

波纹圆板刚度也随之增加
,

但其增加的程度较之相应的

圆平板要小得多
,

即非线性效应要弱
;
换句话说

,

大挠度时波纹板较相应的圆平板具有更大

的柔韧性
。

为了保证特征也应有这种特性
,

我们对(3
.
9) 式做一些修正

。

因为(3
.
9) 式事实上是圆平板的小挠度特征

,

它没有反映现有的波纹情形 和 中心平板部

分的存在
,

代替(2
.
7) 式

,

我们以下式来确定初始近似的特征
:

0 y
, 。
一

J

”:d , +

I

“!。一dp

丫 O

( 3

.

1 1 )

式中
c
是 与波纹有关的参数

; 显然
,

c 一 1 时
,

临 11 )式回到平板情形的 (2
.
7) 式

。
, 反映了

中心平板部分的影响
。

将(3
.
10 )式代入 (3

,

1
1

) 式
,

计算可以得到

P 二3 2刀, 。
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、
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、
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8
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,

得到

0:二4刀y
o
(P
3
一 p ) ( 3

.
13 )

我们将用 (3
.
13 )式代替(3

.
ID )式做为初始近似

。

我们称刀为初始近似修正系数
。

我们这样来选择
c 、

设D
r、

D
;

分别表示波纹圆板在径向和环向的折合刚度
,

取

斌 D ./ D
,

D

。

可近似表示为

E h3

(3
.
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按文献〔9 」
,
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但在浅波纹情形
,

f 与h差别不大
,

在 D
,

中应当考虑到波纹截面对其中曲面的刚度
,

这部分

冈叮度是
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。
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1
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3 1 5

a
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作者在兰州大学的毕业论文 《浅正弦波纹圆板在均布载荷下的大挠度 问题》
(未发表) 对此曾

有讨论
。

参 加该论文工作的尚有甄继庆
、

李建中
、

张廷贤
。
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,
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,
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,
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,
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。
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。
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,
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。
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z夕。“+ 。:a刀
3夕。3

式中

(3
.
19)

(3 20)

下n
‘.卫1

、、.J
口

/

6 一 6下2

m *二一
~
五厂
~
十

9 6 一 9 6夕“

a
4

十

(

1 6下2一 8夕4

a 2 十
1 9 2 夕

a 4

十 缪
以

, co

s
Z

(

a 十 切 ) +
- 6
9

仅 口

5
i
n

Z (
a + 切 ) +

一 8 十 8夕2

a 4 哗、U“ /

X e o s
Z (

a 护+ 卯) 一 掣
仗
.

5 i n Z (
a 夕+ 卯) +

1 0 4下
Q ‘ I

n 夕 e o s Z (a 下+ 沪)

.‘I

、、.少产
+

(

一 1 6下+ 1 6下3 5 9 2夕

口3 口5

、
,

…
。 , _ ,

二
、 .

/ 2 4

J
一n 丫 s l n 乙 L a 犷十 切) 十 I

~we二丁~

/ 、 以
-

3 4 0

+ 落断

48阴 。

a 4

,

(
1 2

8
+ 6 4 0 兄)I

,

十

—
一

i尹一一
--
1536义I -
a g

)
一(
a十切,

16阴 。 .

( 1 2 8 + 1 2 8 又)J
,

一丁泛一 十

—
一

—以 , 以.

1 5 3 6 之1
a 7

5 in (
a + 卿)

一一

/汀古.厄、/

l十+

(3 2下
2一 3 2 下‘

) I

a 2

4 8 阴
、

+ f 一 6 4 斗 (3 8 4 一 6 4元)下
2十 6 4凡下

4
11
;

十 —一
丫

—
-
—
-
一

—
仗

/了.11、

十

.
( 一 7 6 8 十 1 2 8久一 了6 8 几下

2
) I

十 一-
--
一
-
一-一五

百
一

—
一一

1536只I 、

十 一 , 了
-

U U )
一(

改夕十 切’

16下阴 。
+

(
6 4 , + 1 2 8 ,

3
) 1

,

a 吕
十
〔(一 7 6 8 + 1 2 8之)夕一 2 5 6几夕

3〕I:

a 6州

十

丝洲生、
S、。 (

。: + :
) 十 旦只{李生 1

。 : 、i n (
a : 十 , )

/ “
-

1 6 夕2优。

a 2
I
n 夕 e o s (

a 下十 切)
(3
.
2 1 a )

。一
(
56十 4 7 2 几 1 6 十 3 2 0之 1 6 4 1 6 0

9 a 3 3 a 6 a 7
12 8 1 9 2 0

a 。
)

一(
a+ 切’

l口生土 i则亘一卜

ga
‘

4 8 一 3 2 0 几

3 ‘了4
4 2 5 8 0

3
a 6

十
_
向 432。

厂少8 一

5 In
(
a + 甲)

/
1.、、

十

+
一 ( 2 1 6 斗 4 0久)丫

么
+ ( 4 3 2 + 4 0

‘

几)丫
4一 2 5 6飞, 6

+ 4 0 下8

g 介

十
1 4 4 + 8之一 ( 2 1 6 0 + 4 8 0之)夕

一

十 2 4 0 0年, ‘ 一 4 4 0 夕。

9
a
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�
、、尹里/

口

+

一 3 7 4 4 + 3 2 0几+ 2 4 0 0 0丫
2一 2 0 2 4 0丫4

3 a

2 3 7 7 6 0 夕2一 了3 6 0 0

a 7

12 8 1 9 2 0

a 9

只 c o s (a 下+ 切 ) + 了旦旦旦士旦丝
~
:二丝呈旦旦丝旦旦鱼)竺生工旦旦旦卫卜里旦(些竺

\ ga‘

十
( 一 2 8 8 十 3 2 0几)下+ 16 0 0下3一 1 3 6 0 y 5

3 a 4

一 1 0 5 6 0 0下+ 14 8 1 6 0 下
3

3 a

7 4 4 3 2 0 下

a 8

5‘n (
a 下+ , , +

(

( 3 2 + 8 元)下
2一 1凌搜}

, “
一

十 1 6 0 护6一 理0 夕8

3 a

1 7 2 8y 乙一 4 8 0 0俨 + 22 40护
十 一

-
一一一

一

一
一下

.
瓦石一 一- 一

——
~

O以 “

1 9 2 0 0 丫艺一 2 2 4 0 0y 4

_
一

十

一
一

268800夕2
十 一

)交, -
一

)

X ’· v

一
(a, + , , +

(

一 ( 6 4 + 1 6几)下+ 5 7 6丫3一 9 6 0下5十 3 2 0护,

3
a 2

十
一 1 1 5 2 y + 6 4 0 0下

3一 4 4 8 0俨
a 4 十

一 3 8 4 0 0夕 + 8 9 6 0 0 下
3

a 8 一
~
丝擎翌、
以 “

/

又 1
· : 5 1 · (、十 , ) 十

(
卫黔

十 1 1 5 2

a 6

3 8 4 0 0
.
5 3 7 6 0 0

十 一一 、
一

十
--
一 丁n-一

“
.

U U )

‘
1
(3

·

2 ‘b ,

拼s
1 2 3 十 5 0几

13 5
( 3
.
2 1e )

其中有关常数

些旦丛少下士丝
二旦2红了z旦业之) dP
尸

c o s
Z (

a 下十 叨 )一
c o s Z (a 户十 甲 )

J _

_

—
-----
一

—
—
U尸

尸

ir...Jvl户饭
I

Jv

一一一一.
‘
2

,
矛上了二

?
。
一

(

- 4 + 2 0几
a 2 十协

48又 , _ . 、 ,

了 4 十 4久
.
德8只、

.

COS 戈仗 十 甲) 十 l 一
--- 一

—
十 砚石 声51 11 又“ 十甲 j

\ 〔篇 以
一

/

十 《2又护
2一 2几下

‘十
一 4之+ 2 4 几丫

“

a 2

一

鲁)一
(。下

一

十甲’

一 4元下十 8元下
“

4 8 兄下
a a 3

5in ( a下 + 中)

/‘了、、

+

为了便于实际应用
,

我们将(3
.
20) 式转回到有量纲的形式

。

一
‘
?

。

(

8 h
2

3
(
1 一 v z)

十 m !刀
· “

f

么
+ m

Z

“
么a

‘。
。+ 出。刀

3? 。2

)

(
3

.

2 2
)

; 、中
,

m
‘

一黔
(3.20)或(3 .2 2) 式便是我们要求的解答。

(
3

.

2
1) 式中各有关三角函数值由波纹部今内

、

外边界连接状态决定
。

二
。

平方项的存在表明
,

当载荷q 改变符号时
,

特征也随之改变
。

特征
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(3
.
20) 或(3

.
22)可以进一步用于稳定性问题的研究

。

平板情形
,

此时刀二 1
, , ~ 1 ,

可以计算得

川z一 m :二 0

于是得到

P 一32 y 。
十

12 3 十 5 0义

13 5
一夕。 (

3

.

2 3 )

或按(3
.
22)式

16E h“

q - 一双丁不万砰
.
田

。十
( 1 2 3 + 5 0几)ZE 人

13 5a4 (3
.
24)

与取中心挠度做参数 的摄动法结果完全一致
。 ‘”’

对无中心平台的整数波纹
,

中心光滑情形
,

此时 , 一 。 , 卿一 。
,

a 二 211
二
(
、二 1

,
2

,
3,

“
·

少
,

可以计算得

6
刀2 1 二二二

~
一下下一

,

十
仗
.

8 8 一 6 4 1
、
+ 2 4 1

,

—
十

U ~

( 一 6 4 0 + 7 6 8几)I
,

+ 3 4 0 1
2

饥2一
2 00 + 48 0元+ ( 1 9 2 + 4 8元)I

;

9a 3

a 6

一 3 7 6 0 + 3 4 5 6 1
2

3 a 6

(3
.
2 5 )

、1 |||||,

…
/

一 2 3 7 7 6 0 十 3 8 4 0 0 1
1

口7

十 一
旦旦里望互

m3-
123+ 50之
13 5

式中
,

1 一 e o s a P

P
d p

内

lee

jo

一一

1 一 eo s Z a p

P
d P

月

l

‘0

一一2
I

结果是十分简便的
,

积分I
;、
几可参阅有关积分表

,

例如〔10」
。

四
、

算 例

[例 1 1 绘制正弦波纹圆板的特征 (图 2 )

已知: 半径
a二 76 m m

,

波幅f ~ 0
.
了m m

,

板厚

人二 0
.
33 m m

, 波数
一

共一3,
乙‘

E 一 l x 10
4
k g /m m

Z*

, 一 0
.
3 ; 周边夹紧固定

,

无中心平台
。

按(3
.
12)

尹 、

(
3

,

一6 )式计算得

刀二 0
.
60 7



林
一

山一2 了t}

将有关数据代入无中心 平 台 情 形的

(3
.
25 )式及(3

.
2 2)式

,

可计
‘

算得到

g一0
.
0 4 1 6四 。一 0

.
0 0 3 3 2 叨 。2

+ 0

.

0 0 7 1 5 二 。3

(
4

.

1
)

图 2 中
,

根据 (4
.
1) 式绘出了特征曲

线
,

与文 [ 1 」实验值极为符台
,

较文

「1 」计算值有更好的精确度
。

由于载

荷为负方向
,

故 二
。2

项前出现负号
,

这正反映了波纹板刚度特性与载荷作

用方向有关
。

厂例 2 」 已知无中心平台的正弦

波纹圆板
,

周边
一

可移夹紧 (图 3 )
。

各有关数据为

q(kg/emZ)
/////////
/

。。。

/////////////

/////////////

///////

夕夕
,,,

沪沪

.2 1;6 叨。
〔巾 爪 )

波幅 f 一 o
.
6 m m

,

板厚

图 2

八一 0
.
33 m m

,

E = l x 1 0
4

k g
/

m m 气
v= 0

.
3 ,

m
,

m376=

归
a
一
21径数半波

按(3
.
12)

产 、

(
3

.

1 6
)式计算得

刀= 0
.
64

将有关数据代入 (3
.
25 )式及 (3 2 2) 式

,

并令兄一 一 1 ,

可得

g = 0
.
0307。 。一 0

.
0 0 0 4 4。急+ 0

.
0 02 8。含 (4

.
2)

比较 (4
.
2) 与 (4

.
1) 式

,

可以看到可移夹紧较之固定夹紧
,

载荷反向时 引起的刚度差别要小

得多
。

图 3 中按 (4
.
2) 式绘出了特征曲线

,

在文 「1 」已有的实验值范围内 (二/ h 、 1 0)
,

本文

结果 与实验符合良好
。

当 二。
一 3m m 时

,

本文结果与实验值相差约为 8 拓
。

从图 3 中可以看

叮叮 窝窝窝窝窝窝窝窝窝窝窝

鑫鑫点琴蕊理廷廷廷
///

耳耳J 二二巫二二二二末{{{{{///

一一
木文结果果果 了

之之

宁宁吝
一

产〕竺
.,
厂一一可一厂一

一一一

}}}
,

厂之之之之LLLLLLL ///
子

‘

’’

厂厂厂厂

夕夕夕///////,

分分分

「「一一
试试

犷犷犷

[[[、、
一子夕夕夕夕

工工工 、‘‘‘‘

到
,

本文结果较文 [ 1 〕理论值有更高的 精 确

度
。

需要指出的是
,

图中文 厂1 : 的结果 是 用

F aJI
op ‘ 。 H 方法得到的二次近似解

,

其计算十

分繁冗
,

而本文对应的解答 (3
.
25 )

、

(
3

.

2 2 ) 式

是相当简便的
。

与文 〔8 」对同一例的正交异性板解比较
,

本文结果在实验值上方
,

文〔8 〕结果在实验值

下方; 与实验值相较
,

本文的误差虽稍大些
,

但仍足以应用
,

并且特性的计算较文〔8 」仍然

要简便
。

[ 例 3 」 已知具中心平台的正弦波坟圆板

周边夹紧固定 (图 4 )
,

各有关数据为

外半径 a一 25 m ‘
n,

内半径 b一 1
·

9

1T ‘’‘, ,

彼 幅 f 二 0
·

3 了s m m
,

板 厚 入一 0 2 2 m m
,

�
.日。
/
切召�b

毋 。
(
。;沉 )
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波 数少云
乙 一 3

·

5,

E 一 I K 1 0
4
k 线/

, , :
m

Z ,
v 一 0

,

3

,

根据波纹与中心平台和边界的连接情况
,

可以得到

co s (a夕十 叨夕
二二 0

,
si

n

(

“下十 明)
二=

1

e o s 叮a + 叨)一 f)
,

s
i

n

(

a
+ 叨) =一 1

eosZ〔a下十 切) = 一 1 , s
i

n
Z

(

a 尹十 叨) 一 0

e o S Z (
a + 沪 )一 一 1 , s

i
n

Z
(

a
+ 沪)一 0

( 4
.
3 )

另外
,

由(3
.
13)

、

(
3

.

1 4 )

、

(
3 1

5) 各式算得
.
65

将 (4
,

3) 式及各有关数据代入 (3 2 1)
,

(
3

.

22 ) 式
,

计算后得到

q一 0
.
8 3 5 山 。一 0

.
2 7 7阴毖十 0

.
4 6 8 8川

图 4 中按 (4
.
4) 式绘出

(4
.
4 )

了特征曲线
,

与文〔1 」的实

验值符合良好
,

当 。。
一 。

.
8

nl m 时
,

误差约为 3 形
,

图

中还绘出了文〔1 〕的壳体方

程解的结果和文〔5 」的正交

异性板解的 结果
。

本文结果

较文厂1 」结果显然育高得多

的精确度
,

本文 结 果 与 文

「5 」结果仍然分别在实验值

上方和下方
,

与 实 验 值 比

较
,

本文结呆峨乎稍好些
。

/////////
///

///////

……………‘
厂厂厂厂厂/////////
严严严///////

另另另另

///////场玲夕夕夕夕

八
。已。
/
助刹)。

日
.
2 0

.
4 0

.
6 U

.
8 工

.
0

图 4

五
、

结 语

田 (
刀又2产‘

)

本文是用修正迭代法求解波纹圆板壳休大挠度方程的最初 尝 试
。

该 方 法 在 处 理 扁球

壳’, , ,

正交异性板
3’以及其它一些壳体的大挠度问题时

,

都曾经是有效的
。

但在应用于波纹

圆板壳体大挠度方程时
,

必须谨慎 ; 木文表明
,

如果对初始近似解做适当改进
,

修正迭代法

得到的结呆仍然是良好的
。

由于问题非线性带来的复杂性
,

几乎在使用此迭代法的所有情形下
,

作者们如同本文一

样
,

都只做到了第二次近似
。

比较 (3
.
2 1c) 和(3

.
23 )式

,

我们看到
,

对大挠度特征来说最为

重要的 。言项
,

仍然与平板情形解一样
; 这是修正迭代法 的不足

,

也是本文改进初始近似
,

弓!入修正系数刀的原因所在
; 因为归根结底

,

得到明显修正的正是二言项
。

本文得到的(3 6 )或 (3
.
了)式可 以大大简化确定特征的迭代计算

,

这对于具有算子L 的类

似边值问题
,

也有一定 参考价值
。

算例表明
,

本文结果较迄今已有的波纹圆板壳体方程解更为接近实验值
,

精确度和适用

范围有较大改进
,

与正交异性板解的精确度是接近的
。

共次
,

木文得 到 的 特 征形式是简便
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的
。

正交异性板解的显著优点之一是能适用于各种波纹形状
,

这是壳体方程解不能相比的
。

但是
,

正如引言中所述
,

由于壳体方程解所 固有的一些优点
,

因而二者就理论和应用的意义

说
,

是互相补充的
。

这也正是本文尝试的意义所在
。

本文是在叶开沉先生指导下写成的
,

谨此致谢
。
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