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摘 要

单变量复变函数积分中用到的约当引理是在 lim !!j( R e ‘甲 )1l = 。 (0 《切《 二)的 条 件下使用
人 一> 办习

的
,

而实际上约当引理可以在比较宽松的条件下就可使用
,

被积函数f(约除在z 的上半平面 (I m 二

》0) 有有限个孤立奇点外
,

处处解析
,

且对P> 。只要
,
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这里
二二R e ‘’

,

C R 为上半平面的开弧半圆围道
.

利用推广约当引理可以证明 L a p la c e

变换实 际上

是对应的其复变量函数的F o ur ier 变换
.

关键词 推广约当引理 L aP la c 。变换 F。盯 i o r

变换 复变函数

、

引 言

单变量复变函数积分中
,

约当引理有十分广泛的用途
,

它使许多有关三角函数的积分间

题变成很简单的过程
,

另外由于F o u ri e r 变换作为一种基本 的工具已广泛使用在 各 种 领 域

中
,

因此这一 问题与许多实际问题密切相关
,

但是约当引理对于被积函数的要 求 也 比 较严

格
.

设被积函数f(z) 除在
z 的上半平面 (Im

z
》 0) 有有限个孤立奇点外

,

处处解析
,

且对 ji刻、

co 时在 a r g z( o《 a r g 二
《的中一致地趋于零

,

则

lim i f(
二
)
。‘, ·J二一。

一) 汉 J 叮左

其中
z 一 R 。‘甲 ,

CR 为上半平面的半圆围道
.

就是说在通常的情况下
,

单变量复变函数积分中

约当引理要求被积函数在无穷远处绝对且一致地趋于零
〔’」,

即对于 (0《切簇的
,

要求
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最初的约当引理的证明中用 了直接求上半平面半圆围道积分的方法
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这里 lfm . x

R 了
甲

)}为函数 }}f(习 l在固定的R 下作为中的函数的极大值
.

这个结果当然是正

确的
,

可是
,

这种证 明过程丢失一些有用的东西
,

把一些本应该包含在内的东西排除在外了
,

从而使使 用范围减小
,

因此最初的约 当引理是一个保守的估计
.

实际上约当引理可以在比较

宽松的条件下使 用
‘“二,

被积函数f(习除在上半平面有有限个孤立奇点外
,

处处解析
,

且对 P
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只要
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其中
二~ R 。‘, ,

C R 为上半平面 的开弧半圆围道
.

本文将证明推广 的约当引理
.

有了这一引理
,

就会使更多的复变函数积分得到简化
,

使

得这种方法的使用范围扩大
.

以推广约当引理为基础
r

可得出关于 L a Pl ac e 变换和 P o u ri er

变换之间关 系的结果
.

以往我们都是将这两种积分变换作为两种独立的方法来使用的
,

并且

认为F o u ri e r 变换仅仅用于实数域的变换
,

利用推广约当引理可以看出
,

它们两者是密切相

关的
.

二
、

约当引理的证明

取上半平面的一半圆弧路径
,

d为一很小的角度
,

则此圆弧 l到 二R 上的积分
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这里 {fm . 二

(R 少
,
)}}为函数 }f (劝 }}在固定的R 下作为切的函数时的极大值

.

切。为二一 d至占中

间的一点 (中值定理 )
.

1 : , ‘即和R 有关同时也和d有关
,

下面将分两种情况来讨 论 I , , 。

的

性质
.

首先
,

如果先d” o再R ”co 时有

lim {lim l : , 。}= o

: 、 oo 。, o
(2

,

2 )

可以证明
,

此时一定有这样的结果
:

在先R ”co 然后占” o时必须有



推广约当引理以及 L aP la o e变换与F o ur ie r

变换的对应关系

lim {lim l : , 。}= o (2
.

3 )
J 一> 0 R es ) {

笑

这种情况正好 对应于原先的约当引理
,

I: , 。
在 R o co 时一致趋于零

.

其次
,

如果只有先R 、 co 然后d、 0时
,

才有

lim {lim l : , 。}一。 (2
.

4 )
占曰 ) 0 R se 》 仪 l

尽管I: , 。随R 、 co 而有条件地趋于零
,

此时 J o r d a n 引理仍然是成立的
,

因为原先的约当引

理对应于在闭区间 [ o
,

司 上I : , 。随R o co 时趋于零
,

而第二种情况财对应于在开区间 (0
,

的

上I : , 。
随R * co 时趋于零

,

由于在。和 二这两个端点处的积分贡献在沿实轴的积分中就已经考

虑了
,

因此在第二种情况下约当引理仍然成立
.

从另外一个角度看
,

设想如图所示 的积分围

道
,

当以先R o co 然后d * 0 的方式将围道扩大并保持为闭合围道
,

就不难理解这一结论
.

在文献【2 〕中的具体情况下
,

要求被积函数在实轴上仅有一阶奇点
,

而在普遍的情 况下

这一限制可以不要
.

另外
,

诸如最初的约当引理“ ’
可以表现许 多形式

,

同样的道理
,

推广的

约当引理也可以表现为其它一些形式
,

如积分围道取下半平面
,

积分沿平行于实轴的一条直

线
,

积分沿平行于虚轴的一条直线时等一些情况下的约当引理都可以得到
,

不再详细表述
.

三
、

La p la e e变换与Fo u rie r变换的对应关系

以往的许多工作
,

以及作为常识性的概念都是把 L a Pl a c e 变换与 F o u ri e r 变换看作相

互独立的积分变换
,

根据目前所得的推广的约当引理很容易发现它们密切连系在一起的
,

它

们之间有对应关系存在
.

F {f(‘)
,
k }一 }

。
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d X 一l
。
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r e “f(x
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)
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r e sf (x
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= iL { (f(‘x )
,

k } + 2 1二兄
r e o j(

x ‘

) (3
.

x)

其中r es 了(x
‘
)为在第一象限中函数j (劝 在点 (x

,

)处的留数
,

L {f (x)
,

好为f(x) 的 L a Pl a c e

变换的像函数
,

F {f (x)
,

k }则为f(劝 的F o u ri e r 变换的像函数
.

由此可见 L a p la c e变换实

际上是对应的其复变量函数的 F o u ri e r 变换
,

再加上留数的贡献
.
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