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引 言

利用对角化技巧和方法研究非线性系统
。� �,
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边值问题奇异摄动已有不少研究成果
〔‘一 ‘〕� 在上述文章中都基于这样一个条件

,

即� 关于 , ‘

的� � � � ��矩阵九
,

的特征值具有非零同号实部
,

这显然是比较强的条件
�

文〔�〕显然放宽了这

一条件
,

但由于它是通过微分不等式理论得以论证的
,

所以仅讨论了弱藕合 系 统
,

即 要 求

列是对角矩阵
�

本文的工作是在文 〔�、 �〕的基础
一
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�� 在九
,
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解的存在性
,

并估计了余项
,

进一步完善了对角化技巧
�

这里万
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� � � � � ��矩阵�。
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��
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� �及其 � � � � ��矩阵�
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�
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�
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‘一歹
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占
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是小常数
,
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。,
�
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�
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标准阶符号� �约当
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时关于。镇才� �一致地成立
�

此外
,
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二
、

预 备 定 理

为了证 明本文的主要结果
,

我们必须把文〔� 」中的对角化技巧加以完善
,

为此先证 明如

下引理
。

我们假设

� �� � ��
, 。
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。
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一
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.

引理 如果假设条件( I )、 (I )成立
,
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,
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,

和 当

}}P ,
(
才) }{《p

,
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(
t
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,
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:
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(
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:
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.
由不动点原理知 T 在S

,
中有唯一的不动点

,

即存

在唯一的P (t) 〔S
, ,

使尸 (t) 二T 尸 (t)
.
可以验证积分方程尸 (约~ T 尸(O 的唯一解尸 (t) = 尸仕

,

。
)是方程 (2

.1)、 (2
.
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.
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三
、

主 要 结 果

定理 如果假设 条件(D
:
)、 (D

4
)成立

,
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上述表达式中的最后一项表示边界层的估计
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,

, !
‘
.

J

K

o

N-

r

‘二

令 M
l
‘
·
, 一N

Z
‘
·
) 一〔
I盆 0

0 0
」

,

M

Z

‘
·
) 一N

l
(
·
) 一

【
C(t, 。) 二一 f 。‘ (

r
,
歹(t)

,
歹
‘

(
t
)

, 。
)

,
D

(
才, 。

) -
一f

,
(

r
,
歹(t)

,
歹
‘

(
才)

, 。
)

根据假设条件(D
Z
)

、

(
D

3

) 知C (才
, 。
)

,
D

(
r

, :

) 满足引理的条件( I )
、

( I )

,
而且由M

‘
(
。
)

,

N
‘
(
。
) (

艺= l ,
2

) 的结构知

M
;(o)P , +

M

Z

(
o

) X (
l

,
o

) (
I

, 一 P ,
) X

一 ‘

(
1

,
o

)

,

N
:

(
o

) 万(o
,

o
)

+ N
Z

(
o

)

显然非奇异
.
于是

, 由引理推得关于 (才
, 。
) 任[0

,
l 」x 「0

, 。。〕存在一致有界的矩阵函数 尸 (约=

P (t
, 。
)

,

Q 。)~ Q (t
, 。

)

,

分别满足 (2
.1)

、

(
2
.
2
)和 (2

.
4 )

、

(
2

.

5
) 同时又 由(3

.7) 中 M
.
(
。
) 的

特殊结构
,

我们可推得

M
;
(
。
) P (

o
)
+
M

Z

(
。
) P (

一) = o

等价于

M
I
(
。
) P (

o
) 一 。

,

M

Z

(
。
) P (

l
) =

O

利用变量替换

一
11
.
L门l..J

一 。
Q (

才)

I 二 一 。
P (

t
) Q (

才)

( 3
.
8 )

与,

乃

尸.

1

�

一一

lweeel

把(3
.
6)、 (3

.
7)变换为

。 产

= P
(
t

, 。
)
。 + Q (t

, 。
) 夕(t

, 。
)

。z ‘
-
一 [C (t

, 。
)
+ 。

P (
t

, 。
)〕
z + 夕(t

, 。
)

}
(
3
.
9
)

、..1、
.
护...,

0 1
刀 _ 尤

飞
、

「 I K

}
。 (0 ) + }

一J ~
O

I
盆 O

(
3 一 0 )

〕
Z(o)+!0 1万_ 尤

l

。 “, 一“
1
‘
“
’

」
z
“

、

, 一0

这里口(t
, :

)
= 夕(才

,

。 (才)
, 二

(
亡)

, 。
) =

夕(矛
, u

(
t

)

, v

(
t

)

, 。
)

,

为简便起见
,

本段中采用的 W (t)== 牙(t
,

“
)

,
Z

( t)
= Z

(
t

, 。
)等符号与引理中的符号具有相同的意义

.
易知

△
3
‘
“
, 一〔0 1刀 _ 尤 }

附‘0
, ·
)
+

l

I
盆 O
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八4‘
“
, 一「

十

【

0
IN_K
I艺 0

O 0

}

「Z “
, 。

, p , + Z “
, ·

, ‘I
N 一 p ” ‘

一 ’

“
, “

, 〕

〕
〔p ! + ‘I

! 一 p ·
, ‘

一

“‘
, ·

, 」

非奇异
.
定义映射(省(t)

, 专(t ) ) ~ T
,

(
。 (t)

, z

(
t

) ) 如下
:

〕买
研 一 (

·
) Q (

·
) , ‘一‘

·
,

, ·
‘
·
,

, ·
, d

s}

K
了Jn曰

一

!

IJ

一
、哥了

君
了.、

‘
.1

n口

沪
!‘L

、,
矛

忍

廿

z吸、
山.工

帕内」么
、.声」

子公
了.、

W一一
、,声才

二‘2
.、

升g

+

}
:

研(, ) W 一 (
·
) Q (

·
) ; (

· , 。 (
·
)

, ·
(
·
)

, ·
)、

·

““, 一 〔“‘, p
’ + Z “,

·

‘I
N 一 p ,

, Z
一

“‘)〕△;“
·
)

{ l

(
3
.
1 1

)

I
若 0

。一

“I
! 一 p ·

, Z
一

“
·
, , ‘
: , 。 (

:
)

, z

(

:

)

, ·
) d

: 一

「
一““ , p

’
Z

一 ‘

(

·
,“‘一‘

·
,

, 之
‘
·
,

, ·
, d

·

}

0 1
万 _ 万

矛‘几厄、J.性..、口

十 ￡一 1
Z (

t
)
P
赞
Z

一 ‘
(
s
) 夕(
s , 。 (

:
)

, :

(

s

)

, 。
) d

s

十 6 一 1
Z

(
t
) (

I
, 一 P 朴

) Z
一 ‘

(

s

)夕(
s , 。 (

s
)

, z

(

s

)

, 。
) d

:
(
3
.
1 2

)

.
‘..,.
诵
Lf百.J

我们规定向量函数对 (a
,

b) 的范数为 l(
a ,

b) } 二 laJJ 十 !}b l
,

由假设条件 (D
。

) 利用中值定理我

们推得存在正常数叉
,

使得

}J(t
, 。 ,

(
*

)

, 二 ;

(
t
)

, 。
) 一 夕(t

, 。2 (t)
, z :

(
t

)

, 。
) 1《K 二

(
。 1 , 。 : , z ; , : 2

) (
3

.
1 3

)

其中二
(
。 , , 。 : ,

幻
, z :

) 见下面三个值中最大者
.

l。:一。: I m a x ( j。
:
l

,

j
。 : }

,

1

2 ;

}

,

}
z :

1 )

。
l
二 ;一 z : }m a x ( I。

,
}

,

l
。 : !

,

1
之:

}
,

{
之:

} )

!
: :一 : 2 }m a x ( I。

,

}

,

]
。: }

, 。
{
z :

}
, 。

1
2 2

1 )

注意到夕(才
,

o
,

o
, 。
) ”j (t

,
歹(t)

,
歹
‘

(
才)

, :

)
一。夕

“
= O (

。
) 及由假设条件 (D

4
)知 0

:
(
。
) 二O (

。
)

,

故存

在m > o使得

]jo
,

(
。
) }!《m

。,

11口(t
,

0
,

0
, 。

) {{《m
e

(3
.
14)

如果 (2
.10) 中取足够大的L > 1

,

则 同时还有

}才(t)班
一 ’

(
s
) }《L (3

.xs)

当。
>

0充分小
,

使得

L叉 (q + 2拼
一 ‘

+ L q
{J
△盲‘(

。
) {{

+ 4 L I{△丁
‘
(
。
) }J
拼一 ‘

)
: 。
< 1 / 2

其中
;二ZL m ( }}△;

‘
(
。
) j}

+ g + 2拼
一 ‘

+ L g
}J△;

‘
(
。
) !J

+ 4 L }JA ;
’

(

。
) I协

一 ‘

)

我们可以证明当 {}。 (才
, 。

) }{
,

】{。朴 ( t
, 。

) 11
,

}!
:

(
t

, 。
) 1{

,

1}

: 爷
。

, 。
) 1{《

:。
时

,

有

{IT
补
(
。 (t)

, 二
(
t
) )二 {{省(t) {1+ }}刀(t) 1{《

;。

1} T
朴
(
。 (t )

, z

(
t

) )
一T 朴

(
。肠

(
t
)

, 二补
(
t
) ) !}

= }1 (省(t)
, 叮(t) )一 (雪

共
(
t
)

, 刀肠
(
t
) ) 」1

簇(1}。 (才) ~ 。怜
(
t
) !{ + }1

2
(
t
)
一 二肠

(
t
) 1{) /

2
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因此 T
签
是球S

,

二{(。 (t )
, 二

(
t
) )

:
j} (
。 (t)

, 二
(
t
) ) 11《Z

r。
}中的一个压缩映射

,

从而T
朴
在S

,

中有

唯一的不动点
,

即在S
,

中存在唯一的 (。 (t )
,

z(
才) )使得

(。 (t)
, :

(
才) ) ~ T 肠 ( 。 (广)

, z

(
t

) )

通过微分可以验证。 (才
, 。

)

, :

(
才, ￡

)是微分方程(3
.
9)

、

(
3

.
1 0

) 的唯一解
,

满足

1}。 (t
一。
) }1《

r。 ,

1}
z

(
才, :

) J l (

r 。
(
3
.
1 6

)

利用 (3
.
8)返回到原来的变量

,

得知 (3
.2 )、 (3

.
3)存在解u( 才, 。

)满足
“
(
t

, 。
) = O (

。
)

, u ‘

(
t

, 。

冷O(
。
) ( 3

.
1 7

)

其次我们讨论 (3
.4)、 (3

.
5 )的解

,

其中u( 约是前面 已得到的
,

借助于改写 (3
.
4 )、 (3

.5 )

可化为如下的形式
:

。”l,
+ 口(t

, 。
)
” ,

+
D (
才

, 。
)
。
~ h (才

, 。 , ” , , 。
) ( 3

.
1 8 )

。
(
l
) = o

K
rJ
O

r..L

+
、.户
口

八U
廿

矛.、

刀
门.粗」

O O

0 1
刀 _ 尤

(
3
.
1 9

)

I
‘ 0

〕
。
‘0) +

!

0 0

0 1万_ 尤
。
(
1
) = 0

:
(
。
)
}

其中

口(t
, 。

) - 一 f
。

,

(
矛,
歹+ 。 ,

歹
‘
+

。‘ , 。
)

,

D (
f

, 。
) - 一f

,

(
r

,

歹+ 。 ,
歹
‘
+
“ , , 。

)

h (
t

,
v , 。 ‘ , 。

) 二f (r
,

歹+ 。 + 。 ,

歹
,

+
u ‘

+
。 产, 。

)
一 f (才

,
歹+ 。 ,

歹
,

+
u , , 。

)

一 f
。 ,

(
t

,

歹+ 。 ,

歹
‘
+

u , , 。
)
。 ‘
一 f

,

(
才,
歹+ u

,

歹
尸
+
。产 , :

)

。

0
:

(
。
) ~ (

a ,

(

。
) 一歹

,

(
o

)
一 u l(o )

.
…

, a 二
(
。
)
一 歹二 ( o ) 一

u 二
(
o
)

,

b
二 * 1

(
。
)

一 歹二
十 ,

(
1

)
一。二+ ,

(
l

)

,

…
,

b
二
(
。
)
一歹,

(
l

)
一 u ,

(
I

) )
,

显然口。
, 。

)

,

D (
t

, 。
)满足引理的条件

,

用户(t)= 户仕
, 。

)

,

O (
, ) 一O (,

, 。
)表示以乙(f

, 。
)

,

D 。
, 。
)

代替C (,
, 。
)

,

D (
f

, 。
) 的 (2

.
1)~ (2

.
2

一

)
和 (2

.
4)~ (2

.
5 )的有界解

,

并设 jo (r
, 。
) I ( 奋

,

利用变换
。二苗 一 。

口。)活
, 。‘二户(*)

。 + 乏 ( 3
.
2 0 )

把(3
.
15)、 (3

.19 )化为对角线系统

苗
,

~ 户(才
, 。
) 苗 + O (

才, 。
) 五(t

,
苗

, 乞, 。
) (

3
.
2 1

)

0 1 万
_ 了 」

‘(0 ) +

l

I 盆 0

0 0
〕“

‘’一“
( 3
.
2 2 )

。活‘= 一 【乙(才
, e

)
+
。户(t

, 。
) 〕牙+ 万(才

,
苗

, 乏 , 。
) (

3
.
2 3

)

I
了 0

〕“‘
O), ‘0)+

·

「
0 0
0 1万_ x 〕

。“ , “‘”

〕
苗‘0)+「 〕

, ( ‘, 一 “
2
(
·’

(3
.
24 )

0 1万 _ ‘

nUK

了
占
O

容易证明与 (3
.
2 1) 、 (3

.
24 )等价的积分方程为

砰
一 ‘

(

s

) O (

s

) 石(
s ,

苗(
s
)

, 艺(
s
)

, 。
) J

s
户..恤,
.,

l

.J苗“, 一“
‘, A: ‘

(

·
)〔
I尤 0

+
\ 评 (t)评

一 ‘

(

s

) 心(
s)石(s

,
苗 (
s
)

, :

(

s

)

, 。
) d

:

(
s

,
2 5

)
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「
I
盆

“艺(才) = [另(才) p
铸 + 艺(才) (I

二一 p 苦
) 乞

一 ‘

(
‘) 〕△;

‘

(

e

)
!

‘ O
〕“
O)+
l

0 0

0 1万_ 盆

一 口
2
‘
“
, +

{

I 盆 。

」。(
。)

l
:

(‘一p
·
) “一 ‘

·
,“一“

·
,

, ”‘
·
,

, ·
, d

·

0 O

0 1 万
_ 兀
〕。(
1)
l:

“( ,
) p

·“一 ’

(

s

) 蔫(
s ,

苗 (
s
)

, 万(
s
)

, 。
) d

:
.r..�

一

它(才) P
怜
Z

一 ‘

(

s

) 万(
s ,
贡 (
s
)

, 乏(
s
)

, 。
) d

s

名(t) (I
二 一P ‘

)乞
一 ‘

(

s

) 万(
: ,
苗 (
s
)

, 乞(
s
)

, 。
) d

:

r性..,.护.., ,J

这里命 (才) = 命。
, 。

)

,

名(t)= 乞(t
, 。
)是从乙

,

户代替 C
,

P 时方程 (2
.
5)

、

(
2

.

。) 的基本矩阵
,

具

有命 (, ) = I
,

忿(o )= I并且满足 (3 一 5 )和 (2
.
10 )

,

A
S

‘
“
, 一
!

非奇异是显然的

△
6
‘
·
, 一

!

0 1万
_ 了

至于

「
I
了

}
评 (o)+ }

刁 ‘
0

、.产‘、了、

O

,

l
se

i
I
￡ 0

〕“
(。)

f

p · +
(‘

扮一 p ·
) “

一 ’

“)+

! 0 1万 _ 盆

·

「““ , p
, + ““ ,“

N一 p 二
, “

一 ‘
(

, ,」
的非奇异性则要求O

一 ‘

(
0

, 。
)

,

O

一 ‘
(
l

, 。
)对充分小的

。
> 0存在

.
此可参阅文[l 、 2〕

.

注意到万(t
,

0
,

o
, 。
) ~

0
,

并且以苗
, 乞代替劝

, z ,

万也满足不等式 (3
.13 )

,

为方便起见
,

采用

同样的常数笼
,

虽然现在它是根据 P
,

O 而定的
.
现在我们 采用逐步逼近法证 明 积 分 方 程

(3
.25)、 (3

.
2 6)有一个解

.
置 (苗

。 ,

牙。
) 一 (0

,
o

) 并作迭代
:
(击

, , , 乏
。

)
~ T

,

(
苗

。 一 1 , 牙
” 一 ,

) (

。
= 一,

2
,

… )如下
:

‘
·

“, 一“
‘, 八:“

。
)

[

I
K O

〕l:评
一

“
·
,。(

·
, ”‘
5 ,

“一‘
·
,

,

“一 ‘
·
,

, ·
’“

·

+

l
:

‘ (矛)‘一 (
·
)。(

·、”‘一 ‘一 ‘
·
,

, “一‘·,
, ·

, d·
(
3
.
2 7 )

八U‘
、

朴
一8

�

!

一·”·

“, 一 〔“(‘, p
· + ““, “一p

·
,“

一 ’

“ ):A :
‘

(

·
)

{ l

I
盆 0

十

l 0 1 万
_ 万

〕 「
I
K

]

苗
·

(
‘) 一“

2
(
“
)
十
L
。

]

。(。)
l
:

(‘
N

一 P ‘
) 艺

一 ’
(
:
) 万(
: ,
击

。 一
:

(

s

)

, 乞。
一 :

(

s

)

, 。
) d

s

0 0

0 1
万_ 盆 〕

。(1)
l:
“( 1)尸

·“一 (
·
) ‘(

· ,
:

,

一 (
·
)

,
;
”
一 (

·
)

, ·
)、

·

}

rweeeL

一

+
\ 艺(t)p

, 它
一 ‘

(

s

) 荞(
s ,
亩

。 一 :

(

s

)

, “。 一 ;

(

;

)

, 。
) d

:
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+

l:

“(, ) ( ‘一p
·
) “一 (

·
) ”(一苗一‘

·
,

, “一 ‘
·
,

, ·
, d·

(
3
.
2 8

)

由
u
(r

, 。
) = O (

。
)及假设条件 (D

4
)知

,

存在与
。无关的占= 1/ 4N 几当

】a‘( O ) 一歹
‘

(
o
) 1《 l/SN 之 (i一 l

,
2

,

…
,

K )

} b
‘
(
o
) 一歹

。
(
1
) 】成 1/sN 几 (‘~ K + x ,

…
,

N )

取充分小的 o< 。
< x使得 !

u‘
(
t
) I《1/4N 几 (‘= 1 ,

2
,

…
,

N )

和 4L }}八言‘(
。
) }}

。一 ‘

(

e
一 p “

,

+
e 一 , ‘

(
‘一 ‘

)
, ‘

) (

飞

可推得}}0
:
(
。
) 1】成 1/2几

,

这里

几= L f 〔21,
一 ‘

( 奋/ 4 + 一) + 互(L !IA 丁
‘

(

。
) l}

+ 1
) 〕

利用数学归纳法可证得

1苗
二

(
t
) i

, 。
J牙

二

(
才) }簇 ZL I}A言

‘

(

。
) }} }JO

:
(
。
) l} (

e 一 “ ‘j ’
+

e
一“

(
‘一 ‘

)
/ ‘

)

!苗
二 一 ;

(
t
)
一 苗

, 一
:

(
矛) !

, 。 ,乏
。

(
才) 一 牙

二 一 ,

(
t

) j

成L 11△言
‘

(

。

川6
2(。 ) ]} (几110:(。) 11) ”

一 ’

(

e
一”“

’

+
e

一 p
(
‘一 ‘

)
‘·

)

因此级数

E 〔苗
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