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摘 要

本文引入和讨论一类新的广义B B M方程
,

得到了关于这类j一义B B M方程周期行波解的一些

存在性定理
.
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一
、

引 言

文 [ 5 ]建立 了下述 B e n ja m in 一
B o n a 一

M a h o n y (B B M )方程

。。+ 。u : 一 。: : . ~ o (1
.

1 )

解的整体存在性和唯一性
,

其中
, x 〔R

, t》 0
.

上述 B B M 方程模拟非线性扩散系统中的长

波
,

是K o r tw e g 一
d e V r ie s 方程

u , + 。“二

一 u , : :

~ o (一 2 )

的替代模型
.

最近
,

有不少作者研究广义B B M 方程解的存在性和 唯一性 (参见〔3 , 4 , 6 , 7〕)
.

本文

考虑下述形式的广义 B B M 方程
。 ‘+ (f

。

(
。

))
: 一 己。

: : . = o (1
.

3 )

其中
,
乙> 0为常数

,

f
。

(幻是R 上的可微函数
.

当f
。

(
“)一沪/ 2

,

肖一 l时
,

方程 (1
.

3 )变成(1
.

1 )
.

本文的目的是研究下述形式的周期行波解
u

(x , t )一
u

(
x 一刀t )一

。
(占) (雪= x 一刀t )

其中
,

刀是表示波传播速度的正常数
.

通过函数v( 占)
,

_

方程 (1
.

3 )可变为三阶常微分方程

一几
Z v : + (f(

。
)); + 。 ; : ; 一。 (省〔R ) (1

.

4 )

其 中
,

f (
v

)= (乃刀)
一 ‘

f
。

(
。

)
,
几

2

~ d
一 ‘

我们寻找方程 (1
.

3 )的解
,

使其满足下述周 期条件
。

(占+ Z T ) = 。
(省) (舀〔R ) (x

.

5 )

或

馨
(。)一

容
(2了” ‘“一 0 , ‘, 2 ,

(1
.

6 )
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其中
,

T > o是一给定常数
.

排除非平凡常数解
,

我们要求函数州动 满 足下述条件

l:
, ”

(: )d ; 一 。 (1
.

7 )

本文利用G r e e n 函数方法
,

给出广义 B B M 方程 (1
.

3 )周 期行波解的一些存在性定理
.

二
、

预 备 知 识

首先
,

我们考虑下述积分方程

。
(雪)= \ K (省

, 叮)f (。 (刃))d 刁 (o镇省《 Z T ) (2
.

1)

其中

K ‘“
, 。 , 一{

(2凡s h 几T )
一 ‘e h几(T 一占+ 刃)一 (2几

Z
T )

一 ‘,

(2 儿、h几T )
一 ‘e h几(一 7

’

一占+ 刀)‘ (2凡
Z
T )

一 ‘,

o簇刁成雪( Z T

O( 省( , ( Z T

显然
,

K 信
,

哟 一 K 幼
,

豹
,

且K 在〔。
, Z T 〕只 阳

, Z T 〕上连续
.

现在
,

我们定义G r e e n 函数如下
:

G (习 ~ (2触 h对
’

)
一 ‘c h袱T 一 z

)
, 0《

二簇 ZT

显然
,

积分方程 (2
.

功可以更确切地表示成下述形式
·

(; )一
l:
‘(; 一 。), (· (。) )“。

一

卜

}:
望

“ 2丁 + “一 。,“
·
‘: , , d 。

2少

f (
”

(刀) )d 。
, O《舀《 ZT

e e n 函数探(习具有下述性质
:

(2
.

2 )
r‘龟.,‘r

月G
一

卜(2护T )

引理2
.

1 ( [ 2 〕)

(l) G (
z )》 o , z 〔R ;

‘2 ) 喇占一 刀)一‘(Z T 一舀十 刀)
, 。《占一 : 簇 Z T ;

心 ( 2 ,

(3 ) )
。
“ (占一 粉)内 斗

一

{
;
以 2了

’ 一

}
一

占一 ”)“”一 凡
一 ‘

引理 2
.

2 ([ Z j) 设
。

(贡)是仁。
, 2 7

’

]
一

工: 的连续函数
.

则 ”
(占)是周期边值问题 (1

.

4 )
,

(x
.

6 )

和 (1
.

7 )在〔o , Z T 」上的解当且仅 当
。

(豹是积分方程 (2
.

1) 的解
.

进一步地
,

对于方程 (2
.

1) 的

任意解
。

(豹
,

能扩张成以 Z T 为周期的函数 川占)〔Cs (R)
,

使得 公(约是方程(l
.

4 )
,

(l
.

5 )和

(1. 7 )在R 中的解
.

度量空间 (X
,

d) 称为度量 凸的
,

如果对任意 x , , 〔X
, x 丢刀

,

存在
: 〔X

, 2 笋 x , y ,

使

得d (x , 万) = d (x , z
) + d (

z , , )
.

显然
,

任一赋范空间都是度量凸的
.

引理 2
.

3 (〔8 功 设 (X
,

d) 是完备的度 录凸空间
,

T 是X 上的 自映 象
, 切 是印

, 十 、 )上

的 自映象
,

使得

i) d (T x ,
T , )( 切 (d (x , 夕))

,

V x , , 〔X ;

11) 切(才)< 才,

V 才> 0
.

则 T 在X 中存在唯一不动点
.

引理2
.

4 (「1〕) 设D 是B a n a c h空间E 的有界开凸子集
,

A
,

力今E 是凝聚映象
,

且A (a D )
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c D
.

则 A在D 中有不动点
.

三
、

主 要 结 果

设C : , 是R上以 Z T 为周期的连续函数之全体并赋以极大范数】I
·

l所成的B a n ac h空 间
,

我

们用B
,

(
。。

)表示c : :
中以。 。

为中心
, r
为半径的球

.

定义映象A
:
C : , , C Z ,

如下

(A ”
)(雪)二 }

。

K (首
, ”)f (

”
(”))d “

, ”‘C
Z , ,

占〔 [ 0 , “T 〕 (3
.

1 )

定理3
.

1 设存在球B
,

(
。。

)及常数 p 〔(o , 1 )
,

使得

}!”
。

jl> r ,

1】A ” 。一 ”。
}1《p r

}}f
。

(
。 ,

)~ f
。

(
。 2

)lj《切 ;
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;
一” :

lj)
, V 。 ; , 。 : 〔B

,

(
。 。

(3
.

2 )

(3
.

3 )

其中
, 切 : :

〔。
,

+ 二 )。〔0 , + 、)满足条件

V t〔(o , : 」

(3
.

4 )

、

1
........ ,

叮户....声

肾
, 1

“, + 户·< 一

分
, 1
“, < ‘,

V t> 0

则广义B B M 方程 (1
.

:l) 在球B
,

(”
。

)中有唯一的非平凡周 期行波解
“

(x 一刀t) “公(占)
.

证 由(2 一 )
,

(2
.

2 )
,

(3
.

1 )
,

(3
.

3 )及引理 2
.

1 ,

我们有

}.A
一

A一}}、
命11:
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十
(

2 , 。(2 : + ; 一 。)J。+ ; 一
飞

,
:

(}1。 ; 一 。 :

一})
‘ 咨 J
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分
〔“

一 2 + “
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〕切
1
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一
”’

一

声
, 1

‘,,”
1
一 ” 2

,, ,
,

V ” ! , ” 2‘B
·

(
”。

(3
.

5 )

另一方面
,

对任意
。〔B

,

(
。 。

)
, v 祷 。 。,

由(3
.

2 )
,

(3
.

4 )及 (3
.

5 )知

}}A ”一 ” 。

}】簇 }}A ”一 A ”。】】+ 】】A ”。
一 v 。}{

、
葺
。 !
‘,‘

一
,}, + p ·

(3
.

6 )

上式表明A 是B
r

扣
。

)上的 自映象
.

令甲仕)~ (2 /刀冲
:
(t )

,

则 由 (3
.

5 )可得

}IA ” : 一 A 。 :

}}簇甲(】}
。 : 一” 2

}1)
,

V ” , , ” 2
〔B ,

(
。 。

) (3
.

7 )

由(3
.

4 )
,

(3
.

7 )及引理2
.

3知
,

A 有唯一不动点
”〔B

,

(
。 。

)
.

易知
”袭 0

.

事实上
,

若刀 ~ o ,

则

由(3
.

4 )及 (3
.

6 )有

}l刀
。

}I二 110 一
。 。

]l~ i{A o 一 刀。I}<
r

这与(3
.

2 )相矛盾
.

根据引理 2
.

2 , 。
(言)能扩张成以 Z T 为周 期的函数 衫(舀)〔C “

(R )
,

使得 公(动二
。

(x 一夕t) 是

方程 (1
.

4 )
,

(1
.

6) 和 (1
.

7 )的唯一非平凡行波解
.

定理证毕
.
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定理3
.

2 设存在球B
,

(巩 )
,

使得

j}
。 。11> r ,

}}A 口 ,
一 口。11《

r ,

V 。 :〔aB
,

(
” 0

)

1If
。

(
。 :
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。

(
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) !!《小
,
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]I)
,
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,

(
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其中中
: ,

〔0 , + oo )” 【0
, + , )不减

,

且

(3
.
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(3
.

9 )

瓷
, !
“+ ’< ‘,

V t> 0

则广义B B M方程(1
.

3 )在B
,

(
。。

)中有非平凡的周 期行波解袱x 一少 )注”(雪)
.

证 首先
,

由条件 (3
.

8 )易知 A (aB
r

(
。 。

))c B
,

(
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)
.

对任意的D C= B
,

(
。。
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。
> o ,

根据非紧性测 度的定义
,

存在D , 仁 B
,

(”
。

)
,

k二 1 , 2 ,

⋯
,

K
,

使得
K

D 住 ,

以D “ ,
d i“m D ‘

( a (D ) + “
(3

.

10 )

其中 d ia m D
*

表示集合 D , 的直径
, a (D )表示 D 的非紧性测度

.

由(2
.

1)
,

(2
.

2 )
,

(3
.

1)
,

(3
.

9 )及引理2
.

1 ,
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,
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〔D 。 ,
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一

瓷
巾

1
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必
,
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*

)
2�刀

簇

由
_
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一
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一
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、

Q ‘a m 又丑又刀 , ) )气厂甲
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.
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因此
,

结合 ( 3
.

20 )和 ( 3
.

1 2 )知

k

/‘.、
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《

了
才
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,
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七
j, =
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1
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瓷
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1
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令
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,

有

a
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分
,

1
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a
‘D ,

显然
,

A 是有界的
,

且在B
,

(
。 。

)
_

卜连续
.

因此
,

A是凝聚映象
.

由引理 2
.

4 ,
A 有不动点

。〔

B
,

(v
。

)
.

易知。铸 0
.

另由引理2
.

2 ,

州雪)能扩张成以 ZT 为周期的函数 . “)〔C
“
(R )

,
使得衫(约

~ 。
( x 一刀t) 是方程 ( 1

.

4 )
,

( 1
.

6 )及 ( 1
.

7 )的非平凡行波解
.

定理证毕
.
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