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摘 要

讨论了结构与饱和土壤相互作用的固结分析问题
.

对于结构利用多重子结构分析技术实现向

饱和土交界面上的凝聚
.

从而建立了结构与饱和土壤相互作用的固结控制方程
。

文中给 出 了问题

求解的一次性算法方案
,

采取压力主从关系的手段处理边界上的不排水条件
.

文末给出数值算例
。

本文工作为大型结构与土体相互作用固结分析研究工作的深入创造了条件
。

关键润 有限元法 固结 /相互作用

一
、

引 言

在外荷载作用下饱和土壤地基并不是立即产生沉降
,

而是以变化的速率逐渐发生变形
,

这种现象就是土壤的固结
.

固结过程的速率取决于土体的排水速率
,
在这个过程中

, 伴随着

土壤骨架应变状态变化的是孔隙水的流动和孔隙水压力的变化
.

饱和沙土地基中的固结现象

非常明显
,
如考虑不周将会给地基上的建筑物带来破坏

.

因而开展这方面的研究工作将有十

分重要的意义
。

饱和土壤的固结理论 是T e rz a g hi 在1 9 2 5年首先提出的
.

B io t考虑饱和土壤中土体骨架

与孔隙水之间的相互作用
,

导出了比较完备的三维固结方程
, 并进一步将其推广到动力分析

之中
.

B io 七理论将土体的变形与渗流过程结合起来
,
但要在数学上求得其方程的 闭 合 解则

十分困难
。

作为数值计算有限元法的应用
,

Z le n k ie w iC z发展了一个以固相骨架位移和孔隙水压力

为未知数的近似公式
【‘’, 它特别适用于低速发展过程的固结分析

.

进一步
,

Zi e n k le w ic z

和 P re v o st 等又导 出了考虑几何和材料非线性的一般增量形式 的 广义 B io 毛公 式
’2 , “’.

考

虑到进行土体与结构相互作用的整体固结过程分析
,

本文在采取多重子结构手段对问题进行

处理的同时
,
进而采取 了一种新的饱和土体固结分析的整体性算法

,

使问题得到了较好的解

决
.

本文所提出的分析方法已在土体与结构相互作用有限元分析程序 D IA 8 8 中实现
.

.
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二
、

固结分析的广义Bi ot 公式

多孔介质力学中一般将总应力a ‘, 分为有效应力川
, 与孔隙水压力p 两部分

, 即为

a ‘, = a ; s一 d ‘, P

考虑土体颗粒的变形
, 式(2

.

1) 可进一步表示为
a ‘, = a 百, 一 a 占

‘, P

时 , 可称为修正的有效应力
.

B io t常数a 形式为

(2
.

1 )

(2
.

2 )

a 一 1 一
己
‘, D

‘, 。‘占, :

gk
a

1 一一R
(2

.

3 )

本构关系表达式可表示为
a 节, = D ‘, 。: 。。‘= D ‘, 。‘(u 。

, ‘+ u ‘, 。
) / 2 (2

.

4 )

k
,

与k
。

分别为土体颗粒与骨架的体变模量
; 。‘

为土体骨架的位移
.

在饱和土壤固结问题中假设忽略所有的加速度项
, 饱和土体整体运动方程可表示为

a 鉴力 , 一 a d ‘, p
, ‘= 一 p g ‘ (2

.

5 )

p为饱和土体的平均密度
, g ‘

为体力加速度
.

依据D ar c y定律
,
孔隙水运动微分方程为

一 P
, ‘+ p r g ‘= k

一 1 , 了劝 ‘ (2
.

e )

p 了为孔隙流体密度 , k为 D a r c y 渗透系数
, 下,

为孔隙流体的比重
; 功‘

为孔隙流体比流量速率
.

孔隙流体运动质量守恒方程可表示为

a “
, ‘+ 户/ Q + 功 ‘, ‘= o (2

.

7 )

式中 : 1 / Q = n/ k, + (a 一 。 )/ ka , 。
为饱和土孔隙率

, k 了为孔隙流体体变模量
.

由式 (2
.

6) 解得山 .
后代入式 (2

.

7) 得

[k , 下, (一 p
, ‘+ P, g ‘)〕

, ‘+ a “
, ‘+ 户/ Q = o (2

.

5 )

式(2
.

5) 与 (2
.

8) 构成了 饱和土固结分析的控制方程
.

选取控制方程中
“‘和P的有限元分片插

值形式

“‘= N二. 。‘, p = N 鑫歹
, (2

.

9 )

N 二, N 鑫分别为
“‘
与P的分片插值形函数 ,

“
,

歹
*分别为相应的单元节点量

.

式 (2
.

9) 代入式

(2
.

5)
、

(2
.

8) 并利用G al e r k in 手段进行离散可得B io 七固结方程的离散表达式

〔二
。
:

:〕{:}
·

[丁
“
“

万:
“
’

〕{:}
一

{:{}
Q ;

。

可
。N : a N : ‘d “ , Q“, 一Q凭

S ;
, 一

I
。N : (‘/ Q )N : d“, K “一丁

。N :
, , D ‘, 。: N“

, ! d“

H ;
, 一

丁
。N :

, ‘k , :
‘

N‘
, ‘““

‘“一

I
。 N ; p 。‘d “ +

丁
二N : a , 一d r +

工
二N : a ‘, 一d ,

’

, ;一

I
。N :

, 。p , 。‘d“ 一

I
: N :、 ;

1一 ,
, 。d r

(2
.

1 0 )

式 中
:

(2
.

1 1 )

、,............吸‘..............
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三
、

结构一饱和土壤固结分析的子结构技术

结构与饱和土壤在其交界面处相互作用
, 其藕合效应一般可以通过界面条件进行处理

.

在工程分析中
,

一般对地基的固结沉降计算只考虑土壤之上的结构荷载的作用
,

而忽略结构

与土体的祸合效应
,

如此获得固结最终沉降量
, 把此沉降值作为指定非零位移边界条件施加

于结构
,

进一步计算出结构的内力与形变
.

不难发现
, 由于没有考虑土体与结构之间的变形

间的相互影响
,

这种处理方法一般不能真实反映固结的发展过程
, 并且把结构与地基分开进

行两次计算在处理上也不太方便
.

研究式 (2
.

1 0) 可以发现
, 土体的固结实际上是一个拟静力分析过程

,
而对固体骨架部分

对应的位移向量是完全按静力分析进行的
,
如 此可以把结构部分的分析方程表示为

〔公知份
一

份 (3
.

1 )

式中 : “二
,

f二分别为结构与土交界面上的结构自由度与外力向量
; “ ; ,

几分别为结构与土非

交界面上的结构自由度与外力向量
.

显然式 (3
.

1) 为多重子结构法对结构体描述的
“

最后一级

子结构
”

表达式形式
, 其中间过程可按多重子结构方法的一般原则进行描述 ) 这一点 容 易理

解
,
不再赘述

.

不难看出
,
多重子结构方法引入之后至少对问题的处理有两点好处

, 首先是

提高了对结构部分的处理规模 , 其二将会提高固结间题求解的效率
,
这是 由于采取了多重子

结构凝聚手段之后
, 使 固结问题求解的自由度数大为降低

.

显然
,

土体的固结分析是在最后

一级子结构下进行的
.

式(3
.

1) 通过静凝聚
,
可 得

:

K 芸璧
二二= f石

, , (3
.

2 )

K 盆= K 二
, 一K 二

,
K 贯矛

‘

K 尝,

f护 , 几 一 K 孟,
K 亨户f鉴

由于交界面处的目 由度相对结构与土体自由度来说是相对较少的
,

较结构总体方程来说大大降低
.

式 (3
.

2) 可进一步分开表示为

(3
.

3 )

(3
.

4 )

因而式 (3
.

2) 方 程的维数

〔篡黝{黔
一

雌l (3
.

5)

式中
: 。言为结构与土体交界面处

“

非祸合
”

自由度 (如转角) , “二为结构与土体交界面处的
“

榴

合
”

自由度 (一般为线位移)
。

显然仿 (3
.

1) 的凝聚过程
,

(3
.

5) 可进一步向时项进行凝聚
,
如此可得只含有

“

祸合
”

自由

度的结构部分的静力分析方程
.

然而 由于一般现有的多重子结构分析程序对子结构出口 自由

度的描述一般是按出口节点进行描述的
, 因而直接可获得 (3

.

5) , 由于 (3
.

5) 的方程维数已经

较小
,
为编程序方便

,

本文将以 (3
.

5) 为基础对问题进一步进行讨论
.

(3
.

5) 与 (2
.

1 0) 联立有

、....矛吸了、....了6)I
J

劝/、......、

一一

、,.....、
、

!
/

心心峙p
‘产....,2、.

!
�

勺1

1
K 二忿 0 0

K 二誉+ K 二
。

K 盖
。

K 奋
。

K 如

0 O

一Q二
,

一Q丢
,

H 二

f ;
朴

f : 补十f 二

f吞

f二

( 3

巴比�
+

、、....,12.....2.e‘.‘U
.

铭
.

份
.

解
.

公二.../咨产、....、
、......... ......宁

⋯0 0 0 0

o Q二
。

Q二
。 S ; ,
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其中
: “寿为土体部分

“

非藕合
”

自由度向量多

(3
.

6) 去掉各量的上下标
, 写成简明的形式

钟 万 舞 钱 令 希

P力孔隙水压力向量
.

为进一 步 推 导 方 便
,
式

、....、‘...了fe九九几了..,了
、....、

一一

、....,‘2..e心U
U份材P了...2、

!
、

介......J

尹,

r.
.
eelweseL

+

、1
.

1
、了‘....了

·

晰
·

如
.

勒
·

尹‘矛...,
矛‘、....、、.二......J

{
K

。。

K
。。

0 0 0 0

o Q , 。 Q
, 。

S
, ,

K 口。

0

0

K
“ u

K 沙盯

0

0

一 Q
。

一 Q。 (3
.

7 )

式 (3
.

7) 中各量与式 (3
.

6) 中各量按位置对应
。

式 (3
.

7) 的求解应满足结构一土壤交界面和土壤边界上的排水条件
,
它们的处 理 可归纳

为
:

a
.

结构一土壤交界面上孔隙水的渗透性较差
,
而远域土体边界也可认为处于 不 排水状

态 , 即沿边界的法线方向”有ap /面 }
。
一 0

.

对于这种条件的处理
,
可以认为边界上有限元节

点
: , , 5 2 ,

⋯
, s ,

压力与沿界面法线方向上与之临近的节 点 。 , , m Z , ⋯ , m 。

压力有完全服从

(相等) 的关系
, 即可表为

p
s :
= p , i多 P

s :
= P , : , ⋯ ; P

s ,

= P二
,

(3
.

8 )

显然
,

为保持计算精度
,

这种压力相互服从节点间的距离应尽可能地小一些
.

b
.

土壤自由表面f上应满足自由排水条件川 卜
。.

即相应的有限元节点d ; , d : , ⋯
,
d

,

有

p d :
, p d :

二 ”
·

p d
:

= 0 (3
.

9 )

四
、

结构一饱和土壤固结分析整体性算法

首先看看以往对饱和土固结方程式 (2
.

飞0) 的求解方法
.

由于式扭
.

1 0) 系数矩阵的非对称

性
,

故一般采用递归迭代算法进行求解
.

该方法通过对每一时间步预先假设孔隙水压值
, 然

后代入式 (2
.

1 0) 第一个方程进行
。‘

求解
,
再由式 (2

.

1 0) 第二个方程求出新的孔隙水压值
,
然

后再求
。‘ , 如此迭代计算

,
最后获得一个时间步的解

.

如果是非线性问题
,
还要花费更多的

迭代时间
, 如此也将造成计算上的误差

.

这对于问题的分析是很不利的
.

鉴于这种情况
,
本

文提出一种一次性整体算法
.

利用二点插值形式对式 (3
.

7) 进行时域上的离散化
,
对 t< 雪< 才

+ 么t ,
取

1
一

△
一一

·

N
Jt�一t

一
�

△
一一

·

NN 孟
_ 才+ △t 一占
一

一

入t
一

N ;
占一 t

反
一 , ( 4

.

1 )

u 。= N 孟“
, :
+ N 孟u , 。+

川
“。 ” N {“

。 :
+ N ; “

。 ‘+ △‘

“。 = N ;“。
: + N 二“。

: 十 △‘; P = N 夏p
‘+ N ; p

‘十 △.

公。= 夕二
。。‘+ 方孟。。

‘十 △: , 公。 = 夕 ;。
。 。+ 夕 ; 。

。 : 十 △:

公。= N ;
。。。+ N ; u 。

: 十△。, 户= 夕互户
。+ 夕 ;夕

。+ △。

f
, = N ; fe

:
+ N ;f

, : +

川 f
。 ~ N {f

。 ‘+ N ; f
。 。, △ :

f
。= N ; f

o . + N ; f
。 . + ‘: ;

f
, = N ; f

, ‘+ N 二f
, . + △‘

( 4
.

2 )

} ( 4
.

3 )

( 4
.

4 )

式 (4
.

1) 、 (4
.

4)
·

代入式 (3
.

7) 之第一方程
,
然后进行域 (t

, 才+ 配 ) 上的加权积分得

J:
“

‘

砰K , , (N ‘一 + N ;

一
, ““+

丁:
“

‘

才K 。· ( N ,一
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+ N ;一
十二)d : 一

丁:
“

‘

附 (N : ,
, ·+ N ;f

。

一 , d“
(4

.

5 )

式中
:
牙为权 因子

,
取 : 一 (。一 , ) / △、行式 (4

.

5 ) 的变量替换
,

两边同
喊

研。得

OK
, , 。, . + 么 :

+ SK
。。。。 。十 ‘:

= (一 0)f
。:
+ sf

。 : 、△

一 (i 一 8 )K , , 。。

一 (1 一 8 )K
。。。 “‘

。一

丁;
、、 /J:

研““

(4
.

6 )

(4
.

7 )

同理对式 (3
.

7) 之第2
、

3
、

4方程进行处理
,
得

OK
. , “ , : 十‘. + OK

。 。“。 ‘+ 八。
+ 口K

。 。“。 。十 △。一 OQ
。 ,

,

P
‘* △‘

== (i 一 0)f
. 。
+ 口f

。 。+ ‘

一 (1 一 0)K
二 , “。
一 (1 一口)K

。 . 0 . :

一 (1 一 6)K
。 。“。 .

+ (i 一 0)Q
。 , P

。

OK 。。“。 。十 △‘
+ OK

。。。。 。十△

一 OQ。 ,
P
‘* △

一 (1 一 0)f
。 :

+ of
。 : + △

一 (1 一 0 )K
。 . 。。 :

一 (1 一口)K
。。u 。 :

+ (1 一 0)Q 。 , P
。

(4
.

8 )

(4
.

9 )

1 八
.

1 八
.

F l 。
,
。 ; ;

〕
_

J .

五了
~

叼 , · ““ ‘+ △‘

十飞于叼
, U “‘, ‘+ ‘,

+ L飞 t 。 , , 一 口J l , ,

J尹
‘+ “‘

一 (卜 。)了
, ·+ 。,

, ·十 。· +

会
Q

, . 。一 +

久
。 Q

,

一

+

l奋
S , , 一 (‘一“, “ ,

小 (4
.

1 0 )

式 (4
.

6 )
、

(4
.

8 )
、

(4
.

9 )
、

(4

6K a一 OK 一

SK
。 , 口K

, 。

0 SK
沙 .

0

SK
。 叮

OK 刀盯

.

1 0) 联立有

0

一 OQ
. ,

一 SQ 。 ,

幼口 ‘+ △t

幼二
十△弓

越U ‘+ △‘

(1一 0)f
一: + of

。 ‘+ △.

(1一 口)f
。 .
+ of

. : + 。:

(1 一 8)f
。 ‘

+ sf
。。

6 f
, :

+
‘

‘口,劫} 1 ~ 1 。 / 1 0
.

。 二 ;

” 一
面

-

喃
“ 一面

-

叭
“

灭
一

入了。 , , 十 “n ” P
‘+ 么。 (1 一 0)f

J.

移门卜1卜刃白材q
.r全“定

{
(1 一口)K

o e

(1 一 0)K
o e

0

(1一 6 )K
e 。

(1 一 8)K
。 。

(1 一 口)K
盯。

1 ~

:
.

Q
, · -

△r 飞 , .

0

一 (1 一口)Q
。 ,

一 (1 一 0)Q 。 ,

0

0

(1 一 0)K
。u

(1 一 6)K
口口

1 八
一奋了 Q

, 。
.

△t 、 矛

“

1

(1 一 口)月
, ,

一五了
~

(4
.

1 1 )

式 (4
.

1 1) 可进一步化为对称系数矩阵形式

了.........,z

!
0 0 份, ‘+ 八‘

.1.1..../产、‘....

、......1阻.......

K
。口 一Q

。 , 份 “ ‘+ 占弓

K.凡

K 刀 ,

K u 盯 一 Q
。 ,

“口 。+ △‘

一 Q , 。 一Q
, 。 一 (S , , + 8△*H

, , ) P
: + 占:

丫知 + 加一

丫
f一+ 了

“
““

丫
‘一 + ‘

“ ““

一

(节寿
, ·+ ‘

,

一)
“A‘
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, l一 e
,

{丁
, ‘’

蒜 钱 令 希

K
, 。 0 0

一

张一

一一

丫
‘二

丫
, 二

K
。 。

K
。 。 一 Q

。 ,

o 一 I
, ,

K u 。

一 Q
, 。

K 。。 一 Q。 ,
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却际uUt扒

式中 : I
“ 。 ,

I 。
。 , I 。。 ,

I
, ,

为单位阵
.

至此式 ( 4
.

1 2) 系数矩阵成为全对称形式
, 这对数值分析的

编程来说是十分有利的
.

利用式 (4
.

1 2) 可进行问题的一次性求解而无需对每一时间步进行内

迭代
。

对口值的选取
, 以单自由度为例加以说明

,
对于问题

寿“+ e 应一 0 ( 寿> 0 , e > 0 ) ( 4 1 3 )

进行上述两点插值可得
u : + △‘

= 几u ‘ ( 4
.

14 )

其中
: 几= [ 1 一 ( 1 一 0 ) a 〕八 1 + 口a ) ( 4

.

1 5 )

a ~ k△才/ c ( 4
.

16 )

由数值计算稳定性要求
,
有 }几}< 1存在

, 即

一 1 < 〔1 一 ( 1 一8 ) a 〕/ ( 1 + sa ) ( 1 ( 4
.

1 7 )

由此导出

夕> 1 / 2 一 ] / a ( 4
.

1 8 )

显然当0》1 /2 时问题成为无 条件稳性
,

而取 o < 0< 1 /2 时为有条件稳定
.

进一步分析可知当0》

1时收敛过程将不发生振荡
,
而在1 /2 与1 区域内收敛过将有振荡发生

.

对于时间步长的选取
, 可采取变步长方式

,
建议对第

n时间步 , 当满足条件

j{Pt :
+ △,

。

一P ,
:

l}/ m a x }}P
t + △, 一 P t

,

}{成
君 , ( f = 1 , 2 ,

⋯
, n ) ( 4

.

1 9 )

时
,

可进行时间步长的调整

A才
, 十 l
二拼A才

。 ( 4
.

2 0 )

式中
: 。
为变步长判定参数

,

如可取 。
.

1 , 拼为步长调整因子
,

可取 1一 。至 2
.

。之间
.

五
、

数 值 例 题

下面将以一个简单的例题来说明考虑结构与土壤藕合效应与不考虑这种效 应 之 间 的差

别
。

如图 1 所示一
、

二维固结问题
, 土壤上部作用有3

.

sm 长的梁
, 作为结构

,
梁 被划分为

三个单元
,
处理时可视为一个超级单元

, 荷载作用于梁节点上
.

对于不考虑结构与土壤藕合

的情况
,
仅将荷载作用于土壤节点上

, 此时土体的固结分析不计结构的刚性
.

梁的性质数据
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.
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.
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·
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图 2 为荷载作用时程曲线
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图 1 二维土体固结有限元模型 图 2 荷载作用曲线

图笛3 给出无结构二 ~ 0 断面孔隙水压 各时刻变化曲线
; 图 4 为有结构 二一 0 断面 孔隙水压

各时刻变化曲线
.

图 5 给出无结构x = 。断面二 ,

各时刻变化曲线
,

图 6 为有结构二 = 0断面。 ,

各

时刻变化 曲线
.

图 7
一

给出有
、

无结构t二 2 05 时二 = o断面孔隙水压力比较
.

图 8 给出有
、

无结

构t = 2 0 5 ,

与 t~ 1 6 4 8 5 , 二 ~ o断面几值比较
.

图 9 为有
、

无结构夕~ 0面最终沉降值比校
.

图

10 为有结构 , 一 o面 各个时刻的沉降曲线
.
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图 3
、

无结构“ = o断面孔除水压曲线 图4 有结构、 = 。断面孔除水压曲线
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图5

岁(口 )
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~ 一胃石

无结构、 = 。断面a ,

变化曲线

抓 m )

图6 有结构 x = 。断面 a ,

变化曲线

由算例结果可以看到
夕 结构的存在对于土体的固结沉降有明显的影响

.

对于 本 算例 而

言
,

结构的存在改变了土体内应力与孔隙水压力的分布
,

从总的形式来看使内刀分布更平稳

化了
。

应当承认
,
在土体固结研究分析方面还有很多的工作要做

,
但本文至少解 决了 两 个 问
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.

0

圈了 有
、

无结构大 = 0断面孔陈水压比较 圈 8 有
、

无结构x = 。断面内位比较

‘,

⋯
0乃
�
n入UO

图 9 有
、

无结构g = 。面最终沉降值比较 图10 有结构夕二 0面各时刻沉降值

题
,

一是象海洋平台那样钓大型结构与地基土相互作用的固结分析
,

另一点是对固结问题的

初步解法
.

应当注意
, 式 (4

.

1 2) 中左端系数矩阵对角元中P
‘+ 么:

对应的部分有其特殊性
,
求解

时应采取特殊的手段
,
这一点将在另一篇文章中给出讨论

.
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