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摘 要

本文讨论了在弹性地基上的自由边矩形板的弯曲问题
.

我们讨论了两种情形
,

诸如在板的中心

受到一集中力作用和在板的 四个角点上各受到一相等的集中力作用
.

文中选择了一个挠曲函数
,

它

不但能满足所有自由边上的全部几何边界条件
,

而且也满足所有的内力边界条件
.

同时
,

我 们 应

用了变分法
,

从而得到了较好的近似解答
.

关键词 矩形薄板 弯曲 r a 二 。p ‘。 H 变分法 挠曲函数

一
、

引 言

在弹性地基上的四边都自由的矩形板的弯曲问题是一个很麻烦的问题
.

因为从板的四阶

的弹性曲面的偏微分方
,

程去求精确解
,

不仅必须使解答满足板弯曲面的微分方程
, 还要满足

全部自由边上的 几何边界条件和内力边界条件
,

这是非常困难的
.

曾研究过这个 问 题 的 有

B二ac oB 等人
〔‘一 8 〕, 其中文献 [ 1〕应用了弹性半空间的弹性地基理论

, 即所谓双参数弹性地基

理论
,

并求解板的弯曲面的微分方程
.

文献〔2〕使用了 r a
脱 p K o H 法

,

并提出 了 用一个二

重余弦级数作为挠曲函数
,

该函数不仅能分离变量
,

并且每一个函数的本身及其一至三阶导

数在板的全部自由边上都等于零
,

但计算比较复杂
.

之后, 文献 〔3」使用了迭加法
,

分别解

3 5阶和 51 阶的联立代数方程
,

从而得到了解答
.

文献〔4 ] 是应用了变分解法
, 文献〔6」应用了

弹性半空间的弹性地基理论
夕

求出在各种边界条件下的基本解
,

再使用了迭加法
, 该文对两

组级数分别各取到 50 项
,

从而求得较一般的解答
.

在文献仁8」中则应用了能量法 (或变分法)
。

以上的各种解法
,

有的比较简单
,

但大部份都很复杂
.

本文应用了伽辽金变分法对弹性地基

上的 自由边矩形板的弯曲问题进行研究
.

我们选择了一个挠曲函数
, 它不但能满足在薄板的

全部自由边上 的合成横向剪力为零的条件
,

而且还能满足在所有自由边上弯矩为零的条件
,

而最后在挠曲函数中的独立的系数只有两个
,

计算比较简便
.

文中举了两个例题
,
一个是在

板的中心受一集中力作用
,

另一个则是在板的四个角点上分别受到相等的集中力作用
.

最后

将考察作用于板上的总荷载和地丛上 的总反力相平衡的结果来检验所得解答的可靠性
.

.

钱伟长推荐
.
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二
、

解 法

丁洲且

设有一弹性矩形薄板
,

置于弹性地基上
,

矩形板
,

它的弹性曲面的微分方程是
〔。’

V 4功+ kw / D 一 q / D ~ o

薄板的四 边自由
,

如图 1所示
.

对于各向同性的

(2
.

1 )

其中V
毛

为双谐算子
夕

D 为板的弯曲刚度
夕

并且D = E h
“

/ 1 2( 1
-

一 “勺
.

万
,

h
, “ 分别为板的材料的弹性模量

,

厚 度和泊松

比 ; 左为弹性地基系数
, q 为分布荷载的集度

.

如果是正 交各向异性 板
,

则(2
.

功式应以下式来代替‘’”〕

D
, 田

二 二 二二

+ 2 D
3田

二 二 , , + D
Z功 , , ; ;

+ k叨一 g 二 0 (2
.

2 )

其中D
, 夕

D
Z ,

D
3

的意义 也参见皿阳
.

由于薄板四 边自由
,

若要从薄板的弹性曲面的四阶偏微

侧侧 落落关
一

_

)))
分方程 (2

.

1) 或 (2
.

2) 去求板的弯曲面的精确解是比较困难的
,

因为这解答不仅必须要满足该

微分方程并且还要满足全部自由边上的几何边界条件和内力边界条件
,

往往很难成功
.

如果我们能找到一个薄板弯曲面的挠曲函数
,

能满足所有自由边上的边界条件
, 即几何

边界条件和内力边界条件
,

但该函数不一定能满足板弯曲面的微分方程
,

这时我们可应用伽

辽金法
,

从所谓伽辽金变分方程组去求
.

例如对于各向同性薄板
, 就是 〔’3

JJ(
v物十

知
一

弓田。d 劣 d 夕~ 0 (优一 1 , 2 , 3 ,
⋯ (2

.

3 )

其中。为挠曲函数
,

而。
.
为形 函数

,

它仅仅是坐标的函数
.

从方程组(2
.

3) 可得到关于挠曲

函数中各个独立系数的一个线性代数方程组
夕 由它可求出各个系数

.

对于正交各向异性板
, 伽辽金变分 方程组就成为

〔’“’

仃
(D !切

: : : ‘

+ 2D 3 ,
· : , , + D Z。 , , , , + “切 一。)。。d X d 。一。 ; 优一 ; , 2 , 3 ,

⋯
(2

.

4 )

以上所有二重积分都遍及 板的中面
.

从伽辽金变分方程组所求得的解答是近似的
,

因为它仅仅在某种意义上是
“

平均地
”

满足

板弯曲面的微分方程
.

下面将讨论关于挠曲函数的确定
.

在图 1 所示的薄板上
,

因为在所有边界上完全自由
,

所以相应的弯矩和合成横向剪力应

为零
, 例如对于各向同性板的情形

,

它的边界条件如下
.

在% 二 0和二 ~ 。
边上

,
应有

〔功
: :

+ 拜功 , , 〕
, ‘。, 二 一。

, 0 (2
.

5 )

〔功
二 : 二

+ (2 一拌)功
: , , 〕

二 一。 , : 一 。
= 0 (2

.

6 )

在 , ~ o和 , ~ b边上
,

应有

〔功 , , + 拜功, 二

〕, 一 。 , , 一 。= 0

〔脚 , , , + (2 一拜)切
二 : , 〕, 一 。 , , 一 。= 0

(2
.

7 )

(2
.

8 )

由上 所述
,
我们选取如下的挠曲函数

叨一 ,
; e o 。

粤
+ ,

: 。o 。

竿
+ ,

: e o 。

等
e o 。

竿
+ f

4

(2
.

9 )

在以上 各式中
, a和b分别为薄板沿

x 轴和y轴方向的边长
,

而系数f
,

、f. 都是待定的参数
.
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不难看出
,

函数 (2
、

9) 在板的周界上的挠度不等 于零
,
而合成横向剪力为零的条件 (2

.

6)

和 (2
.

8) 都能被满足
,
但弯矩为零的条件 (2

.

5) 和 (2
.

7) 未被满足
.

若要满足条件 (2
.

5) 和 (2
.

7)

可将函数 (2
.

9) 代入
,

便得

、一汀
、十

令),s
,

,
1

一二(
; +

爷),a (2
.

1 0 )

或写成

f
,
二刀

‘

f
a ,

f
:
二刀

:
f
。

(2
.

1一)

这样
,

若在函数 (2
.

9) 中
, 系数 j

,

和f
Z

取 (2
.

]0 )的值
,

则全部自由边上的弯矩为零的条

件便可得到满足
.

于是挠曲函数 (2
.

9) 现在就可改写为

切一 ,
3

(”
! c o “ 2兀劣

+ 刀
:

C O S一型
b

2兀劣 2兀刀 \
.

+ C O s

—
c 0 8 - 下竺 es

口+ J ‘

a 口 l

(2
.

1 2 )

上式中的独立的未知参数只有两个
.

并且该函数在所有的 自由边上相应 的弯矩和合成横

向剪力都为零
,

于是问题便可 从伽辽金变分方程组 (2
.

3) 求解
.

对于方板的情形
, b = a ,

若取拼~ 0
.

1 6 7 ,

则由 (2
.

1 0) 可得

刀
:
二刀

2
二刀~ 一 6

.

9 8 8 0 2 (2
.

1 3 )

三
、

数 值 算 例

例 1 设有一弹性地基上的矩形板
,

四边自由
,
在板的中心有一个集中力尸作用

,

如 图 1

所示
。

今使用方程组(2
,

3) 求解
.

将函数 (2
.

1 2) 代入
,

并注意到力尸的作用点的坐标为(a/ 2 , 6 /2 )
,

可得到关于系数了
, 和

了
‘的两个代数方程的方程组如下

、.....‘‘2....了

台

了了
、卜」

、、..
/1上,自

{
8 !

,ab !令
+

令
+

卷
一

(子
+

子)
“

升笠扭
+ “, +

.

尸
_
。

.

。

+ 万‘p :
+ 口: 一 、)二 u

(3
.

1 )

ka bf
‘一 P 一o

对于方板的情形
,
上面方程组可简化为

粤
(口

2
+ , )+

等(
夕

2
+

; )〕,
3
+

会
(2刀一 、卜

0

寿a
Z

f
‘
一P 一 o

若设

ka 4

/ D 二 1 0
4

并注意到方板情形的 (2
.

1 3) 式
,
则从(3

.

2) 可解得

f
: ” 0

.

2 6 34 3 x l o 一 ‘P a 名/ D ,
f
‘

= l x i o 一4 P a Z/ D

由(2
.

1 2 )可求得在板中心点处的最大挠度为
切二 。二

= 田 ; = 功(a
/ 2

, a / 2 ) = 4
.

9 4 5 1 4 x 1 0 一 4
P a :

/ D

自由边中点的挠度为

切 : = 功 (0
, a
/ 2 ) ~ 0

.

73 6 5 7 x 1 0 一 4
P a 忍/ D

角点的挠度为

} (3
.

2 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )
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- 一
一 ~

- 一
~

- 一
~

一一
一 - -

~ - - 一

一
~

一
.

~ ~

一
一

一 一—

功。= 切(0
, O) = 一 2

.

4 1 8 2 8 x 1 0 一 4 P a Z

/ D (3
.

7 )

解答(3
.

4) 、 (3
.

7) 和文献〔8〕中的结果完全相同
,

文献 [8 〕是用 R ay lei g h
一

R i七z 法 计

算的
.

因为当挠曲函数满足了薄板的全部几何边界条件和内力边界条件时
,

按 R a y lei g h
-

R it z 法和 r a 二e p K 二 11 法所算得的结果应该是一样的
夕

这个证明在文献阶 ] 中已给出
.

有了挠度的表达式 (2
.

1 2) 就不难计算弯矩和扭矩
.

作者曾用较粗的网格 (2 x 2) 作有限差

分法计算
,

得到板中心的最大挠度值为田
,
~ 3

.

89 22 9 x 1 0 “ ‘
尸矿 / D

,

这和 (3
.

5 ) 的值在数量级

上 是相符的
.

现在来考察地基的总反力和全部外荷载的平衡情形
,

以此来检验前面计算结果可靠的程

度
.

为此将函数(2
.

1 2) 代入地基总反力的计算式中
, 并应用 (3

.

4) 和 (3
.

3) 可得到

一
.

r f
.

⋯
, , 。 _ _ ,

尸a Z 一

八 r二 总1 1 功 d x d 夕= 总a ‘

J
‘
= 左a ‘

X I U 一 , 一 万- = 厂
J J JJ

(3
.

8 )

这样就说明地基的总反力正好和全部外荷载保持平衡
,

其误差为零
,

因此 , 上面所得解

答的可 靠性是无可坏疑的
.

例2 设有一弹性地基上的方形板
, 四边自由

,
在板的四个角点各有一相同的集 中 力 尸

作用
,

如图 2所示
.

今仍使用方程组(2
.

3) 求解
.

将函数 (2
.

1 2) 代入 (2
.

3)
,

并注意到四个尸的作用点的坐

标分别为
: (o

, 0 )
,

(o
, a )

,

(a
, o )和 (a

, a ) ;
可得到关于系数f

s

和j. 的代数方程组如下

粤
(刀

: + 1 )+

粤(刀
2 + 粤

一

、飞,
: 一

黑
(2刀+ 1 )一 。

“ 上夕 、 任 / J J - I

花a Z

f
‘一 4P = 0 {

(3
.

9 )

由此可求得

f
3
== 一 0

.

9 1 3 0 1 x 1 0 一‘
P a Z

/ D ,
f
‘
= 4 x 1 0

一‘
P a Z

/ D

(3
.

1 0 )

由(2
.

1 2 )可求得在角点处的最大挠度为

功 m 一x
= w 3 = 功(o

, 0 ) = 1 5
.

84 7 2 5 x lo 一

4P
a Z

/ D (3
.

1 1 )

板中心点的挠度为

功 1
“功 (a / 2

, a / 2 )= 一 9
.

6 7 3 2 7 x 1 0 一 4
P a Z

/ D (3
.

1 2 )

自由边中点的挠度为

功2
二功 (0

, a / 2 ) = 4
.

9 1 3 01 x 1 0 一 4
P a Z

/ D (3
.

1 3 )

有了挠度的表达式 (2
.

1 2) 就可以 计算各点的弯矩和扭矩
.

作者也 曾用粗略的 2 x 2网格作

差分法计算
,

得到板角点的最大挠度值为 。3 ~ 1 5
.

6 4 8 71 x 1 0 一

?
。2

/ D , 这和 (3
.

1 1) 的值根接

近
。

为了检验地基的总反力和全部外荷载的平衡情形
,

我们将函数 (2
.

1 2) 代入地基的总反力

的算式中
,

并应用(3
.

4) 和 (3
.

1 0)
,

可得到

0 _
L

「〔
_ _ _ ,

_ _
J

_ .

。 , , , , ‘ _ , _
_

二 _ _ J

尸砂
.

。
J 、I ~ 污 曰功“劣“ y一 “a 一

J ‘
= R Q 一

X 4 X I U ’ 甲

二
‘一 == 4厂

J J L少
(3

.

1 4 )

由此可见
,

地基的总反力也正好和全部外荷载维持平衡
,

其误差为零
,
故以上的解答也

是可靠的
。
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四
、

结
、

论

1
.

本文用 F a 二。p : H R 法研究了弹性地基上 自由边矩形板的弯曲问题
,

分别计 算了在

板中心有一个集中力和在四个角点都有相同的集中力作用时板的挠度
,

得到了较好 的 近 似

解
。

2
.

由于挠曲函数选得较好
,

它不仅满足薄板的全部几何边界条件
,

同时也满足了全部

内力边界条件
,

故应用 r a
脱 p K o H 法是适宜的

,

不过在四 个自由边上
,

弯矩为零的 条件是

近似地被满足的
.

3
.

由弯矩在全部自由边上为零的条件
,

我们得到了挠度函数中的系数 f
l

和 f
:

跟系数

九之间的约束条件 (2
.

1 0) , 从而减少了独立系数的数目
, 从四个独立的系数减少到只剩下两

个
, 这样计算过程就方便多了

.

4
.

在文中的第一个算例中曾指出了用 F a 二。p K o H 法和 R a y lei g h
一
R itz 法 两 者 算

得的结果是一样的
,

这就很好地说明了挠曲函数是的确满足了薄板全部 自由边上的所有的几

何边界条件和内力边界条件
.

5
.

在两个算例中
,

地基的总反力都正好和外荷载保持平衡
,

这也是有力地反映了上面

计算结果的准确性和可靠性
。
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9 4 0 成 祥 生

A Fre e R e c ta n g ula r Pla te o n Ela stic Fo u n da tio n

C h e n g X ia n g
一 s h e n g

(T o n g ji U ”iv e r“t夕
.

S ha ”g ha ‘)

Abs t ra c t

T his a r t ie le w ill d is e u s s th e b e n d in g P r o b ]e m s o f th e r e e t a n g u la r p la te s w ith

fr e e b o u n d a r ie s o n e la s t i e fo u n d a t io n s
.

W e t a lk o v e r tli e tw o e a se s ,

th a t 15
,

th e

p la te a e t e d o n it s e e n te r by a e o n e e n t r a te d fo r e e a n d the p la te s u bje e t e d to by a

e o n e e n tr a t e d fo r e e e q u a lly a t fo u r e o r n e r p o in ts r e s p e e t iv e ly
.

W e s e le e t a fle x -

u r a l fu n e t io 且 w h ie h s a t is fie s n o t o n l了 a ll th e g e o m e t r ie b o u n d a r y e o n d it io n s o n

fr o e ed g e s w h o lly b u t a ls o the b o u n d a r y e o n d it i o n s o f the to t a l in t e r n a l fo r e e s
.

W
e a p p ly th e v a r ia ti o n a l m e th o d m e a n w h ile a n d th e n o b t a i n b e t te r a p p r o x im a te

s o lu t io n s
.

K ey w o rd : r e e ta n g u la r th in p la t e ,

b e n d in g p r o b le m
,

G a le r k in ls 丫a r ia tio n a l m e th o d
,

fle x u r a l fu n e t io n
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