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摘 要

本文将材料的随机性
,

结构几何形状的随机性
,

力的边界条件和位移边界条件的随 机 性
,

直

接引入泛函变分表达式中
,

应用小参数摄动法
,

提出了统一的随机变量的变分原理 及有限元法
.

从算例表明
,

应用此方法处理随机变量的力学问题
.

具有程序实施简便
,

计算效率高等优点
。
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一
、

引 言

在各种工程 结构的力学分析中
,

许多问题进行确定性的分析是十分必要的
。

当前
,

广泛采

用的是基于变分原理的有限元法
.

然而
,

某些工程结构通常存在着材料的随机性
,

结构几何

形状的随机性
,

外力边界条件和位移边界条件的随机性
.

对于这些结构的力学分析
,

显然
,

不能完全采用确定性分析的方法
.

因此
,

如何根据 随机变量的特性
,

寻求相应于确定性分析

的变分原理和有限元法
,

即是建立随机变分原理及随机有限元法来处理具有随机变量的力学

问题
.

近十年来
,

已提出了一些随机有限元法
〔‘J、 〔”’、「瑶了.

但是
,

这些方法大都是基于直接刚度

矩阵法
,

不能有效的和统一的将材料
、

几何形状
、

外力和位移等边界条件的随机变化特性
,

直接引入到有限元公式中
,

构造出多变量的有限元模型和发展新的有效的数值分析方法
.

因

此
,

建立随机变量的各种变分原理就具有理论意义和实用价值
.

本文以确定变量的变分原理

(即一般的变分原理 ) 为基础
,

根据 随机变量的特性
,

利用摄动二次技术
,

提出了随机变量

的变分原理及随机有限元法
.

二
、

随机变量的变分原理

对小变形弹性体的最小势能原理可写为
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设将材料性质
,

几何位置
,

外力和位移 已知边界条件的随机变化
,

表示
,

其中
, x 为空间坐标

.

( 2
.

2 )

作为空间随机场b ( x )

现将位移函数u在随机场 b ( : )的均值石( x) 和在点 x 处按 T a y lo r 级数展开
,

保留到二阶

项
,

得
.

丫 己“ 、
, , .

1 了日、 、

u ( b ( x )
, x ) 士 u ( o ( x ) , ‘ ) + 气

一巨石)、
“” 一万灭万石丁 )。
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现令d b = ( b 一石)。
,

式( 2
.

3 a )就变成
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并将上式改写成二次摄动展式
,

有
u 么 u o + ￡u 产+ e Zu l, ( 2

.

3 )

式中
,

(0 )
,

(
,

)和 (
,

)分别表示随机函数u在石处之值
,

一阶变量和二阶变量
.

同样
,

对于随机函数e ,

。
,

了
,

万
,

百 , n 等的二次摄动展式分别写成为
e 士 e o + e e 了 + ￡么e ” ( 2
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对于求解域和边界的随机变化通过变换

d 。= 几 d 犷 (2
.

10 )

d 厂~ J刀d s ( 2
.
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引入
.

其中
,

厂和 S分别表示参考域和边界域
,

J
:
和J

。

分别表示体积和面积 J aC o bi a n
.

同

样
,

按二次摄动展开
,

得

几‘ J带+ 叮妥+ 砂邢 (2
.

12 )

J 。* J ; + SJ ; + 砂J竺 (2
.

13 )

将上面的展式代入式 ( 2
.

1) 中
,

比较同次项系数
,

则得随机变量的变分原理
,

它们是

零次变分原理
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方程 (2
.

议 )为确定变量的变分原理
,

可按普通 有限元法求解
.

而方程 (2
.

1 5) 和 (2
.

16 ) 中的

O
‘ ,

f
‘ ,

可
,

J奋
,

J二以 及带 (
。
)的随机函数

,

用空 间期望和 自协方差函数描述
.

三
、

随机有限元法

在进行有限元分析时
,

同时离散位移场和随机场
.

将随机场离散为q个单元
,

即

b (x ) ~ 艺功
‘(x )b‘ (3

_

] )

功
‘(x) 为形函数

,

定义为在单元 葱

点之值
.

为了保证收敛
,

随机函数O
,

机函数 O
,

其近似为

上取单位值
,

而在其它单元上取零值
.

b‘为b (x )在第 i个结

f
,

百
,

百
,

J
v

和J 。 也用相同的形函数离散
.

例如
,

对于 随

D = 乙 。‘(x )D
‘
二乙 . ‘(x )(D ; +

: D ; +
: 么D 答) (3 2 )

将 O‘在随机场b (x) 的均值 b处按 T a y lo r 展开
,

有
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即有
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2

q q
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,
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无 盈 l 乙. L

式(3
.

3) 中
,

d b
。

~ 。(b 。一 石
*
) = 。八b

o .

结点值(。; )
。

和 (D 笠)
。

可由求导得出
.

同样
,

其余的随

机函数有类似的表达式
.

将位移场离散为N L个单元
,

N 尸不 结点
,

每个结点有N F 个 自由度
.

位移场近似为

u = u o
+ ￡u 产

+ ￡2艺‘11 (3
.

6 )

因而
,

有

u 。= 兄 N ‘( x )d卜 N (x )d
。 (3

.
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u ‘
= 乙 N ‘(x ) d卜 N (x )d
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.
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u “ = E N‘(x )d卜 N( x )d ’ (3
.

9 )

其中 N(x )为整体位移形状函数
,

式 (3
.

7) 中的d0 是整体位移
.

当所考察的结点是在一个特

定单元
。
中

,

并且点 ‘是该单元的结点
,

则有N ‘~ N ;
,

如果点 ‘不是该单元的结点
,

则有N ‘

~ 。
.

这里
,

N ;为单元形状函数
,

其选取应满足C0 连续性要求
.

而

q
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将上述各近似式
,

零次方程

Kd
o

其中

代入式(2
.

执 )
、

(2
.

1 5) 和 (2
.

1 6) 中
,

即可得到随机有限元方程
,

它们是

(3
.

1 2 )

F
“

K一

{
; ‘LN ,

’D
。

‘LN , J‘d 厂

。
。

一

{
; “·‘

。
‘;“犷 +

{
:

,

“”
。
‘”“‘

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

式中 d0 是整体结点位移
,

L为应变算子
.

一次方程
K d二= F ; (k~ 1

,

2 ,

⋯
, a )

其中
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在上式中
,
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其它带(
,
)函数有类似的意义

.

二次方程
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位移的均值为

E 〔d〕= d
o
+ 石

I,

其中

‘一通
一

{鑫补
!。。·‘“论

,

“
!

,

} (3
.

2 ] )

位移的 自协方 差矩阵为
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式中
,

d
‘

为d的第 ‘

应力的均值为
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,
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.
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应力的自协方差矩 阵为
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四
、

算 例

图(七 a )所示为一悬臂薄板
,

在端部尸点受一集中力F 作用
.

设板的厚度为随机变化
.

已

知板边长为 40 c m
,

高H 为拍 c m
,

弹性模量 E

= 3
.

o x zo 7

N / e m
Z ,

泊松比
, = 0

.

3 ,

F = 1 0 oN
.

!
’

板的厚度h的均值为E 〔们 二 1. oc m
,

标准偏差

�
L 一一 夕生

_ 阳

4 O

圈 ( l a) 恐衡薄板

。 ~ 0
.

盯
,

随机场的 自协方差函数为
e o v 〔h( 戈

, , 夕
,

)
,

h( 戈
, , 夕

:

)〕

二a Ze x P 毛〔( x
,

一 x
:

) / d x 1
2

卜
·

e x P {〔(夕
,

一夕
二

) / d 夕〕
2

}

其中
,

d x 为x 方向衰减因子
,

d 夕为 夕方 向衰减

因子
.

在本例中
,

d x = 48
.

00
,

d 刀= 18
.

“
,

分

析尸
,

Q两点位移统计特性
.

将悬臂板离散为64 个单元
,

网格划分如图

( 1
.

b )所示
.

尸汤‘,,Jnjz习888OU

图 ( 1
.

b ) 有限元网格圈
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单元厚度为随机函数
,

位移场采用线性插值
.

随机场相同
, q = 64

.

计算结果见下表
.

v
(4 0 , 1 0 )

。
(r o . o )

均 值 均 值

本文方法

文[ 6 ]

0
.

0 0 8 9 2

一

一

二⋯
标准偏差

0
。

0 0 0 8 38

0
.

0 0 0 8 25

0
.

0 0 0 8 3 7

0
.

0 0 8 7 9 0
.

D 0 0 8 3 0

标准偏差

0
.

0 0 0 0 8 08

0
.

0 0 0 0 8 0 1
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