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摘 要

本文根据薄板的广义变分原理
,

用有限元法对单向受压矩形板的屈曲状态进行了讨 论
,

并 用

延续算法获得了在不 同边界条件下的屈曲状态
�

关工词 有限元 延续算法 分支点 分支解

� 己�
月

全户
、 � 舀 �二 �

板壳在工程中是一种非常重要的结构
,

并且结构的屈曲已成为结构破坏的一 种 主 要 形

式
�

对于 � � � � �� � � � 板
,

屈曲状态的存在性已在 〔�、�〕中给予了证明
,

但 由于非线性

问题的复杂性
,

要获得解析解一般是不可能的 , 因此
,

目前主要使用的方法是近似解法和数

值方法
�

例如 �
摄动法

〔今’,

差分法
仁“’
和有限元法

‘“, � ’
等

�

尤其是有限元法
,

随着电子计算机

技术的迅速发展
,

在板壳的非线性分析中已成为一个十分有力的手段
�

本文根据薄板的广义

度分原理 �以挠度和应力函数为变量�
〔“, � ’,

通过有限元离散得到了板的屈曲问题 的 离 散方

程
�

最后
,

用延续算法计算获得了单向受压矩形板在不同边界条件下的屈曲状态
�

二
、

屈曲问题的离散方程

按照〔� 〕
,

当作用在板的边界上的应力的合力和合力矩等于零时
,

板的屈 曲问题可以 转

化成求下面泛函的非零驻点
〔“ , � ’�

�
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其中��
�

�� 中的挠度功和应力函数叻必须满足它们相应的边界条件
,

劝
。

为未屈曲状态时的应力

函数
,

口和�分别表示薄板未变形时在�
� 一� ,

平面内所占的区域和板的厚度
,

� 和 拼 为板的杨

氏模量和泊松比
,

抗弯刚度� � � ���� �� 一矿�
, 兄是一个无量纲的载荷参数

�

通过有限元离散
,

相应于 ��
�

�� 的无量纲离散方程 可以写成
�

�� 一只� �二 � �
,
�� �二 � � ��

�

� �

��
�

�� 可以认为是经过边界条件处理后的形式
,
二为广义的节点参数

,

� , � 和 尸
�

�劝 是 � � �

实矩阵 �� 表示广义节点参数的个数�
�

很明显
,

对任何的几〔��
, � 二 �总是 ��

�

��的一个解
,

它对应着未屈 曲状态
�

为了书写方便
,

��
�

��可写成更一般的形式
,

� ��
, 只� � � ��

�

��

其中 � � �
” � �

‘

。 �
” , 并且对 � 之〔�

‘,
有� ��

, 久� � �
�

对于 ��
�

�� 或 ��
�

��
,

确定在未屈曲状态上的奇点等价于求之使下面齐次方程

��
一

树�
二 � � ��

�

��

有非零解
�

��
�

��是一个广义特征值间题
,
我们可采用子空间迭代法

〔� ’
来求所需的特征 值 和

相应 的特征向量
�

我们称从特征值处分支出去的非零解为板的屈曲状态
�

在工程 上
,

按绝对

值最小的特征值一般称为屈曲载荷
。

三
、

数值计算方法

下面我们将给出一个求解��
�

�� 的非零解的数值方法
�

令尹 是 ��
�

�� 的一个特征值
,

假

定�� � � �� � ��
�

��
,
护��

‘

二 � ,
并记

� �
为相应于尹的特征向量

�

这时
,

我们可 以证明 沪是

一个单特征值 �单特征值的定义见 〔�〕�
�

因此
,

妙 是 一个分支点并且存在有唯一的屈曲状

态
。

为了获得 ��
�

�� 在大范围的分支解
,

首先
,

我们必须先求得在沪 处附近的分支解
�

但由

于 �
�

�。,
幻在几二护处的奇异性

,

寻找一个有效的计算方法尤为重要
�

文献〔� 〕给出了一个
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非常实用的迭代方法
,

对于这里的情况
,

它可以写成如下步骤
�

� �
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( 0
, 久,
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( 占)一 口‘“)
(省)) ~ 一犷

“
F ( ( 占e

,
+ 占
Zv (抢,

( 占)) ,

以
肠 + 夕, (专)

( 占) ))一 F
二
;

(
o

, 只爷 ) ‘
,

( , (含+ ’,
( 舀)一刀(士)( 雪))

(。 ( , ,
( 雪)〔万

‘
寿一。, 1 , 2 , … ) (3

.
Z a ,
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其中 占为正的实变量
,

<

· , ·

> 表示R
”

中的内积并且N 二 N u n F
,

( 0
, 几勺

.

对于 (3
.
D 和 (3

.
2 )

,

序列魂。‘“ ,
( 占)}和切 ‘树 (叠)} 是收 敛的

,

只要占取的适当小
.
我们的数

值计算结果表明这个迭代的收敛速度是相 当快的
.
若 记

。
(豹 和 刀(豹 为序 列 {。‘制 (舀)} 和

{, ‘介,
( 雪)}的极限

,

那么

戈 = 扣
,

+ 雪2。(雪) , 几二几能 + 蚕, ( 雪) (3
.
3 )

就是一个在久= 妙处附近的屈曲状态 (一般称为小解)
.

当对某一省我们获得了这屈 曲状态 (3
.
3 )

,

接下的问题是如何延拓这分支解 (3
.
3)
.
若在

这屈曲状态上没有奇点
,

那么
,

用一般的牛顿 迭代法可逐步求得大范围的屈曲状态
.
否则

,

我们在延拓这分支解中会遇到许多问题
,

如
:
如何穿越奇点以及在分支点处分支 解 如 何 转

接
,

等等
.
这些问题都是非常复杂的

,

详细的讨论见仁9 〕
.
但为了克服单极限点所造成的困

难
,

我们可引入一个参数方程N
,

(
戈 , 兄, :

)
.

这样
,

我们对(2
.
2) 的求解可转化到对下面方程

组的求
‘

解
:
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4
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这 里
,

s 是一个基本参数
,

( 云( s
。
)

,
久(s

。

)) 表示(3
.
4)的解曲线在

s。
处的单位切 向量

.

假设(双
s。

)
, 从s

。

)) 是 (3
.
4) 的解曲线在

:= s。 处的点
,

并且已知
.
那么

,

为了求解曲线

上的下一个点
,

我们可以采用下面迭代方法
:
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.
5 )

、

!

....口.,..少

、..了
.

.)
)

一

(
)

‘

凸万介

叮了.、、..了
.

(

F
,

(
牙二

,
万夏)

分( 5 0)

F
,

( 武
,

I 二)

久(
:。

)

△云k

△万
。

无二
*、

=
无二+ 八无

。 ,

X 二
十 ,

二天二+ 八又
。

斌二与
,

砒 二几

f
。

~ 0
,

A
s o

= 八s > o

f
,
二 一F (至二

,
叉季)

, △s, 二 o (寿二 ] , 2 , 3 ,

迭代的收敛条件为
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其中
。:和气为预先所给的精度

,

寿为迭代的次数
.

如果 (3
.
6) 被满足

,

则可称二台武
, 几二兀二为(3

.
4)在

:= s。 + △: 处的解
.

(3
.
6a )

(3
.
6b )

否则
,

要重新选
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择适当的 △: 进行迭代
.
一般来 说

,

在 (3
.
5) 中

,

选择一个好的初始迭代值是非常关键 的问

题
,

在我们的计算中
,

初值的选择取为
:

厉
;二 二。 + 八:

X ;二只
。
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这里 , 为
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(
分(的

,

久(的 )为 ‘处 的单位切向量
,

八 , 二s。一 ,
> 。

.
若 (x(

s。
)

,

兄(
s。

) ) 为我们整个延拓的 起 点
,

我 们 可 以 取 (, (
s 。

)
,

( 几(s
。
) 一 几,

) ) / ( x (
s 。

)
’二 (

s 。
)
+

( 几(s
。
)

一胆)
“

) 为
s。处的近似的单位切 向量

.
为了保证这延拓过程不断前进

,

则可进一步要求(叙
S。

)
,

4 (
: 。

) )
全
( 双动

,

久(动 )> 0
.
(3
.
5) 一般被称为延续算法

.

四
、

数 值 结 果

按照前面的讨论
,

现在我们来考虑单向受压矩形板的屈曲状态
,

挠度 , 的边界条件考虑下面四种情况
:

1) K F
:
四边夹紧 (固支); 2) K S

: 四边简支
;

3) K X
:
受压边简支

,

另一对边夹紧
; 4) K Y : 受压 边

夹紧
,

另一对边简支
.

从图 1中可以看到
,

应力函数叻的边界条件可写成功= 口咖口
。
=

0
。

引入下面无量纲变量和寥数
:

如图 1所示
.

犷

劣一X
I
/b

, , = y
:
,/b

,
I 二。

/b
,
几二尸h护 /D

.
对 于 矩形板

,

在有限元分析中
,

我们采用

矩形单元
,

节点参数为功
,

功以及它们的一阶偏导数在单元角点上的值
,

并将板划分成10 x 10

网格
。

对于不同的l
,

我们用子空间迭代法获得了前三个特征值

表 1 (l二 i
,

。一 0
.
3 ,

1 0 ) : 1 0 网格) 表 2

(表1、2)
.
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我们计算出了从第一特征值处分支出去的屈曲状态
.
图2、 3分别给出 了在 K F

,
K Y 和 K S

这三种边界条件下的中心挠度(w
m 。 x

/ h) 关于之的变化情况
,

在图3中
,

虚线为〔4〕用摄动法所

得到的结果
.
对于l二 2 的矩形板

,

获得了从K Y 的前两个特征值处分支出去的屈曲状态
,

图

4、5显示了在不同的 几值下X
,

方向的挠度(w /h )的变化情况
.

田 4 K Y (l二 2
,

拼二 0
.
3 )

,

几
:= d 6

.
553
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