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摘 要

本文在H ilb e r t空间这一数学框架下系统地构造了杆
、

壳的一般理论
,

并成功地获得 了对该

理论系统的误差估计
。

关抽词 杆
、

壳理论 H il b c r t空间 误差估计

一
、

引 言

杆
、

壳理论的目的
,

是企图用一维或二维流形上有限变量的理论
,

提供杆
、

壳这些具有

待殊几何的三维变形体的变形力学状态中最主要部份的描述
.

因此
,

它们本质上只 能是近似

理论
.

然而
,

对于这种根源于理论系统本身的近似性
,

却研究得很少
仁‘’一 ‘”

.

但 是
,

这 个所

谓理论系统 的系统误差恰恰是判别一种杆
、

壳理论优
、

劣的重要指标之一
,

能否从杆
,

壳理

论的某种构造过程本身
,

就给出该理论的误差估计 呢 ? 这正是本文关注的中心
.

这篇文章利用三维方程近似化方法构造杆
、

壳理论
,

对于杆问题规定各个场量(如应力
、

位移等) 在杆 的每个横截面 (二维区域 ) 上属于加权平方可积的函数空 间
—

一个H ilb e r t

空间L、 对于壳
,

则规定在法线区域上属于加权平方可积的函数空间
.

显然
,

这种规定并不

会给理论的一般性带来实际的损害
.

于是
,

我们便可利用H ilb e r t空间的各种性质
,

特别是

存在完备系这一属性
,

通过对完备系作有限截取
,

从而构造出 (有限变量的) 杆壳理论并同

时获得方程系统的误差估计
.

二
、

H ilb e r t空间L Z(D )和误差 0 (e
。

)

实数域上的一个H ilb e r 七空间是实数域上定义有内积的完备的矢量空间
‘“’‘ t 7 ’.

设 D 是

三维欧氏空间的有 界分段曲线或分段 曲面
, , 是D 上的正值可积函数

,

D 上全 体实值函数 的

集合构成一个矢量空间
,

对刀上实值 函数引进内积

<‘
, g > : 一

{
。 , ‘g d 、

(2
.

1 )

这 里d “是一个积分单元
,

D 上所有满足

。<

{
。 , f

“
d 。< - (2

.

2 )

郭仲衡推荐
.
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的实值函数f的集合叫做(加权护)平方可积空间
,

空间
.

H ilb e r 七空间L气D )存在完备正文系 (
e , :

记为L
“

(D )
.

这是一个实数域上的H ilb e r七

~ 1
, 2 ,
⋯ )

< e 。, e , >一“, 一

{
(玄= j)

(i斗 j)

且尸(D )上任意元素f可在完备正文系上展开
:

f = 艺 九
。‘

八~ <j
,
价>

‘= 1

(2
.

3 )

系数f
‘
还满足 Par o e v al 等式

:

}j 1
2
= 乙川 (2

.

4 )

可见
:

l兜月f ; = “ (2
.

5 )

若由L “(D )的完备正文基笼
e ‘}的前

,
个元素之集合 {。

。 : a = J
, 2 ,

⋯
,

n} 线性张成尸 (刀 )的

一个
n
维子空间

H
·

(D , 一
{乙“

a “a ‘ “a 为实数}
刀体么

(2
.

6 )

从乙气D )到H
。

(刀 )的投影算子记为尸”

尸J = 兄 ja 6a <f
,

6a >= 九 (2
.

7 )

按照 (2
.

5) 对L
么
(D )中的任意元素f有

lim l}f 一P
”

f l】= o ( V f〔L Z(D ) ) (2
.

5 )
招 - 今 C (

选择合适的完备基 {。‘}
,

便可找到恰当的正值小 参数
。。 ,

当
n

, co 时
, 。 ,

, 。,

对 任何

L “(刀 )中的元素了
,

又成立

/ 一氏/ ‘O(
e 。

) (丫了桩艺
多(口)) (2

.

, )

这个小参数
。。 ,

将在本文的系统误差估计中起到非常重要的作用
.

对于实际上是
n
维欧 氏空间的H

,

(D )
,

采用一般基凌G
。 : a = 1

.

2 ,
⋯

,

价
,

通 常 将更为

方便
.

根据张量分析的理论肉’〔. ’,

把 {G
口

}看成是协变基
,

按下面的方法可 以求 出 其逆变基

{G
a

}

<夕
,
‘户一“, 一{

1 (a = 刀)

O (a 斗夕)

[口
a 声] ~ 〔G

. 声〕
一 ‘

(2
.

1 0 )
!
、

!
J

‘
a

= 乙 G
“声G ,

声一 1

G
。 , = <G

。 ,

G 户
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由于G
。 ,

‘声都是H
,

(D )中元素
,

故恒成立
:

<G
a , 召 ,

> = o <G
a , 召 ,

>二o (月= n + 1
, n + 2

,

⋯ )

于是
,

L
“
(D )中任意元素f在H

。
(D )的投影又可表示成

(2
.

1 1 )

、.、,

!
声

\/
a

尸
:

f = 乙 f
“
G

。

召 . 1

f
“

= <f
,

G
“

>

利用(2
.

9 )及(2
.

1 1 )式
,

有
:

<f
, e ,

>= O (。
,

)

~ E f
。

G
“

f
。

二 <f
,

G

(2
.

1 2 )

(A = n + 1 , 称+ 2 ,

⋯ ( 2 1 3 )

三
、

杆 的 几 何

杆是一种特殊 的三维变形体
,

在变形过程中
,

存在物质曲线 C
,

该曲线尺寸比垂直于该

曲线的另两个方向尺寸大得多
.

C为杆的基本流形
,

C 的法平面与杆 的交域为杆的横截面了

在C上引进弧长参数
二 ,

在了上引进笛卡尔坐标系 {x
,

毋
,

杆的几何特点可以使得 {x
, 夕 ,

好 作

为标的坐标系
,

引进曲线C 的F re n e 七标架王i
,

j
,

k}
,

k为切向
,

i为主法向
,

j为副法向
,

本文

将特别地取x , y坐标线分别沿i和j的正向
.

记 r。= r。(z) 为C的矢径
,

则杆构形中任一点 r的矢径为
r = r。+ x i+ 夕j (3

.

1 )

则 r处的自然标架为

? ,

掀
一一马

9
2
=

a

口夕
(3

.

2 )

{
、 r一 (1 一 k二 , k一 ‘。i+ ‘ , ,

这里我们利用了曲线论的基本公式
【‘0 ’.

式中左为C的曲率
, :
为C 的扭率

,

(g 畜: i二 1, 2 ,

3) 的

对偶基为
:

r 夕 .
,

、
日 ~

.
宁

一

万 一 氏 l
‘1

}
a Z二 i一 J资 k !

/1 {

l

1
.

!
g

“

= 不 K {
/ 1 1

(3
.

3 )

其中

刀 ~ 1 一脉

从( 3
.

2) 式可得到杆的体积单元为
:

d犷二〔g
,

g
:
9 3〕d x d , d Z = 刃d A d z

其中d A 为了面上的面积元素
.

设“和 6分别为杆表面的外法向及了之边 界
乃

了的外单位法 向
,

( 3
.

4 )

(3
.

5 )

(二/ 2 + 刀) 为 n 与k 的夹
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角
,

则有
:

n = 直e o s刀一 ks in口

对于杆表面的面积元d 又
,

有
:

d 五
·

n ~ (d tx g
3
d Z )

·

户

且p

d 河= 才刀d c d 之

其中t为 a了的切向量
,

d c
为。了的弧长元

,

而

刀, s e e刀

设

in f之= 2 1 , s u P之= 2 2

上式中之的区域为杆的构型
,

我们可以允许
z : ,

( 3
.

6 )

(3
.

7 )

( 3
.

8 )

(3
.

9 )

介是无限的
,

称2 = 二 :

和 z ~ 孔为杆的两个端面
.

四
、

杆的基本方程及误差估计

对于定义在杆的当前杆型上的函数 空间可以看作是以
:
为 参 数的了面上函 数 空 间 簇

了〔了
, : 〕

,

对于每一个
z值

,

按照一定方法可以使得了〔了
,

习 成为平方可积空间刀〔了
,

月
,

这样
,

们可以找到L
Z

〔了
, : 〕中的完备系 {G

。 : a 二 ] , 2 ,

⋯
, n .

G , = e , : A ~ n + z , , + 2 ,

⋯ }

及截取的
n维子空间H

,

〔了
,

习
,

对于了 [了
,

习中的任意元素f可在 {G ‘}上作F O u ri e r 展开
:

f = 乙 ja G
。

+ 元 ,
·e ,

鱼塑,
‘。. (,

‘。。(e ))
(4

.

1 )
通 . 月 + 1

D (C )为定义在杆的流形C上的除有限点外几乎处处连续的函数的集合
.

我们回忆到三维非极连续介质力学中的虚位移原理
:

{ : d iv 。+ 。(。一。) : 。。、: +
币 〔p一 。n 〕。。、s 一 。

J V 一 口 V

(4
.

2 )

在 (4
.

2 )式中
,
仃

,

p b
, p a 和p分别是C a u e h y应力

、

件的虚位移
.

如若取为
:

占u = E 占甲
a

G
a

+ 兄 口切, 。,

口 . 0 A . 月 + 1

代进 (4
.

3) 式
,

可 以得到
:

体力
、

惯性力及面力
,

加是满足边界条

(4
.

3 )

会(
_

干{
,

过: d iv 。 + 。(。一 a ) : 。
·
、, +
币

_ ,

, 。(p 一 。n )。
·
J。飞。甲

。
J :

舀i J ‘ 、J冲
J o
冲

(
_

干仁刁 : d iv 。 + 。(b一 a )〕。
,
、, +
币

‘ ,

, 。(p一。n )。
,
、e

下。
, ,

J z

J 口 气J
‘

即 J o
‘

睁 夕

OOE
+

A 一 钻 + 1

+ 端面边界项 = o

(4
.

4) 式可以分解为下面三式
:

(4
.

4 )

立{
_

丁{
,

。〔d , v 。 + 。(b一 a )〕。
·
、, +
币

_

,

过。(p一 。n )。
·
、。飞。

* 。
d : 一。

舀玉
J U 、护冲

J o
冲

沪

(4
.

5 )
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(4
.

6 )
co兄

A 七 招 + 1

{万(
‘

刀 : d iv 。 + 。(。一 a )〕。
,
、, + 币 , 。( p一。。) 。, 、c

飞。
。 , 、2 一 。

J U 、J冲 J d浮
一

J

端而边界项二。

将 q
, “及 a在完备系上作F o ul ie r 展开

:

叮二 m ‘G
‘ u二甲‘吞

‘ a二 。一单‘G ‘

以及

t = 口k == M‘G ,

我们定义尸〔了
,

习的内积为
:

(4
.

7 )

(4
_

8 )

(4
_

9 )

<,
, 。>一 {

,

了列 , (丫 ,
,

。〔乙
:

: ,
, 二 : )

J冲
(4

.

1 0 )

这样
,

我们有

{
,

G
·
‘,、A 一 <G

· ,

G ‘>一。;

J冲
( 4

.

1 ] )

利用(3
.

3) 式
,

di v 。可 以写为
:

d iv 仃二 g
‘。

二
口 + g

么
一

刁, 仃 + g
3a

:
O

一

二
一

k (口
·
+ ·。“一

‘ x “,
, “ + d‘V “

(4
.

1 2 )

di v 是了面上的散度
.

「
J , .

。
。 , J

d M
‘
「 。

。

。
, J . 。。 ‘

f 。 。 , 。
.

_ 。 _
_ _ , 、

。
, ,

龟 /1 Q I V 仃行 “以丑 =
,

l 廿一。 ‘a 汽十 m
’

! 。 一吸a :

卞 T g a 二

一 T 茜
了

曰。‘u 人
J冲 a Z J汤 J冲

+ 「
.

Ga div 刀。

州
J峥

一

嘿
+ M

‘

{
、G

·

(。
·
+ ·。”

一
。, )G

!
d A + m ‘

乡
。、“。G

·
G ‘·“·

+ “
‘

手
。‘

严
·

以
g 阳

一{了雌
二d
Gad

,
(4

.

1 3 )

其中含r a d 为了平面上的梯度
.

我们利用了( 3
.

6) 式 及G a u 朋散度定理
.

此时 (4
.

5) 式成为
:

d M
·

/ d ·+ M‘· , 一 m ‘

{
、A G ‘

“r a d Ga d A + q一 J : , ‘一 “ “
,

“ ,

式 中
。 : 一 { Ga 。

:

“、翅 + :

币
J

Ga G ‘(, 。
二

一 二。
,
)、。

J
‘

峥 J d 月

+
币

J

月。
·
。

‘
七g , 。

c 一 :

(
J

。。(。。
:

一 , 。, )。
·
、, ( ,

.

1石)
’

丁
。
汤

- - - 一 ’ 一

0
’

一 J汤 ” “

q一 {
J

, 。、。
·
d , +
币

,

, 。p。
·
、。 (4

.

」
一

6 )

J对
‘

’

J 。汤

, : 一 { 刁
p 。

·

“J , (4
.

1 7 )

J汤

将式 (4
.

n )对
二
求偏导

,

有

<。
:
。

· ,

。>+ <‘
· , 。:

。 > +
币

:

〔: (。。
:

一 二。, )+ , 、g 刀〕。
。

。J c 一。

J 口
.

乃
(4

.

1 8 )
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利用(4
.

1 8) 式
,

(4
.

1 5) 式可以简化为
:

。 ;
一 {

,

。‘。
:

。
·
、, 一 :

(
J

。‘(, 。
二

一 二。,
)。

·
、,

J ‘即 J
t

乃

(4
.

1 9 )

一般地
, a :

G
a
+ r (夕口

:

一 x 口, )G
a

〔L
Z

「了
, 二〕

,

这样
,

从(2
.

1 3 )式
,

可得到
n 芍= O(。

。
)

同理
,

只要p 是连续的
,

利用(2
.

]3 )式
,

从(4
.

17 )式
,

有

J二一 O(e 。
)

对于项仁月G ‘
宫r a d G

a
、A

,

同样有
一 ’

J汤
’

~

(4
.

2 0 )

(4
.

2 1 )

{了
G ‘
“r a d G

·
d A 一。‘二 ,

(4
.

2 2 )

考虑到 (2
.

1
一

3 )
,

从(4
.

9 )
,

(4
.

1 0 )
.

我们有

m A ~ (叮
, e , ) = O (。

。

)

M
A = O (。

,

) 中
A

= O (。
:

)

利用(4
.

2 0 )、(4
.

2 3 )式
,

(4
.

1 4 )式可 以改写为
:

(4
.

2 3 )

、M
·

/ 。二+ M , , , 一 m ,

{
,

。‘, 宫r a d e
·
、, + g一 , ;中, + o (。二)二 o

J冲
(

‘

工
.

2 4 )

按照相类似的步骤
,

可 以将(4
.

6) 式转化为
:

、M‘z、: + M‘n

荃一 m ‘

{
,

, 。‘
宫r a d 。, 、, + , A 一 , 呀中

‘= o

沙
冲

(4
.

2 5 )

根据式 (4
.

20 )、 (4
.

2 3 )
,

( 4
.

25 )式 的右边项是O (。
”
)量级

,

这组方程可以忽略
.

在方程(4
.

24 )

中
,

忽略二阶小量O (。二)
,

可以得到有限变量的场方程
:

d M
·

/ 、二+ M , 。; 一 m ,

(
,

A G ,宫r a d G
O

d A + g
‘
一 J ;中, 一。

J冲

(4
.

2 6 )

将 (4
.

26 )式代回 (4
.

4) 式
,

并对d M
“

/ d动甲
。

分部积分
,

得到
:

仁一 m “
占K

。

+ (q
“
一 J ;单声)d切

。

〕d 之 + (M
“
占甲

。

)

+ 端面边界项二 O

Z +

Z 一C

口

!
J

(4
.

2 7 )

其中

K
。

~ kÀ d 甲
。

/ d z 一 kÀ 甲, n
之+ P竺À 甲 , ( 4

.

2 8 )

, “一

几
“ G

·

”
a d G 叼“ ( 4

.

29 )

在推导 ( 4
.

27) 式的过程中
,

利用了等式

M
a

= m a k ( 4
.

30 )

因为 m “

为二阶对称张量
,

根据功共辘原理
,

K
。

的对称部份 ( K 。 )即为与m “

相对应的应变

度量张量
.

设杆的两个端面
z = 二 1

和 z = : 2
用了 ( z , )及了 ( 2 2 )表示

.

( 4
.

7) 式可 以表示为 :

{
, , 、

( p一 。。)。u。, + !
, , 、

( p一 。。)Ju、, 一 。

J ‘

耳 LZ I 声 幼
‘

乃 Lz Z夕

( 4
.

31)

为了讨论的方便
,

我们假定了 ( : , ) ,
\

了 ( : 2 ) 两个面为杆在此处的横截面
,

此时 ( 4
,

31) 式中的

石等于 k上式可写成
;
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。甲
。

}
二 . : :

{
J , _ 、

(p + 。k )。
·
、, + 。甲

。

*
二 一二 ,

!
J , _ 、

(p一 。k )。
·

、, 一。

J 却、‘ i ) J
.

尽 气9 2 少

( 4
.

3 2 )

将(4
.

8) 式 代入上式
,

经整理可得到
:

M
·

}
·

一{
、 (二 、)pG

·
d A

M
“

,

一 !
、(

二 :
) pG

·

d A { (4
_

3 3 )

上式实际上就是杆问题的应力边界条件
.

最后
,

我们可以得到杆问题的虚功方程
:

{
_

[ 一 m
·

。K
。

+ (q一 , 答币, )。甲
。

: d 二+ (。,
。

{
, , _ 、

p。
·
。, ) }

二 _ 二,

J ‘ J ‘纷、‘1夕

+

(
“甲

·

!
、 (

之2
。pG

·
d A

)一
“

(4
.

3 4 )

、少、,
矛

5丹b八0CJ

:

在工程应用中
,

我们经常取
n = 2

,

且取C通过横截面了的形心
,

逆变基笼G
“

}取为
:

G
‘

~ 1 G
Z

~ x (4

从(2
.

1 0 )式
,

有

G
,

= 1 / A
, G

,

二李
x

1
二

(4

其中

“一

分
“

,

‘一厅zdA

分别为横截面了的面积 及对

取
仃 = 口‘Ji。À i ,

l 一~ l , 12
~ j

,

展开张量M
“ , m “ ,

可以得到
:

夕轴的
‘

质性矩
.

( f , j= 1 , 2 , 3)

13 ~ k

M ;
~ f

.

。k d , = 1f a ; 。、姓+ sf a 23
、, + k {

。 3 “d 过

J汤 J汤
一

J搏 J冲

一Q
:

i + Q ,

j+ Nk

M :
一 f 。k 二J , = ;f

_

。 ; : x 、月+ j ( 。 2“

、 , + kf
,

。 “, x‘

口冲 J冲
一

J冲 J冲

= M
: :

i+ M , :

j+ M
二

k

m l
一 (

‘

。、月 一 i‘À i ,

f
J
。‘,、, 一 m “ , i‘À i ,

J汤
一 ’

~ ‘ J汤
一

~ ‘

m Z
= !

,

。 x 、月 = .‘À i ,

{
。‘, x、刁 = m , ‘, i‘À i ,

J汤
’

~
‘ J汤 一 ’

( 4
.

37 )

平衡方程 ( 4
.

26 )式展开为

禁一Q , + kN + ““一 。

( 4
.

3 8 )

禁
+ ·Q

·

十 ““
二o , d N / d 之一 kQ

‘

+ 口‘
3
= o }
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一 了
M

, :

+ 庵M
,

+ km
Z‘l一 m l ll + 9 2 1 ~ o

+ r
M

, :

+ km
Z 么‘一 m 1 2 1 + Q 2 2 = o (4

.

3 9 )

脊
一Q

·

十 “
Z a

一。

将(4
.

28 )式展开为分量形式为
:

K
l

= k o d 甲: / d Z + iQ 甲2 ,

K : = kÀ d 甲汀d
z 一‘À 甲 :

令

( 4
.

4 0 )

认一封广
““

,

U , 一
肯协

““
,

,
:

一

封户xd “
,

, , 一

封户蒯

u
:

一

扑赵
( 4

.

41)
~ 1 「
甲

‘== 兀J汤u , x a 入

则有如下的
“

广义应力
”

与
“

广义应变
”

的对应关系
:

。
:

、粤(、u
:

/ d 二一 : u ,

+ 。
:

+ ku
:
)

‘

。 1 , , r r

叼
。

、 二蔺 灭Q Lj
乙

/ d z + r U
二

) ( 4
.

42)

N、d U : / d : 一 kU
: , 沉“ ‘

、小
: , 1 ~

m
‘

~ 、不 甲
,

乙

M
: :

、粤( d 功
:

/ d 二 一 : , , ),
‘

1
.

, , , , , .

二
JVI , “、万吸a p , / a Z 十 T岁

, ( 4
.

43)

M
:

、d 功
: / d : 一 k必

: , m Z“、 一 k必
: , m 2 2 ‘、一 2一 ‘k必

为了得到误差指标
。。 ,

可以利用T a y lo r 级数展开式
.

令 h为杆点x 坐标方向的厚度
.

对
‘

于任一属于刀的函数 f ( x
, 夕,

幻在二二 0处对二展开

1 , 二 , 。

j ( x , 夕 , 之 ) ~ j ( 0
,

, , “ ) + J
‘ ( U , 夕 ,

月) x + 万 J “
气“ , 夕 , “ ) 义 -

1 。 ,
_

。
、

l x 、2

~ f ( 0 , y , : ) + f ‘

( 0
, , , 之 )劣 + 亩h

‘

J “ (口 , 夕 , 2 ) 气; l
白

、 , . ,

_

二 j (
、

o , 夕 , z ) + f
’ ( o , , , 二 )二+ O ( hZ )

当我们采用 ( 4
.

35 )式时
,

下述关系是式成立的
:

P o f = f ( o , g , z ) + f 产 ( 0 , 夕 , z ) 戈 + O ( “。 )

代入 ( 2
.

9) 式
,

可以得到
:

j= f ( o
, , , z ) + f

‘

( 0
, 夕, 君)二+ O (。。 )

比较 (4
.

44)
、

(4
.

46) 两式
,

可以发现
:

君。 = h艺

( !8 }< h) ( 4
.

44)

( 4
.

45 )

( 4
.

46 )

( 4
.

47 )

五
、

壳 的 几 何

壳是一种具有在厚度方向尺寸比中面其它两个方向尺寸小得多的几何特征的三维体
。

若

记它的当前构型为毋
.

它的基本流形可取为壳的中面了
.

相对流形的法截线 为 C
,

在了面
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上取拖带坐标系护
“ : a = 几 2}

,

相应 的自然基记为 {a
。 : a = 从 2 }

,

沿法截 线 方 向取直线坐

标沪= : . 2 二 0对应于了而
,

C 的正向记为a 3二 N
,

记aa ,
、

b
口 , 为了面的第一

、

第二基本形式
.

a a
, = a

a ·
a , a a

N = 一 ‘
a

, a 声 ( 5
.

1 )

下面给出了必需的一些微分几何的性质
【’‘’:

自然基佃
‘: ‘~ 1, 2

,

3 }和基 {a ‘}的关系
:

g
。

= 召好a 产
,

9
3
一 N

,

g
。

~ 月洛a , ,

9
3
二 N (5

.

2 )

书武 二鲜
,

娜可二心
, “= 刚川

。

川
: 二拼批川

/ :
~ 尸此川

, , ,

川
3~ 沁

3

- 一科b答柳 (5
.

3)

其中
斌百= [ g

,
g

,
9

3

] 创万二 [ a , a Z a s〕 (5
.

4 )

g
。

和度量张量 g
。

,意义下的e h r i。七o ff符号户芬
:

和a
。

及‘ ,意义下的 e h r io t o ff 符号 厂 : , 的关

系
: -

户肠= I’肠十艇拼急峭
,

厂言
。~ 一此b ; (5

.

5 )

在第五
、

第六两节中
,

小写G re
e k 字母指标取值 ], 2 ,

小写L at in 字母指标取值 1, 2
,

3
,

大写

G re e k 字母指标取值 ], 2 ,

⋯
, n 。

大写 L a tin 字母指标取值 ], 2 ,

⋯
, n , 。+ 卜 ⋯ 指标A取值

n +

1
, n + 2 ,

一
。

壳体中的体积元素为
:

d V = 〔g
,

9
2

95 ]d ol d少d : 二心万d ol d少d z = 拼d月d :
(5

.

6)

d A为壳中而的面积元素
,

对于壳体的边界口萝
, 它 由上

、

下表面
二 + , 2 一

及侧面 :
所组成

.

对

于上表面
,

有
:

口
a二 +

~ 一 n
·

g
a

/ (n
·

N )= 一刀n , 拼尝
、

(5
.

7 )

对于下表面
,

同样有
:

刁
a二 一

= 一 n
·

g
a
/ ( n

·

N )二 一 叮。, “套 (5
.

8 )

其中n为上
、

下表面之法线
,

彻为n 在a , 的分量
:

n , = n
·

a 尸 , = (n
·

N )
一 ‘

= n 百
‘

(5
.

9 )

壳体上
、

下表面的面积元素为

d s = (g
: x 9 2 )

·

Nd ol d少
·

叮~ 刀专d A (5
.

1 0)

对于侧面
: ,

我们仅讨论它垂直于中面的情况
.

它的面积元为
:

d s = 拼‘a ,
d 口

,
d z

·

(g
a

·

石)一元d拼孚
。 。‘d o

少
d 二 (5

.

1 1 )

其中元‘为
: 的单位外法线

, 。 “ ,

为了面上的轮排张量

行= 行‘a 。 而‘= 朽
·

a d (5
.

1 2 )

六
、

壳的基本方程及误差估计

对于以壳男为定义域的函数空间
,

可以看作是以了为参数的一个函数空间簇了〔
z ,

了〕

如果对于 V fC了〔: ,

了〕, 要求加权平方可积

1{
。

、dz 卜
-

则了〔
: ,

了〕成为一个平方可积函数空间簇尸〔
: ,

了〕
.

如果我们定义D (了 )为了上的几乎

处处连续函数 的集合
·

{G , :
I一子

,

2, ⋯
, ” , ” + b

一

、
二

沙为尸〔
‘J

了 〕上的完备基
·

则对于

V 了〔乙
2

〔二 ,

了〕
.

有
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一
云,

,。,

丛
‘,

,
, (,

了。。(、 ) , , , 。:
名

〔:
,

, 〕)
( 6

。

1 )

本节中
, 我们再从非极连续介质力学中的虚位移原理出发

{芳
“y二

”(“一 , 〕‘U“犷·

手
。

扩
,

一
〕‘U“S 一”

(6
.

2 )

我们选择加如下
:

d u 二 d甲r G r + 占甲通e 汤

将 (6
.

3 )式代入 ( 6
.

2 )式
,

并利用(5
.

6 ) , (5
.

10 ) , (5
.

2 1 )式得到

(6
.

3 )

{
、

{{
。。〔d ‘v 。 + p (卜

a )〕G ·d c + 〔; 。印 一 。n )G · : ,士}
‘甲· d A

+

以{
。。〔d ‘v 。 + 。(卜

a )〕二d C + 〔; 。印 一 。n )二〕:士}
‘甲·、,

+

丁
。

‘。(p一。“)。J。 ,
‘J ; 、。?、一

。
(6

.

4 )

将口
, u , a进行 F o u r ie r 展开

:

u == 甲IG , ,

a一 u= 苹
了G , ,

g ‘o = 0 9 ‘= Ml ‘G , = Mla ‘G ,

从商定理知
,

M了
为一个二阶张量

.

我们定义刀[z
,

了〕的内积为
:

(6
.

5 )

。>一

{
。。f o d · ‘v f

·

。〔L 么〔一‘〕,
(6

.

6 )

因为

G,> 一“f一{
(厂 ~ I )

(厂= 1 )

(6
.

7 )
r

护护Jl七
卜

/\/\

对 0a 坐标求偏导得到
:

<口
。

G r ,

G , > + <G r ,

利用壳 的几何特性
,

展 开d iv 叮

。
。

‘
,

> +
{

_

;
。

。 r 。, 、二 一 [ , 。。r 。, n , 。竺] :士一。

沙 C
(6

.

8 )

d iv 口 = 9
0

口
a 叮 + 9 3口

: 。二口
a

(Ml a O
G

,

) + 口
:

(MING z )一口
。
g

a 。

{
_

。d iv 。、: 一 {
_

; 。r 。
。

(M, a 。

。, )、二 +

{
, 。 r。

:

(M‘N。 ; )J :

J 口 J 口 J C

一

工
。; G 厂“

·

g
““d “

(6
.

9 )

上式中的右边第一个积分项为

!
_

; 。r 。
。

(M‘a ·
。 , )、: 一。

。

(。r a ·
)
一

‘a 。

「(
, 。, 。

。

。r j z

J 口 L J O

一 {
_

; , ;。孚
, 。

‘, 。厂J :

1
+ 〔, 。。 r n , ; 竺。9

0

2二士
J 口 J

( 6
,

1 0 )

第二个积分项为

{
_

, 。r 。
:

(M‘N‘: )‘: = 。‘N (
_

; ‘护。
:

。‘、:

夕U 沙 C
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= M , N〔(。G r G
,

): :亡一 {
; ‘, 。

:

G r d 二 +
{

_

; , 攀。百G
, G r d 二

夕 口 沙U

( 6
.

1] )

而

口
。

g
“
二 一厂 : , g 了~ 一 (F : , + 兄不户二

, , )g 声+ 兄艾b事N

所以( 6
.

9) 式中的第三个积分项为
:

{
_

。
。

g
·。。。 r 、二

一
Mr a , r : , 一 M‘a ,

{
_

。。 , 。r 、; ; :
, , 、:

沙 心 J 口

+ M了N

{
。。G · G 才‘:“。d

Z

(6
.

1 2 )

将 (6
.

] 0 )、(6
.

1 2 )式代入 (6
.

9 )式
,

{
。。r d iv 。、: = 。

。

(M
‘

,

a ·
) + M r a , r : , 一M‘a ·

{
_

。。,。
口

‘ 厂、二

J C J ‘

+ M了N〔(“G r G
,
) 1互士

而( 6
.

4) 式其它项为
:

一

!
。。G

了
”

·

G ·d 二〕+ 「; 。G
‘
’

”, 。““。
“

〕,广
( 6

.

1 3 )

〔“, (p一 a n )G r 〕尝亡= 〔拼粉pG
r 〕雪亡一 [ 拼, o g

a n , 拼尝G
r 〕尝二

一 [ 拼粉o N , 3 G r 〕雪亡 (6
.

1 4 )

l
,

““‘p一 q ”, , ‘。,
〔 d ‘d”

’
d ·

一 { 。甲二 〔} ‘
r p。‘。纂、

: 一 M‘a ·

{
_

。 r 。 , , , 。: 。‘。弃、
: 〕‘。; 、。

,

J J汤 夕v

(6
.

1 5 )

将 (6
.

13) 、 (6
.

1 5) 式代入( 6
.

4) 式
,

经过整理得到
:

口
a

M
尸a a + M了n

f + q
厂

’

一 Jf中
I = o

口
。

M
, a a + M厂n , , + q

, 一 J , ,

中了~ o

{ 。甲二

「{。
r p , 。。;、

: 一 M , a · 。, 。‘

{
_

。
r
。, ; :。; 1

‘。; 。e
,
一。

J a汤
L J C J ‘ J

(6
.

1 6 )

(6
.

1 7 )

(6
.

1 8 )

其中

因为

利用( 2
.

。f一
a ·

(
。。 ,。

。

。r 、: 一 N 卜6 : 。‘+ !
_

。。 ,。
:

。r 、二

飞
J C L J ‘ J

q一{
。。。b‘

r
“· + : 。。p‘· : :二

,

“一{
。 ; ‘r G

了p d ·

n

一
a ·

{
。。G 了“⋯d一 N

{
一 “: ‘一 +

l
。。G 了口⋯d ·

, 一 !
。。。“二d · 十仁。。p二〕;亡

,

J
了

一!
。。二 G

了。d ·

日
:

G 厂 , 日
。

G r , 户G r 〔L 忽〔z ,

了〕

(6
.

19 )

(6 2 0 )

(6
.

2 ]
.

)

1 3 )式
,

可得到
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n二~ O (e ,
) J二= O(e 。

)

注意到事实
:

M滋= M , = O (君
,

) 中滩二币, ~ O(召
,

)

(6
.

1 6 )式变为

口
。

M厂a a

+ M△n至+ q r 一 J至中△+ O (。乏)~ o

忽略二阶小量
,

可得到壳的场方程

氏M厂
aa + M么,

公+ q尸一J戈中
△二 o

同理
,

对(5
.

1 7) 式进行量级分析
,

可知此式左边是一个

对于边界条件
,

作如下一些简化

(6
.

2 2 )

(6
.

2 3 )

(6
.

2 4 )

(6
.

2 5 )

O (e
。
) 量级项

,

该组方程可以忽略
。

1
二一 岛拼岛 上

仔

这样( 6
.

1 8) 式可以近似为

畔”弗 (6
.

2 6 )

手
。

产
·

叮
。

Gr p“一M尸“

]ac
一“

(6
.

2 7 )

推导过程中利用了等式
:

d c = 而J、。 ,
d sy

口
r 一

{
。

二Pdz ( 6
.

2 8 )

则壳的应力边界条件为

M r 行一 q
r (6

.

2 9 )

利用这些结果
,

我们可以从(6
.

4) 式推导出壳的虚功方程
:

仁〔
一M 厂 :

旅
二 + , 二甲二一理妒抑月、A +

币
、

」
。甲 : M厂。dc 一 。

J
‘

即 J O ‘

即

(6
.

3 0 )

式中 K r 二口
a

甲r À a a + 6 : 甲二 O N一 甲‘O n全

K r
就是与应力合矢M 厂

相对应的应变度量张量
.

在工程应 用中
,

最有应 用价值的是取
,
等于 2,

且取

G l= 1 G Z = 宕

则有

( 6
.

31)

( 6
.

32)

�

、
尸

八舀nj
.

八匕了、

、...t户...户~ 1 l r
。 ,

f
,

、 。 1 Z f
, ,

f
,

\

行’== 百气J
。“z ℃“一 之

J
。“Z a 之

)
,
行, = 百气一J

。 拌z a 之十 Z

J
。拼a Z

)

G = iG
。 , I= (

, z 咄 :

(
J O J 口

N
。 , 一

l
_

; ; 攀口
· , d 二 ,

J 口

脚。

一

!
。。。,。。, d一

M
· , 一

{
。; , , a

o y·d 二 ,

沙
一

仃
。

”dz )
“

二一 ,
。 , 一

{
口; “‘

。。一

!
口。。3 3d ·

M一{
。; 。一、·

( 6
.

34 )

平衡方程 ( 6
.

25 )写成分量形式
:
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N
a 尹l

。

一 b 套N
a 3

+ q ’声一 J久甲
“声= o

N
a a

j
。

+ b票N
a 声+ 。’

3
一 J人梦A , = o

M
a 声I

。
一 b君M

a s
+ 口

2 夕一 J大甲
“声‘。声

}
(6

.

3 5 )

其中

M
a 3

}
。

+ b
。

, M
“ “+ g 么8

一 J久甲
“3

= 。3

q “‘一 J义护
“‘~ (q‘一 J公中

“)
·

a ‘

}
(6

.

3 6 )

(6
.

3 7 )

三维连续介质力学中
,

C a u c h y 应力是对称的
:

〔‘, 。a ‘j = 0

。。, 。

为三维空间的 E d di n g 七o n 张量
.

在二维壳面了上
, (6

.

3 8 )式为
。。 , 拼 ; 拼里a

y d = o ‘ , 。a 占3
+ ‘, , a 3 尹一 o

在上式两式同乘以拼 , 并在C 上积分
:

‘。 , (N
a 尹一 b 雾M

y 夕)= 0 ,
(
。, 。

+
。。 ,

)犷
“
~ 0

另外从定义 (6
.

3 4) 式
,

可得到关系式

厂
a

= m a

+ b ;M
”习

对于以壳多为定义域的任一函数f〔刀〔
: ,

了〕在
z = o点对

z
进行 T a y lo r 展开

( 6 3 8 )

( 6
.

3 9 )

( 6
.

4 0 )

(6
.

4 1 )

f = f(o ,

了 )+ f
‘
(o ,

1
,

‘

旷 )之
.

十
一石 J
‘

(0 ,

了 )之

一, (。,

, ) + * ,
/
(。,

、 )

(青)
+

合
*

2

,
·
(”,

、 ,

(又)
“

二f (o ,

了 )+ f
,
(o ,

了 ): + O (h
么
) (jsj< h )

式中h为壳的厚度
.

在 (6
.

32 )式的条件下
,

有
:

P
”

f ~ f(o ,

了 )+ f
产
(o

,

了 ): + O (e 。
)

则 (2
.

9) 式成为

f ~ f (o ,

了 )+ j(o ,

了 ): + O (。
。
)

比较 (6
.

4 2 )式与 (6
.

4 4 )式
,

可得到
￡ ,
二 h么

(6
.

4 2 )

(6
.

4 3 )

(6
.

4 4 )

(6
.

4 5 )

七
、

本构方程的构造

在三维连续介质力学中
,

材料的本构关系为
‘’么’:

叮二 C(了
万)

即。为变形梯度了~ l+ g ra d u 的全部历史的泛函 !为单位二阶张量
.

引入

了
朴 = l+ g r a d (P

。u )

了
朴的过去全部历史记为了筹

,

注意到

仃二P
。 叮 + O (e ,

)

故当 c 可微时
。

有

P
n
a 二 C〔了夯〕+ O (。

,
)

从前几节可知
, 尸声 即为杆

,

壳的应力合矢的函数
.
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八
、

结 论

前面几节中
,

我们 巳经得到了杆
、

壳理论 的场方程 (平衡方程 )
,

应变度量及本构方程
.

显且得到了它们的误差估计
:
平衡方程的误差估计为 O (。二)

,

应变度量从功共辘原理得到
,

是精确的
,

而本构方程的误差为 O (。
,

)
.

可见
,

这三种方程的误差量级不一致
,

本构方程 的

误差最大
,

从而影响了整个方程系统的误差降低
.
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