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摘 要

本文讨论了将单位圆内部映射成由任意曲线(包括任意曲线割缝 )边界围成的单连通域内 部 或

外部的保角变换问题
.

以多边形逼近单连通域的边界
,

采用 S 。五w ar tz 一 C五r is tof fe l 积分建立单位

圆与该多边形的映射函数
.

给出了确定 S c hw ar tz 一C h r is tof fe l积分中未知参数的数值计算方法
.

关健词 曲线边界 保角变换 S e h w a r t z 一C h r is to ffe l 积分

一
、

引 言

采用映射
一

复变函数方法求解边值问题在弹性力学
、

流体力学以及物理学中有广 泛 的应

用
,

尤其在近二十年发展起来的线弹性断裂力学中
,

求解具有割缝边界的问题
,

更显示出了

它的优越性
.

但是在以往的研究中总是局限于较规则的边界
,

因为可采用初等函数比较容易

地将单位圆映射成这样的边界
,

使问题转化到单位圆上研究
.

事实上
,

我们遇到的大部分问

题是任意曲线边界的边值问题
.

因此
,

无论在理论还是实际上建立单位圆与任意曲线的映射

函数都具有十分重要的意义
.

尽管 R e im a n n 定理指出了单位圆与任意曲线映射函数的存在性
,

但 片没有给出具体

的映射方法
.

理论上已有三种近似方 法
,

其一是共扼三角级数法
〔‘’; 其二是建立 在 映 射函

数极小定理基础上的一种方法
〔￡’.

这两种方法都是构造一个多项式来逼近映射函数
,

前者按

二边界的点的对应关系
,

后者按映射函数在任意曲线边界的面积积分关系得到一组确定多项

式系数的线性方程
.

二者的共同缺点是对于边界有延伸到无穷远点的情形或 由割缝组成的边

界无法处理
,

而且数值计算的程序通用性差
.

第三种方法也是本文要进一研究的
〔“, ,

克服了前两种方法的不足之处
.

它是以线段逼近

任意曲线
,

这些线段构成一个多边形
,

采用 S c h w ar 垅
一

C h ri s to ffel 积分 将 单位圆保角

映射成多边形
.

尽管该方法理论较完整
,

但没有一个可 由计算机实现的计算方法
,

因而没有

引起人们的足够重视
.

本文将分别讨论把单位圆内部映射到多边 形 内 部 或 外 部 两 种 情 况 的 s c h w ar 七z
-

份

钱伟长推荐
.
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_
——Chr is七of fe l 积分

,

这个多边形除了可以是一个闭的 J or d o n 曲线以外
,

还 可 以 是由割

缝组成的或一个顶点在无穷远的特殊多边形
.

同时给出了处理瑕积分 的变换公 式 以 及 确定

Sc h w ar tz
一

c h ri s t of fe l 积分中未知参数 的逐次迭代线性方程组
.

最终实现单位圆到任意

曲线 的保角映射
.

文中最后一节通过三个例子说明了该方法是可行的
.

二
、

单位圆内部保角映射到多边形内部的

S e h w a r tz 一
Ch ris to ffe l积分

首先讨论将上半平面保角映射到多边形内部
,

变换到上半平面
.

然后再经分式线性变换把单位圆内部保角

2
.

1 上半平面到多边形内部保角映射的 S eh w a r z 一

C h r is t o f fe l 积分

定理 1 〔“’ 设函数雪~ 。 (z) 把上半平面 Im z > 。双方单值保角映射成内角为 汽二 0 < a ,

(

2 , 。二 1 , 2 ,

⋯
,

N
·

的N 边形的内部
,

而且实轴上的点
。,

(一 oo < 。; < 。2 < ⋯< a N < + OO ) 对应

于N 边形的顶点
.

那么

。 二 , 一 e
,

I
·

八
(, 一。

。

)·
,
一 ld , + C Z

(2
.

1 )

其中 C :和 C Z
为常数 ;

E
a ,

二N 一 2
.

公式 (2
.

功中
a 。

(n = 认 2
、

⋯N )有三个点可以任意选取
,

C
;

与仇可由多边形与上半平面

二点的对应关系来确定
.

这样
,

(2
.

1) 式中有N 一 3个未知参数
a ,

须 由问题的条件来确定
.

2
.

2 S e h w a r t z 一

C h r is t o ff e l 积分中未知参数的迭代方程组的建立

如图 ]所示
,

若 以刁
‘

表示多边形 的第‘个顶角
.

那么第i个

边的长度为
:

A ‘A ‘

一 ’“
‘

一“。, 一 , c
l

,
!I:}

“

n (卜
a 。

)口
”
一 ‘ d t

(2
.

2 )

如果选取使
二 一a 。

为正实数对应 (: 一。 二

、“一
’ (n 二 1 , 2 ,

⋯
,

N )

的单值解析分支
,

则 (2
.

2) 式可写成
: 圈 1 多角形

, ‘, ‘+ ,
一 }e

:

!
I:

’

绝
(卜二)

一
。

互
一 }C

l
!
{:{

+

“(‘
、

“才

(a
,

一 t
_ ·

a 。
一 , d t

(2
_

3 )

式 中

f (r) = n (r一 a ,

)a
。
一 ‘ ·

n (a
。

一 )a
”
一 ‘

(2
,

4 )
移 . ‘+ l
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如果给定的多边形各边长 与第一边 的比为几
: (‘~ 2 , 3 ,

⋯ )N 则 :

A ‘A ‘十 z

A IA 2 元。 (A , 十 ; 二A : ; i二 2 ,
3

,

⋯
,

N 一 1 ) (2
.

5 )

选 定(2
.

3) 式三个参数
a , 、

几和助
,

方程 (2
.

5) 中独立方程只有N 一 3个
.

令
:

J 。(· : , ·· , · ·

一
, 一

鱿)
““‘, d ‘

(2
.

6 )

则(2
.

5) 式变为
:

J ‘(a 3 , a ‘ ,

⋯ a 万 _ 1
)二义‘J

l
(a s , a ‘ ,

⋯
, a 万 _ 1

) (f= 2 , 3 ,

⋯
,

N 一 2 ) (2
.

7 )

下面给出方程 (2
.

7) 的近似解法
.

J石
。, = J‘(a

石
。, , a
玉
。, ,

⋯ ,

选取参量的任何一组初值可
。 ’

(]’ = 3 , 4 ,

⋯
,

N 一 ”令
:

a
肥

: ) (2
.

8 )

一

赞一资
‘·‘

ai0),
“

l0),
”

’ , “
彩

’

(2
.

9 )

占梦
’” a , 一 a罗

,

将方程 (2
.

7) 左右两边按 好

(i~ 2
,
3

,

⋯
,

N 一 2 ; I二 3
, 4 ,

⋯
,

N 一 1 ) (2
.

1 0 )

展成 T a y lo r 级数
,

并且只 保留一次幂
,

就 得
;

J{
。’+ E 占乡

, ’口J毛
o ) ,

I
一

丁竺一

= 几 ‘ .

口a 了
一

、

Jf
。, + E 占乡

‘’ 口J 1
0 ,

口a , )
“一 2 , 3 ,

一N 一 2 ,

(2
.

] 1 )

求解这个方程组得 到 刃
’ ,

于是 :

a

乡
‘, = a

罗
, + 占;

‘, (j== 3
,
4

,

⋯
,

N 一 1 )

再设

占梦
, 二 a , 一 a

乡
‘, (j= 3 , 4 ,

⋯
,

N 一 1 )

求解类似于 (2
.

1 1) 式对于修正值 占尹(j = 3 , 4 ,

⋯
,

N 一功的方程 组
,

可得到彭
, , .

一般地
,

迭代方程组可写成
:

( 2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

乙 占乡
‘十 ‘’

·

瓷
‘J“

’一““
“
”一““‘” 一 J‘

“’

(;
= 2 , 3 ,

⋯
,

N 一 2

k二 O , 1 , 2 , )
‘2

·

“ ,

及 a , 二 a

犷
, + 占犷

+ ‘,

上式可以计算出 内 (j 一 3 , 4 ,

⋯
,

N 一 1) 的值到任意精度
,

即对给定的误差界E P S
,

总可有一

个k使得彭
介, < E P S (j= 3 , 4 ,

⋯
,

N 一 1)
.

2
.

3 迭代方程组中系数的确 度

( 1 ) 如果 a 。一 1 > 0
,

伪
+ : 一 1 > 。,

则积分 (2
.

6) 为定积分
,

可以直接采用一种数值积

分方法计算其值
.

而
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典
一伴

‘
~

牛奥f (, )、‘

a a , J a

“
一 a 了

( 2
.

1 5 )

( 2 ) 更一般地
,

如果a ‘一 1 < 0 , a ‘十 1
一 1 < 0则积 分(2

.

6 ) 是以 a ‘ 与 a ‘十 :
为瑕点的瑕积

分
。

取 (。‘, 。。十 : )区间中任意一点
e ‘,

在 (。。, e ‘)上积分作 t= 。‘+ x T/ a ‘的变换
,

在 (e ‘, 。‘十 : )

上的积分作 t二 。‘十 1一 二‘/a t+l 的变换
,

消去奇异项可将瑕积分转化为定积分
:

。 。,

升
、 , .

1 产
.

子
、 , _

J ‘= 万一
一

l 甲 (a ‘+

一
戈“

, 十‘) a x +
~

石丁 1 势 L a ‘一劣 一 , a ‘

“ ‘+ 1 J o 认畜 J 。

(2
.

16 )

B = (a . 十 ;
一 e ‘)a

‘十 , 一 E = (c : 一 a ‘)a ,

甲(t)~ n (r一 “,

)
a ”一 ‘

n (a
。

一 ) a ”
一 ‘

(2
.

1 7 )

月 . ‘+ 2

势(t )= n (t一 。。 )
a

一
’

n (。
。
一 t )a一

‘
(2

.

1 8 )

目 . 该+ l

关于(2
.

1 6 )的口J
‘
/ 刁

a , :

A ) 当j< f或j> ‘+ 1时

时、
_

~ 卫
一

f
d a 了 a ‘十 I J

1一 a J
l

一

甲(a ‘*

一 x a , + ‘
)d %

o a ‘+ a一 x a ‘+ i
一 a ,

l一 a 了

1

a ‘+ 劣 a ‘
一一 叻(a 。+ x

一 0 了

l

a ‘

)d 戈 (2
.

1 9 )
户‘.l.J1

一、+

B ) 当j= f时

热一工 (
,

口Q云 “ ‘+ 1 J o

1一 a ‘

1

a ‘+ -一 口‘一 劣 a ‘+ i

1

甲(a ‘+ 1一 x a ‘+ ‘
)d x

1 「,
, , , .

号
、 , _

一势‘C ‘)吸c ‘一 “‘)a ‘
一 ‘

+ 飞万
.

J
。

,
‘

L“‘+ x 一

”
a x (2

.

2 0 )

,
/
(, )一 , (矛)

·

鑫号1 要 l

(2
.

2 1 )

C ) 当了= ‘+ 1时

刁J‘

口a ‘+ l

.

l fa
, , _ _

升
、 _ ,

_ _

= 甲气c ‘)又a 杆一
C ‘)“‘+ 1一 i

十 万丁 l 甲
’

、a ‘+ z一 轰一
‘
宁 ‘

, “ 汤

认‘+ 1 J O

1
‘

f刀

十

—
啥

“‘ J O

a ‘+ l一 1
1

口‘+ 1一 口‘一 X ‘ 、

l

劝(a , + 戈 a ,

)d 劣 (2
.

2 2 )

甲, (t)二中(t )
议。
一 1

t一 a ,
(2

,

2 3 )乙川曰

中里里式这
.

这



单位圆到任意曲线保角变换的近似计算方法

2
.

4 上半平面到有一顶 角 在 无 穷 远 点 的 多 边 形 内 部 保 角 变 换 的 S c h w a r 耘
-

C h r is t o ff e l 积分

如果多边形一顶角如A
。

点对应于上半平面的无穷远点
,

这相当选 定了 a 、 ~ co
.

作变换

z ~ a 二 一 1 / 田则 (2
.

1 )式变为
:

; 一 c :
厂红

‘
(,
一 ; ,

“

一 ‘“t+ c ;
(2

.

2 4 )

只要选定二个参数川和成
,

采用前述相同的方法可以确定出其余N 一 3个参数
.

特别地如果多边形顶角A
。

在无穷远处
,

采用公式 (2
.

2 钓 即可避开 (卜仰 )a
、
一 ’项由于

a N < o引起的瑕积分的计算
。

2
.

5 单位圆内部到 多边形内部保角变换的 s c h w a r t z 一
C h ri s 七o ffel 积分

将单位圆内部保角映射到上半平面可采用分式线性变换
:

勺~
Z 一下
之一 p

夕一粉护

1 一 叮
(2

.

2 5 )

式中v为上半平面的任意一点
.

把(2
.

2 5) 式代入 (2
.

均式
,

得
:

丫一刃,

亡一“(”’一 c !

生
。’一 ”

n (t一 。 ,

)
“ ”
一 ‘d t+ C Z

(2
.

2 6 )

或为

式 中

: 一。(。)一 C :

{乙 (t一 a 二) a
一

’d t + C ; (2
.

2 7 )
0 ” 二 l

(拄= ] , 2 ,

⋯
,

N ) (2
_

2 8 )

为单位圆周上按逆时针方向依次排 列的点
.

公式 (2
,

2 7) 就是将单位圆内部保角映射成多边形内部 的 s c h w a rt
z 一

C h ri 。七o ffel 积

分
.

事实上只要由方程 ( 2
.

1 4) 求 出
a 了(j ~ 3

,

4 ,

⋯
,

N 一协
,

就可以认为函数 亡= 口(帕 巳经确

定
。

三
、

单位圆内部保角映射到多边形外部的

S e h w a r tz 一
C h r isto ffe l积分

定理 2 『“’
:

设函数亡= 。 (习把上半平面Im z > 0双方单值保 角映射成外 角为a ,

武 O< a
。

(

2
, , = b Z ,

⋯
,

N )的N 边形的外部
,

而且实轴上 的点
a 二

(一‘ < a ,

< 山< ⋯ < 。 二

< + “ ) 对应

于N 边形的顶点
,

那么

: 一。 (· )一 C
l

!

二

fl (t一 a 。

)
a

一 ’

。 ”

(-tl.
, )4( ,一

分
“t+ 矶 (3 1 )
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其中C : 及c :
为常数 ; , 为上半平面中的一点

.

而且艺
a 。

二N + 2
.

对 (3
.

1) 式作

之一 y
2 一 p 或

夕一刁护

1 一勺 (3
.

2 )

的变换
,

得到

“一“‘, , 一C‘
买感

(卜
·二)
一李 (3

.

3 )

月C.
+

式中 二 粤二艺
0 。

一 V (3
.

4 )

为单位圆周上按顺时针方向依次排列的点
.

公式(3
.

3 )即为将单位圆内部保角映射到多边 形 外 部 的

分
.

间题的求解在于确定 , 和 a 。
(”~ 1

, 2 ,

类似于前节的讨论
,

取定夕
、 a , 和处,

S e h w a r tz
一

C h r is to ffe l 积
。

二N )
。

可以得到关于 (3
.

1) 式的迭代方程组
:

万
戈, 月。殆+ ‘) 口

六
一 J

孤万
(刀幻 一只

‘ J荃幻 )二兄‘JI们一 J百幻

(‘= 2 ,
3

,

⋯
,

N 一 1 ; 寿二 o ,
1

,
2

,

⋯
(3

.

5 )

式中 , ;一 {一fi
、卜

。
;

, ) )

一
, 0 泣 ” 一 1

若取 , 二‘二 斌二丁令
:

n (a护
, 一r) a ,

一 ’

拍 . ‘+ l

d t

(t一 y )“(资一 , ) : (3
.

6 )

, (犷)=

丽争
户

鑫
(,

一
)

一
刀

fl (。
。
一 t )“

”
一 ‘

(3
.

7 )
肠 一 ‘+ 1

甲(t)=
1

(1 + tZ

) 2 n (t一 。。 )a
”一 ‘

n (。
。
一 *)“

”一’

(3
.

8 )
协 一 口+ 2

价(t)= 又砰参砰只
“
一

’“一 ’
万

n (。
,
一 t)“

,
一 ‘

(3
.

9 )
ft 一 ‘+ 1

则

, ,
(‘)一

(亡
月一 1

. 今 l + 1

a 。
一 1 4 t

一

万千百丁~ 一 I干万卜
(‘,

(3
.

1 0 )

, , (, )一
(鑫裔芍若

矛)
, (‘)

. 八 .

(3
.

1 1 )

这样方程 (3
.

5) 中 的 月幻与 日打幻归
a , 的计算公式与 2

.

3节给出的完全相同
.
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四
、

算 例 与 讨 论

用 F O R T R A N 语 言编制关于方程 (2
.

1 4) 和 (3
.

5) 的程序
,

在 A S T P 2 86 机上运行
.

输 入 a ‘,
可0) 和凡‘

,

采用高斯法求积分
,

全主元高斯消去法求解线性方程组
,

取误差 界 E P S

= 10
~ ”.

算例如下
.

例 1 将上半平面保角映射到以圆与沿其径长等于半径的割缝为边界(简称边界 I ) 所围

成区域的内部
.

边界 I如图 2 所示
.

表 1和表2分别给出了以十四边形和+ 八边形逼近边界 I时计算的输

入参数与计算结果
.

例2 将上半平面保角映射到以 1/4 圆弧割缝为边界 (简称边界 I ) 所围成的区 域 的外

部
。

边界 I如图 3 所示
.

表 3和表4分别给出了以六边形和十二边形逼近边界 I 时计算的输入

参数与计算结果
.

例 3 将上半平面保角映射到以割缝和凹线构成的十三边形 (一顶 角在无 穷 远处 ) 为边

界 (简称边界 I ) 的下半平面
。

边界 l 如图 4 所示
。

表 5 给出了计算的输

入参数与计算结果
.

1 2 边界 I

裹 1

圈3 边界 1 圈4 边界 I

上半平面映射到以十四边形通近边界 1 内部的翰入今数与计算结果

0
.

8 3 , 3 3

一 5

0
.

8 3 3 33

一 1

0
.

8 3 3 3 3

一 O
。

8

0
.

8 3 3 3 3
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通过以上计算我们认为
:

(1)
、

以多角形逼近任意曲线可以达到任意的接近程度
.

当然随着多边形边数 的增加
,

计算量也相应地增大
。

(2 )
、

通过对结果的验证 (计算(2
.

1) 式
、

(2
.

2 4) 式和 (3
.

1) 式 ) 可 知
,

误 差 在 〕
.

0 一 “、

10
一 ‘和10

“ “时对映射效果影响不大
.
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表2 上半平面映射到以十八边形组近边界 1 内部的输入, 教与计林结 .
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(3)
、

对于任意选取的N 一 2 (或N 一 3) 个初值可0) ,

如果迭代一次使其中的一个小于选



单位圈到任意曲线保角变换的近似计算方法 457

定 的
。
尹

,

则下次迭代会出现负数开方 的错误而停止程序的运行
.

实际计算时可以选取一组

初值试算
,

以保 证 可
。,“= 1 , 2 ,

⋯
,

N )的单调性 (可 以编一段程序重排任选初值的顺序
,

只

要它们不小 于 呵0) 而保递增即可 )
.

( 4 )
、

算例中迭代次数 L J I 依次是7 , 8 ,

]1
, 8和 10

.

L J I 取决于 初值 可0) 的选取
.

实际

上
,

可以选取较大的E P S (如E P S ~ 5 x 10
一 “

)计算
,

然后选取这时结果作为初值正式计算
,

这样可以降低迭代次数减少运行时间
.

总之
,

用该方法进行近 似映射是行之有效的
.

它不仅适用于单位圆到一般的闭曲线的映

射
,

也适用于单位圆到特殊的闭曲线 (如任意闭割缝 ) 或有一点在无穷远点的
“

闭
”

曲线的映

射
,

而且程序输入数据简单
、

通 用性强
.

这使该方法优于其它方法
.

并且这种计算方法的实

现为求解一类极有应用价值的数学物理方程提供了可能性
.
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