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摘 要

本文导出了一般粘弹性厚板含剪切
、

挤压和转动惯性效应的动力方程
,

它是弹性厚板 动 力方

程的推广
.

据此方程还可退化得到若干种类型的中厚度粘弹性板的动力方程
.

关. 询 粘弹性 厚板 动力方程

_ 日犷 呈犷
、 J . 「刁

与弹性薄板理论相比
,

弹性厚板理论近似地计及了剪切
、

挤压和转动惯性三种效应
.

由

于有关效应所作的几何假设不尽相同
,

便形成各种类型的弹性厚板 理论“ 一 3 ’;
有关弹性厚板

的动力理论
,

在文献仁4 〕中有较全面的论述
.

粘弹性板 的许多研究工作
,

大多讨论准静态情形
‘5 一 8 ’.

M as e 曾直接写出线性 小挠度粘

弹性板 的动力方程
〔。’,

但只限于薄板且未论述缘由
.

P a n 采用粘弹性材料微分型 本构关系
,

推导出线性小挠度粘弹性中厚板 的控制方程
〔‘。’ ,

它是弹性M in dl in 中厚板动力方程的推广
,

曾被N a g a y a 引用于曲边板
〔“ ’.

关于粘弹性厚板的一些文献“ 2 一 ‘毛’,

均考虑某些较特殊的情

况
。

本文从动力学基本方程出发
,

采用粘弹性积分型本构关系
,

利用推导弹性厚板方程的类

似方法
,

导出一般粘弹性厚板的动力方程
.

由此方程
,

可以简化得到若干特殊情况下的厚板

动力方程
.

二
、

基本关系与假设

设应力
、

应变和位移张量分别用a ‘夕, 。, , 和“‘

来表示
,

则小变形线性几何关系为

2 ￡‘, ~ “一, , + u , , ‘

不计体力时三维理论 的运动方程为

口‘, , , = p 公‘

其中 P 为材料的密度
.

(2
.

1 )

(2
.

2 )

奋
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积分型本构关系

S ‘, 二 ZG 赞d “ s , a , 。== 3K 肠d 。。 ,

其中 S ‘, 和 e ‘, 分别表示应力偏 量和应变偏量张量
,

和K (t )分别是粘弹性材料的剪切和体积松驰函数
,

G ·d

一{{
_ G (‘一 “, ‘。, d “

(2
.

3 a
、

b )

J 。, 和九。分别为体应力和体应变
,

口(t)

且有定义
〔‘”’

(2
.

4 )

在处理粘弹性薄板的准静态问题时均引用弹性薄板理论
,

因而采用的是经典弹性薄板理

论的几何假设
.

在小变形及线性本构关系情况下
,

材料性质对几何假设的影响可忽略不计
,

故对于粘弹性厚板
,

可参照弹性厚板理论作几何假设
.

连同材料方向
,

本文作如下假设
.

1
.

板面方向位移偏离直法线部分沿各截面几何相似
,

即偏离部分可分离变量
.

口留
. , , 、 , ,

‘

口阴
. , , _ , 、 , , 、 , 。 , _ 二 、

林~ 一 万几
一z 十 甲L x

, 夕 , 丁)J 吸么夕 , 林~ 一 一诬孔丁 z 一梦L劣 , g , 不)J 气z 少 气乙
.

。。 、 U 少
U 人 U g

其中
u , 。

和。分别表示
u ‘(‘一 x , 夕 ,

的
,

右端第二项表示板面方向位移偏 离直法线部分
, 甲

、

势

及 了均为待定函数
.

事实上
,

偏离部分的形式与剪应力 的分布有关
.

2
.

挤压变形沿各截面几何相似
.

为简便计
,

采用惯用符号
,

如 a
二

一几
二 .

若不计及挤压应力
,

板面变形只取决 于弯 曲应

力。
二

和a , , 当考虑挤压变形时
,

挤压变形对弯曲应力的影响相当于增加一项正比 于 a :

的部

分
.

因此
,

由式 (2
.

矛此假设可表为

(K + 4 G / s)
. 。

:

二 (K + G / s)
, 4决d 。

二

+ (K 一 ZG / 3 )
。 2公d 。, + A . q B (: )

(元辛
4‘/3 ), a , 一(K + ‘/ 3 )、决de

,
+ (K 二2‘殆). 2决de

:

+ A. o B(
二 )

‘
,

~ G 叼价
, (2

.

6c )

其中 B (“ )为挤压变形函数
,

A是决定于粘弹

性材料性质的函数
,

q (x
, 夕 ,

t) 为 板面所受的

横向分布荷截
.

为了满足上下表面的边条件
,

在没有受外
’

截的表面应没有挤压变形
,

而在受外截 的表面

上应完全计及挤压变形
.

当只有板的上表面受

分耐卜截时
,

、

由式(2 ⋯6 )可见
, 应有 一

声
_ 。。

丫
’

. . . . . . 自 . 万

圈 1 枯弹性厚板

‘
、

B (一 h / 2 )= 0 ,

刀(人/ 2 )二 I
J

单位宽度上的弯矩
,

扭矩和剪力分别为

(2
.

7 a ,

b )

M
·

‘X
, v , ‘, 一

{
一 ; ,

产
, 念d 币

_ _
r几/ 2

M
, 已

一

「
一_ _

J ~ 几l艺

叮, 之d Z ,

M
: , (x

, 夕 , t) = {
了 ,

声d Z

一 几1 2

(2
.

s a ,

b
, e )

Q
·

(X
, , , ‘, 一

{{二:
一“一 Q

, 一

{i艺
2

二, d
·

(2
.

g a ,

b )

_

由式 (2
.

1) 和式(2
.

5) 得

, : :

= 甲f
,

(: )
,

夕: , = 劝f
产

(z )

将式 (2
.

9 )及式 (2
.

10 )代入式 (2
.

3 a )
,

有
二 : :

= G . d y
: :

二 f
, (二)决d a 二 T (z )Q

:

(, , , , t )

r : , = 决d y
, , 二 f

‘

(之)仇d 砂“丁(之)Q
, (劣

,
夕 , t )

(2
.

zoa
, b )

(2
.

1 1 a )

(2
.

1 1b )
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其中待定函数T (z) 满足

代介
’。一‘

( 2
.

1 2 )

不失一般性
,

设j(0) ~ o
,

则在
z = o 处有

u = 。二 。
,

将式(2
.

1 1 )沿厚度积分得

j(
之)=

Q
:

p (二 )

决d 甲 (2
.

1 3 )

其中引入考虑剪切效应的偏离位移分布函数 P( 约
,

且

, ‘· )一

{:
, (‘)““

(2
.

] 4 )

由式(2
.

] 2 )和式( 2
.

1 4 )可知
,

P(z )应满足

P(h/ 2 )一P(一 h / 2 )= 1 (2
.

1 5 )

3
.

材料为自然状态
,

满足光滑化初始条件“”’
.

在作L a Pl a c e 变换过程中
,

认为有关

函数及其各阶导数的初值为零
t‘“’,

也即定义 L a Pl ac e变换为

, (
·)一

{不
g (‘)e x p〔一‘〕d ‘

(2
.

1 6 a )

且 g (”) (t)= s ”夕(s )

其中
￡ 是L a p la c e变换参量

.

(n ~ 1 , 2 ,
⋯ ) (2

.

1 6 b )

三
、

一般粘弹性厚板的动力方程

本节应用上述基本关系与例设推导一般动力方程
.

式(2
.

5 a )可改写为

两边对时间 t求导数
,

G 务d “二

z = f (z) 俨

然后与G 作卷积并利用式(2
.

_
、

一
z 口田 、

认, (: 卜。“t言重夕
“

]3 )
,

整理得

(3
.

la )

同理

G ’d ”一Q , p (· , 一‘· d

(昌梦)
·

(3
.

lb )

将式 (3
.

1) 作 L a p la c e 变换后乘以 1 /s
,

再作逆变换得

。· “一。
二·
。 (, ), (之卜

之G 一

会

。
。一。

, ·
。 (, ), (·卜

·G ·

豁

(3
.

Za )

(3
.

Z b)

其中 H (灼为 H e a v i滋d e 单位阶跃函数
.

由式(2
.

1 )及式( 3
.

1 )有

‘
、

:

一

黯
, (·卜。、

(会)z
,

。、·, 一

势
一

, (·介。“

(穿
一

)z
(3

.

3 a
、

b )
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。·。,
· , 一

(鲁
+

鲁)
, (·卜 ZG · “

(瓷)
·

(3
.

3e )

将式 (2
.

6 a) 两边同乘以
二 之后 沿厚度积分

,

考虑式(2
.

8) 及式 (2
.

3) 得

(、 + 4。/ 3 ),
、

,

一 4 (、 + 。/ 3 ) ,

「哗(
L 砚2 , 子‘

J

P(之 )之d z 一 G 赞 d
_ 而1 2

(赛
一

){~ 几, 2

二Z
d :

〕

+ 2‘K 一 ZG / 3 ,
·

[鲁丁{二
2
, (·)·“一。· 、

(穿){

(、 + 4G / 3 )·M
:

一

长!
4 (K + G / 3 )·

鲁
+ 2(K 一 ZG / 3 )·

B (之 ) z d z

一 h I Z

·‘d ·+ A ·。

{_ 而1 2

即
口刀二 K

,

一戈=
~

十
一 l

口y n

A ·。

」

(K + 4 G / 3 ) ,
M

,
== 筹!

4 (‘ + G 邝 )·

会
+ 2 (‘一 Z G / 3 )·

势
K

。

十 一、
n

M
: , 一

谷(番
+

盟)

,
二

一 Q
: 一

今
一 G · d

(器)
,

“
, -

K
,

一琴
一

{二
2, (· ,、 , ,

、
’

(3
.

4 a )

A ·。

〕
(3

.

4 b )

(3
.

4 c )

K
,

Q
,

~
.

牛竺一 G . d
n

(夕竺、
、口y l

(3
.

s a ,

b )

理中同其

h
2 ! B (2 ) 2 d 2 ( 3

.

6 a ,
b )

_ 介1 2

为了将三维运动方程用内力来表示
,

将式(2
.

2) 中前两式乘以
2 后沿厚度 积 分

,

第三式

直接沿厚度积分
,

利用式(2
.

8) 和式 (2
.

9) 得

口M
二 .

石 -

--t--
口X { P公z d 之 ( 3

.

7 a )
_ h l Z

竺荟, +
口夕

口M

口M
: ,

口夕

口M
二 ,

口劣

一Q
:

一 Q
;

}
。。Z “一

嘿
!
+

份
+ 。一Ph ,

( 3
.

7 b
, e )

_ h / 2

注意到J丈诊福云介百奢一口
: 2 。= 口云丽

,

从而。(G
, 、)/ 浏 , G . 。 ,

故式 (3
.

7a )两边与‘作卷积后
,

将

式(3
.

la) 代入得

。 l口M
二

行肠吸 万 丁一
十

、 a 工

口M
二 ,

口g

一Q
·

)
一

{_ h 产2

p ·

号江
Q ,

·

卜以“(蛊
一

)小
·

即

。 / 口M
二

行”
石 -

-I-
、 a 劣

口M
: ,

口夕

。 、 Ph 3 口刀
二

一甲
,

)一万丁
~

矽 t
( 3

.

s a )

同理

决(
口M 刁M
牛J + 兰
口夕

。 丫 p h
s
口刀

r

一叼 ,

夕一 1丁
一
J矛

(3
.

sb )
口x

由式 (3
.

5 )解得Q
:

和Q ,
代入式 (3

.

7 e )有

李「擎
+ 擎

+ 。、〔、
2。 )飞+

。一。* ,

八
下 L 口弄 a y J

(3
,

9 )
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为进一步将式 (3
.

8) 也表示为刀
: 、

几和。 的方程组
,

综合式( 3
.

4) 和式 (3
.

8 )
,

从中消去

M
二 ,

M
, 和M

: ,
得到

。
,

。
:

。
, _ 、

八 h
3 。 「

, , ,
.

~

LT 肠 L八 十 4 L了 / d 片叼
,

=
一 , n 行 爷1 4 (八 十 (, /

J 乙 !
_

+ 3K
.

朔
,

口X口夕

+ (

K+
4G/ 3 ) ,

货
+

分
“ ·

刽
一

叮
(

K+
4G/ 3 )耐几

(3
.

1 0 a )

G . (K + 4
G/

3 ), Q
,

一竺G ,

}
一

, (K + c,/ 3 ),

髻令+ 3K ,

朔
,

土乙 . _ a 召
一 a 劣a 夕

+ (

K+
、
c/

3 ) ·

势
+

饭划一刹
一

李K+
4
G/

3 )、几
( 3

.

1 0 b )

将由式( 3
.

5) 解得的Q
:

和 Q ,
代入式 (3

.

1 0) 得

决 (

K+
4
G/

3 )

众
·

〔刀
,

+ 。、

(韶)]一戈呵
4 (

K+ G/
3 )·

势
+

3K.
口

2

刀
,

口戈口夕

+ (K + 4 G / 3) .
口叨

口夕

+

份水 刽
一

尊K+
‘
G/

3 ,、几
( 3

.

1 1 a )

。
,

二
.

。
, ‘ 、 、

h 「。
.

~
,

/ 口切 、] hs 。 「
二厂

.

~
, 、 、

廿傲八 十 “行 / “少 尤
, 爷

Lp
,
+ 行关a

气石亏)]一 1 2 行朴

L叭八 十 行 / ‘, 朴 可令
+ 3K 一朔

·

口刀
一

口劣G y

+ (

K+
‘
G/

3 , ·

黔代划
一到

+

叮(K+ ;
‘

卜刀
,

( 3
.

1 1 b )

式 (3
.

9 )和式 (3
.

n )即以刀
: ,

刀
,

和功为参量的基本微分方程组
.

若由此解得刀
: ,

刀
, 和。

,

则可由式( 3
.

5) 求得Q
二

和 Q
, ,

由式(3
.

4 )计算M
: 、

M
,

和M
: , .

为寻求只以挠度田为未知参量的方程
,

将式 (3
.

7c) 两边与 G 袱 K + 4 G /3 ) 作卷积
,

用式

(3
.

1 0 )代入 有

};仇卜(
兀 +

气卜 (釜
+

肾)
+

令
“·、

司
一

价
‘ +

勺
·“

(货
+

货)
+ 价 (

‘ +

勺
·。一 。“价(

‘十斗

孙
‘

(3
.

1 2 )

将 从式( 3
.

9) 解出的臼刀
:

/口x + 口刀
,

/口妇 代入式 (3
.

1 2 )
,

便得到仅含未知参量
—

挠度功

的一般粘弹性厚板 的动力方程
:

器决
4

(K+ 仆价加
? 一 4 ,

。

凡决(K+ 孙影
v场一‘

。

俞(K+ 万
一

)
·

募
一

v
Z? + 、凡(K+

4

牙)
·

纂
切 +

邂
·

(K+ 誉
一

)
·

界一

一推决卜、(K+ 乞)
一凡“

」
·v

Z。

十 ‘
。

于(K+
‘

穿写
。+ 决(K+

‘

匀
、

其中 I
。
= p h3 / 1 2

.

式 (3
.

1 3) 是一个关于挠度。的微分积分方程
,

其中仅含有I。
,

K
,

或 K
。

的项分别表示转
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动惯性效应
、

剪切效应或挤压效应项
,

而含 I
。,

K
,

和 K
,

中两者的有关项表示两种祸合效应

项
。

虽然在最一般情况下不能直接求解式 ( 3
.

格)
,

但可以将此式简化应用于各种特殊情形
.

以下将举例说明
.

四
、

若干特殊情况

1
.

弹性厚板

对于弹性材料
,

K 及G 均为常量
.

而对
,
个常数 b‘(i= 几 2 ,

⋯
, 。 )有关系式

口
”

_

。‘朴o , 朴 ”
’

肠 O ”肠
百了矿功=

口‘0 2 ”
’

o ”脚 (4
.

1 )

于是
,

对式 (3
.

1 3) 两边关于时间才求两次导数
,

并利用式 (4
.

])
,

得

袋。
·

4

(K+ t)v
枷一 ,

。

凡‘
·

伞
十
写

一

)斋
v

Z。一‘

减K+ 零
一

)斋
一

v
Z。

+ 。,
。

以K+ 零、柔
一

。 + 。。可K +

尊、器
田

、 d I LI ‘ 、
u 1 u .

~ 二z旦夺
1

(
二 +

零)
一

静
一

令卜凡(
‘ +

勿
一 ‘

·

小针叹
K +

万)q (4
.

2 )

若取A ~ K 一 ZG / 3 ,
考虑到弹性常数关系式

3K
E

= z 一 2“ , ZG 二
E

1 + 产

其中E 和拼分别表示弹性材料的拉压模量和泊桑 比
.

记

D =
E h3

1 2( :二了尹
C ~

E

拼(1
一

+ 拼)

则式 (4
.

2) 改写为

、物一

(
一

管
·

+

台)券
、

2 ? +

哈
·

合备切 + 二带‘ 一并而
一功

卫J 口T -

P h

豁台
一

券
一

。+

(会
一

会)v
““+
弓 (4

.

3 )

此即弹性厚板的动力方程
,

与文献 〔4〕中式 (2
.

2 3a) 完全相同
.

故本文导出的一般粘弹性厚

板方程可以退化到相应弹性厚板的动力方程
.

2
.

粘 弹性M in d lin 中厚板

为便 于比较
,

应用粘弹性材料微分型本构关系
,

将微分积分方程式 (3
.

1 3) 化为微分方

程
。

微分本构关系为
p

,
S ‘, = Q

, e ‘, , p
扩a ‘。= Q

l, 。。。 (4
.

4 a
.

b )

其中P’
、

O
‘ 、

p
“

和Q
“

都是关于时间t的线性微分算子
.

对式 (2
.

3) 和式(4
.

4) 分别作L aPl a C e

变换
,

得到关系式
; 口= 奋

‘
/ 2矛

‘, s了= 口
护
/ 3矛

I,

(4
,

sa , b )
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将一般方程式 (3
.

玲)作L aPl a c e变换
,

有

摺
“

2
·

4

(
‘ 十

寥)sv 、 一 4 ,
。

K
·

。
(
K +

勺
一、

2
,

一 ‘
。

“
(
‘ +

誓冲
2。 + PI

。

K
,

(
二 +

一

织)sa
。、 。*“

(
‘ +

孚)
2

。

一叮
。〔4K

,

(、 + 。/ 3 )一K
。

, 〕、2。十竺不
·

(、
+

零、
: 。+ 。仕十

李、
。

l ‘ 月 、 O / 、 t, I

(4
.

6 )

依M in dl in 中厚板理论
,

设偏离位移分布函数为正弦函数而忽略挤压变形
,

即

。(Z )一

;
。‘n

丫
, B (二卜

。

代入式( 3
.

6) 得

K
,

== 1 2 / 兀
2 , K

。

= o (4
.

7 )

将式 (4
.

6) 两边同作用算子 65
2

尸
3

刻
,
并利用式 (4

.

5) 和式 (4
.

7)
,

然后作 L a p la c e 逆变

换得

r(
2 ,

,

口
·
+ ,

·

口
,
)Q

, 2

狡
、一 (,

,

Q
·
+ Zp

·

Q
,
)Q

,
p

,
, 0 一

柔
v Z 一宾

, ( : ,
,

Q
·
+ ,

·

Q
,
)

L一 、
」 ‘ 口‘ 尤

Q
,
P

,
I
。 {、

2
+ 2 写I

。
(,

‘

Q
。
+ Zp

。

。
‘
), “

X

少
. ,

八
.

:
_

. 。

八
, 、

八 , 、 , _ ,
_

口
“

1
_ 一

砂 个印
‘

叼
“

十 乙P’
’

叼
’

夕丫 厂 尸月
万尸」田

一
!
(,

产

Q
·
+ 2 ,

·

。
,
),

,

Q
,
一

;
,

+

影
‘,

/

Q
·
+ Zp ·Q

‘
, p

‘ -

, _
.

,

。
二 ,

_

二

。
, 、

。
,

_

,

护
_ ,

口P
’

叼
,I

十 P
,

叼
r

)叼
’

P
r 。 ‘ V

-

」 ‘

(4
.

8 )

其中 才 = 砂八 2
.

式 (、
.

8 )即粘弹性M in dl in 中厚板的动力方程
,

与P a n 所导出的方程
〔‘。’
一

致
.

由此可见
,

由一般厚板方程式 (3
.

1 3) 可简化得到仅考虑剪切变形与转动惯性影响的厚板

方程
。

若不计剪切变形和转动惯性的影响
,

则方程式 (4
.

8 )即化简为 M as e 〔。’所给出的粘弹性

薄板的基本方程
.

3
.

粘弹性R e is s n e r 中厚板

若设偏离位移函数和挤压变形函数均为三次函数
,

即

, (· , 一
靓补 ;(:--)

“

}
,
”(· , 一

瓢命
一

抓命)a+
一

言
代入式 (3

.

6) 得

K
,

= 6/ 5 ,
K

,

二 6/ 5 (4
.

9)

起式(4
.

6) 两边同作用算子 65
2

犷
3

夕
“ ,
并利用式(4

.

5) 和式(4
.

9)
,

然后作L a p la C e逆变换

得

「(
2,

,

Q
·
十 ,

·

Q
,

)Q
, 2

忙
、

4
一 (p

,

Q
, + : p

·

Q勺Q
,

p , I

漂
v “

L I ‘ 口.
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一

手
‘2,

/

Q
·
+ ,

·

Q
,
)Q

,
, , ‘

。

斋
、

2
+

梦
一
‘
。
‘,

,

Q
·
+ 2 , 。Q , , ,

, : 一

豁
. , _ ,

八
二 ,

_
.

八
, 、

八
,

_

, ,

口
2
〕

_

十 LP
‘

叼
乍

十 乙P
“

甘
‘

)叼
‘

P
’

P n
不了 l功
U ‘ 」

一「(, , Q
·

十 2 ,
·

Q , ),
,

Q
,
一奥(,

产

Q
·

+ ,
·

Q , )Q
,
,

,

黑
v Z

L
’

尤 l ‘

+

杀
(,

,

Q
·
+ 2 ,

·

。, ), , 2

器]
。

(4
.

1 0 )

此即粘弹性R ei 朋 n e r 中厚板理论的基本控制方程
,

其中扩甲 5 /6
.

类似地
,

可据具体几何假设与某些变量代换
,

得到胡海昌方程
〔“’、 B JI a o oB 方程

〔‘7 ’
等在

粘弹性厚板中的推广形式
.

4
.

粘弹性薄板

只考虑垂直于板面方向的惯性效应
,

在一般方程式 (3
.

1 3) 中去除含有K
, ,

K
,

或I
。

的项

后
,

得到粘弹性薄板的动力方程

夺(K+ 号)
·

。新
田

坷(
‘ +

万)
·

豁
功一
(
K +

零)
·。

(4
.

1 1 )

将式(4
.

1 1) 作 L a p la c e变换
,

改写为
s D v’协 + 灿沥二口 (4

.

12 )

同样得到文献〔g〕中给出的方程式( 1、
.

此外
,

对于弹性薄板
,

K 和G 为常量
,

将式 (4
.

1
一

2) 对时间t求导一次后
,

整理得常见的弹

性薄板动力方程

D V 4功 + Ph必= g (4
.

1 3 )
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